I 


i « *1^-1  « V 

!£•/ 
: ■%■  (••  V 


Digitized  by  Google 


LEZIONI 

ELEMENTARI 

D I 

MATEMATICHE 

DELS1G.AK 

M A R I E 


TRADOTTI  E ILLUSTRATE 

DA  STANISLAO  CANOVAI  E GAETANO  DEL-RICGO 

DBLLB  scuole  PIE 

Pubblici  Professori  di  Matematica 

lEd  accresciute  di  nuovi  metodi  mólto  imponantf. 
in  questa 


FIRENZE  MDGGCIU. 

A spese  di  Guglielmo  Piatti  Mercante  di  lùbH 
Presso  Pietro  Allegiioi  alla  Croce  Rossa 
Con  Licema  de*  Supetiori 


Digitized  by  Google 


ì 


Digitized  by  Google 


3 


A V VIS  O 


DELI,:  editor  e. 


/♦ 

,vV^ 


1>I  ON  vi  è stato  sicuramente  alcun  Li- 
bro di  Matematiche  y che  abbia  avuto  un 
esito  così  rapido  come  le  Lezioni  Elemen- 
tari deir  Marie  tradotti  ed  illustrate 
dai  celebri  Professori  Canovai  e Del -Ricco’. 
Quattro  successive  ■ e ben  copiose  Edizioni 
son  già  esaurite  ; e le  incessanti  ricerche  che 
se  ne  fanno  tuttora»  autenticando  il  sommò 
pregio  del  Libro , assicurano  il  pubblico  gra- 
dimento del  mio  pensiero  di  riprodurlo. 

K ■ Ma  poiché  i dotti  Illustratóri  ' che  con  i 
loro  travagli  hanno  contribuito  al  migliora- 
mento d’.  ogni  Edizione  » a segno  di  potersi 
mettere» in  dubbio  se  abbiano  pareggiato  o 
forse  ancor  superato  il  merito  dell*  Autore , 
non  potevau'  forse  lasciare  che  nuovatnente 
ilscisse  senza  qualche  ulterior  perfeziòiié  'que- 
sto sì  celebre  Corso  di  Matematiche , noti 
volli  omettere  d*  implorar  la  loro  assisten- 
za , e con  mia  piena  soddisfazione  ottehoi 
cortesemente  e abbondantemente  di  che  di- 
stinguere questa  quinta  Edizione. 
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Molte  erano  già  le  ragguardevoli  Ag* 
giunte  da  Essi  fatte;  e i loro  Trattati  origi- 
nali delle  Variazioni  ì AeW  Eqiiazioni  a Dif- 
ferenze finite  e a Differenze  parziali  parca 
che  nulla  lasciassero  da  desiderare  . Pure  il 
loro  genio  e f appassionato  trasporto  per  il 
vantaggio  della  Gioventù , gli  ha  determinati 
a dare  alle  Lezioni  suddette  un  ordine  più 
metodico , che  in  minor  volume  contenga  sen- 
za confusione  e senza  ‘ oscurità  maggior  nu- 
mero di  utili  cosmizioni  \ rifondere  totalmen- 
te  i Trattati  delle  Potenze  e Radici  ^ dell’/7z>- 
finito , delle  Ragioni  e Proporziotii , deU’E*- 
quazioni  dei  irradi  szipenóri^  ìc  due  Tri*- 
gonometrìe,  piana  e sferica  ^ e il  Trattato 
delle  Sezioni  Coniche;  togliendo  intanto  al^ 
cune  inutili  ripetizioni , come  V articolo  sepa- 
rato della  quadratura  di  queste,  incluso  nel 
Calcolo  infinitesimale.  ‘ 

Ho  conservato  in  questa  Edizione  il  si- 
stema dei  due  caratteri , il  cui  uso  la  stessa 
esperienza  ha  bastantemente  raccomandato  > 
contenendo  il  piccol  catattere  ciò  che  è ri- 
servato a un  secondo  studio  di  chi , essendo* 
ri  impossessato  già  dei  precetti  esposti  in  cfl* 
fattfire, , maggiore  y brama  avanzarsi  più  oh 
sistema  pregiabilissimo  che  risparmia  non 
poca  mole  del  Libro , conserva  T ordine  con 
maggior  rigore , e facilita  anche  il  corso  no- 
i;d)ilin!entei  laddove  il  trascurarlo  o il  non 
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avvertirlo  farebbe  incontrare  ai  Principian- 
ti la  confusione  e le  difficoltà  dove -tutto  è 
diligentemente 'spianato , ed  esattamente  me- 
todico . 

Si  comprenderà  senza  pena,  che  i Nu- 
meri da  cui  son  distinti  i paragrafi  di  quest* 
Edizione  non  potevano  corrispondere  a quel- 
li della  passata , di  cui  pur  s’ incontrano  fre- 
quenti le -citazioni  nella  seconda  edizione  e 
della  Fìsica;-  Matematica , e dei  preliminari 
alle  Tavole  Logaritmiche , pubblicate  dai  ci- 
tati due  Professori . Per  provvedere  al  bi- 
sogno di  chi  vorrà  prevaierai  ‘ di  questa  mia 
Edizione , è stata  fatta  una  nota  dei  confron- 
ti dei  numeri  tra  essa  e la  precedente,  che 
io  farò  stampare  immediatamente  per  darla 
gratis  a chiunque  avrà  1’  accennate  Tavole 
e Fisica. 
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LEZIONI 

E L E M E N T A E I 

DI  MATEMATICHE. 


r 

1.  V_iiò  che  può  crescere  o scemare  si  chia- 
ma Quantità:  i numeri,  il  moto  ec.  soii  quantità.’ 

2.  Le  Matematiche  comprendon  tutte  le  Scienze  die 
trattano  delle  proprietà  e rapporti  di  queste  quantità: 
ina  ciascuna  Scienza  ha  un  nome  particolare 'secondo  Toii- 

\ getto  che  contempla . Si  chiama  Aritmetica  la  Scienza  dei 
numeri  ; Geometrìa  la  Scienza  delle  misure  in  lunghezza  , 
larghezza  e profondità:  Meccanica  la  Scienza  del  moto 
e deir  equilibrio  ec. 

3.  L’Aritmetica  è il  fondamento  di  tutte  le  Ma- 
tematiche: bisogna  dunque  cominciar  questo  studio  da 
lei  che  è inoltre  di  tanto  uso  nella  Società 

4.  Si  distinguono  due  sorte  d’ Aritmetica  : l'ordi- 
naria che  ha  per  oggetto  il  calcolo  de’  numeri , e la 
Speciosa  o 1’  Algebra  che  abbraccia  il  calcolo  e i rap- 
porti d’  ogni  specie  di  quantità  .. 

ELEMENTI  DI  ARITMETICA . 

5.  inutile  definir  1’  Unità  e la  Pluralità  : tutti  na 
hanno  un’  idea  distinta.  Ma  poiché  la  pluralità  risulta 
da  unità  partieoi  ari,  per  distinguere  una  jiluralità  dall’al- 
tra s’ immaginò  il  Numero , che  è la  riunione  di  molte 
unità.  Quindi  tre,  sei,  venti  uomini  riuniti,  doveano 
essere  espressi  con  numeri  o segni  différenti;  é potendo 
concepirsi  infiniti  uomini , parea  necessaria  per  esprimer- 
li un  infinità  di  segni  1 la  cui  moltitudine  avreblie  op- 

A ' 
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pressa  la  memoria,  e scoraggiti  i più  intrepidi  Calcola- 
tori . Perciò  tutti  i numeri  si  espressero  ingegnosamente 
con  la  combinazione  delle  dieci  Cijre  sì  note  : 
o,  1,2,3,  4,  5,  6,7,  8,  9. 

zero,  uno,  tUie,  tre,  quattro,  cinque,  sei.  Bette,  otto,  nove. 

6.  Le  ultime  nove  diconsi  c^frc  .iipiificittivei  men- 
tre la  prima  nulla  significa  se  ò sola;  ma  a destra  d un  al- 
tra, le  dà  y)cr  convenzione  un  valore  dieci  volte  più  gran- 
de; così  per  esprimer  dieci,  o l laiità  di  diecina,  siscri- 
ve io;  per  esprimer  venti  si  scrive  20;  trenta,  quaran- 
ta, cinquanta,  sessanta,  settanta,  ottanta,  novanta  si 
scrivono  30,40,50,60,70,80,90.  Ogni  cifra  a destra, 
d'  un  altra,  la  rende  come  lo  zero  dieci  volte  più  gran- 
de. Un  5,  un  4 e un  6 scritti  così  „ 546  „ son  dun- 
f|ue  l’espressione  del  numero  cinquecento  quaranta  sei  ec. 

7.  Le  tre  cifre  546  formai!  la  classe  delle  unità  : 
tJ'e  altre  poste  in  diritto  alla  sinistra  così  „ 92154^  »» 
formai!  la  classe  delle  migUaja,  e si  pronunziano  „ no- 
vecento vent’  un  mila,  cinquecento  quaranta  sei  quin- 
di seguon  pure  a sinistra  le  classi  dei  tnilioni  e delle  nii- 
gUaja  di  milioni , dei  hilioni  e delle  migliaia  di  bilioni , 
dei  trilioni  e delle  migliaia  di  trilioni  ec.  ; e si  vede  che 
delle  tre  cifre  d’  ogiri  classe  1’  una  a destra  contiene  u- 
nità  , r altra  diecine  , 1’  ultima  centinaja  tutte  le  quali 
son  semplici  nella  prima  classe,  son  di  migiiaja  nella 
seconda , di  milioni  nella  terza  ec.  Onde  il  numero 
I 030  010  000  125  812  óoo  003  diviso  il!  classi,  si  leg- 
gerà: mille  trenta  trilioni,  diecimila  bilioni,  cento  venti 
cinque  mila  ottocento  dodici  milioni,  seicento  mila,  tre; 
e il  numero  sci  trilioni,  due  mila  milioni,  sette  dividen- 
dolo in  classi , si  scriverà  ; 6 000  000  co2  000  000  007  ; 
ed  è fiicile  dopo  ciò  di  pronunziar  qualunque  numero 
scritto  in  cijrc,  e di  scrivere  in  cijre  qualunque  nume- 
ro pronunziato . 

8.  Con  queste  nozioni  e col  Binomio  di  Newton  si 
trova  I®.  che  1’  espression  generale  d’  un  numero  inte- 

ni  , _ in  — I , m — 2 , 

TO  e lo  a H-  IO  o _+  IO  c H-  ec.  . . . _+ s , o- 

ve  a,b,c  ec.  sono  una  delle  di<tci  cifre  primitive,  ed  m un 
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flumeto  intero  fositli'o:  2®.  che  la  potenza  di  io  di- 

minuita d’  I , è un  multiplo  di  9 : 3°.  che  le  potenze  pari  iPi 
IO  diminuite , e le  impari  accresciute  d’  i , sono  un  multiplo 

d’il  : 4®.  che  il  minimo  numero  di  n cifre  è lo”  * , il 

massimo  io  — l , e la  potenza  m di  quello  ha  un  nu- 
mero 771  ( /: — I ) -h  I di  cifre  , di  questo  ne  ha  un  numero  mn: 

5°.  che  un  numero  di  mn  cifre  ha  una  radice  di  n 

cifre  : ec. 


9.  I numeri  sono  interi  o rotti . Nei  primi  ogni 
unita  è un  tutto  ; come  due  uomini , sette , mille  C(\ 
negli  altri  ogni  unita  è parte  tV  un  tutto  j come  due 
terzi  di  lega , sette  ventesimi  ec- 

10.  I numeri  c tutte  l’ altre  quantità,  sono  anche  razio- 
nali o irrazionali,  tfoli  o irnmarfinarie  già  tlefinitc  (145); 
ahrebrichc , le  quali  derivano  dalle  volgari  operazioni  dell’Al- 
gebra, somma,  sottrazione,  moltiplicazione,  divisione  ec. , o 
trasci-ndenti , che  nascon  da  operazioni  più  sublimi,  e son 
composte  di  logaritmi,  di  seni,  d’archi,  d’  esponenti  varia- 
bili, di  differenziali,  d’integrali  ec.  Osserveremo  a tal  pro- 
posito I®.  che  tra  due  numeri  razionali  e comunque  con- 
tigui, vi  è un’ infinità,  d’altri  numeri  razionali  evidentemen- 


te  espressi  da  p o da  7 — , ove  m , r lon  nu- 

nr  nj 

meri  interi:  3®.  che  perciò  può  .sempre  aversi  una  quantità  ra- 
zionale inassegnabilmente  diversa  da  una  data  irrazionale  o 
trascendente  che  sarà  dunque  un  limite  della  razionale  (^12). 

II.  Del  resto  1 Aritmetica  o aumenta  i numeri,  il 
che  si  chiama  somma,  o gli  diminni.^^ce , il  che  dice.si 
sottrazione  : da  que.ste  duo  dipendono  tutte  1’  opera- 
zioni - sui  numeri . Cominciamo  dagl’  interi . 


Somma . 


12.  Non  vi  è difficoltà  per  sommare  o raccogliere 
insieme  dei  numeri  semplici  o che  non  pas.san  io;  così 
5,7,4  sommati  fiinno  16,  e per  abbreviare  il  discorso, 
si  scrive  5 ■+  7 -t-  4=:  16.  Il  segno  -+ , destinato  alia  som- 
ma , si  pronunzia  più  ; U seguo  signi^ca  egualità  e 
6i  pronunzia  canale. 
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13-  Se  i nuraeri  da  sommarsi  son  cninpostì,  per  c- 
sempio , se  si  cerchi  la  somma  di  433  e di  363 , ecco  la 
regola:  l*.  scrivo  questi  numeri  l'  un  sotto  l' altro,  onde 
le  unità  siano  sotto  le  unità,  le  dìecine  sotto  le  diecine, 
le  centinaja  sotto  le  centinaia  ec.  2°.  tiro  una  linea  al 
di  sotto  , e andando  da  destra  a sinistra , prendo  la  som- 
ma delle  unità  , se  ella  non  passa  9 , la  scrivo  sotto  la  co- 
lonna delle  unità:  se  passa  9,  scrivo  le  unità  e serbo  le 
diecine  per  aggiungerle  alla  colonna  seguente:  3°.  prendo 
nel  modo  stesso  la  somma  delle  diecine , delle  centinaia  cc., 
e la  scrivo  sotto  alle  colonne  corrispondenti  Così  nel- 
la jjrima  colonna  dico  3 -e  3 = 5;  gerivo  5 al  di 
sotto:  nella  seconda , 3 -t- 6 = 9 pongo 9 : nella 
terza,  4-4-3  = ■;  ; scrivo  " :la  somma  cercata  è "I9r>- 
Ma  se  debbo  sommar  tre  numei'i,  60'’ 8, 9 198, 

483.  gli  scrivo  l’nn  sotto  l’altro  secondo  lare- 
gola,  e dico:  8-t-8-4-3  = i9  o sia  una  diecina 
r 9 unita;  scru'o  9 sotto  la  colonna  dell’unita, 
e tengo  la  diecina  per  la  seguente . Dico  poi  : 

I , -4-  7 -+  9 -i-  8 = 25  ; scrivo  5 sotto  la  seconda 
colonna  e tenute  le  due  diecine  per  la  seguen-  I5“59 
te , dico  : 3 , -4-  o -4-  i -4-  4 = 7 , e pongo  7 ; ftnal- 
niente  dico:  6 -(-9  = 13,  e perchè  questa  è l’ultima  co- 
lonna, ■scrivo  1.^5  tutto  di  seguito  : la  somma  è I5I59  * 
Per  assicurarsene  si  rifaccia  l’ operazione  prendendo  la 
somma  delle  colonne  di  basso  in  alto  ; se  si  operò  be- 
ne , deve  tornar  la  stessa.  Ma  bisogna  abituarsi  a ben 
separar  le  colonne  , a lien  formar  le  cifre , e a non  di- 
menticar di  aggiungere  alla  colonna  seguente  ciò  cUr* 
si  ritenne  nella  precedente . 

Sottrazione  . 

14.  La  sottrazione  fa  trovar  la  differenza  di  due 
quantità  date , cioè  il  resto  di  una  di  esse  quando  se 
ne  è tolta  l’altra.  Nei  numeri  semplici  si  trova  senza 
calcolo . Per  esempio  , togliendo  2 da  5 riraan  3'',  dif- 
ferenza fra  2 e 5.  Questa  operazione  si  esprime  così:  5 — 
2 = 3 ( il  segno  - significa  meno  ) . 


432 

3^3 

795 

6078 

9198 

483 
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15-  Ecco  la  redola  dei  numeri  composti.  Metto  il 
jf’iù  piccolo  sotto  al  più  grande  , come  nel  sommare  , 
«■  tiro  una  linea  ; scrivo  poi  sotto  ciascuna  colonna  gli  ec- 
cessi dell'  unità  y diecine , centinaia  ec.  del  maggióre , sull'  v- 
nità  y diecine , centinaja  ec.  del  minore , e ho  la  differenza 
fra  i due  numeri . Così  per  sottrarre  243  da  695 , 

*gli  scrivo  come  vedete  - e dico  ; 5 - 3 = 2 che  poii-  ^95 

go  sotto  la  colonna  delle  unita  ; 9 - 4 = 5 che  seri-  “43 

vo  tra  le  diecine  '.6-2  = 4,  pongo  tra  le  cen-  ^ -3 

tinaja  : la  differenza  cercata  è dunque  452 . 

16.  Allorché  la  cifra  inf  fiore  è più  grande  della  su- 
periore y aggiungo  a questa  una  diecina  presa  dalla  pros- 
sima cifra  a sinistra  : e dalla  c'f  a così  aumentata  sot- 
tragg'o  l' inferiore  e scrivo  V eccesso  ; manca  perciò  un  u- 
ìiità  alla  cifa  superiore  che  segue . Così  per  sottrar  38 
da  64,  dico  : 4 - 8 non  si  può  : stacco  un’  unita  dal  6 e 
la  trasporto  alla  colonna  delle  unita  dove  ella  vai  io , 
e aggiungendo  queste  io  unità  alle  4,  dico  14  - 8 = 
6:  poi  5-3  = 2:  la  differenza  è 26 . 

17.  Se  la  cifra  che  segue  a sinistra  sia  zero,  o s’ev 
gli  stesso  sia  seguito  da  altri  zeri , si  anderà  indietro  fi- 
no alla  cifra  da  cui  può  staccarsi  un’  unità . La  decom- 
posizione di  quest’unità  cangia  in  tanti  9 gli  zeri  pre- 
cedenti, e resta  una  diecina  per  la  cifra  che  ò 

più  piccola  dell’ inferiure . Per  sottrar  i8da2oo 
dico  ; o - 8 non  si  può  ; T unità  staccata  dal  2 si  * 8 
decompone  in  dieci  diecine,  se  ne  la.scian  9 in 
luogo  del  secondo  zerò,  e posta  la  decima  in  luo- 
go del  primo , dico  : 10-8  = 2-,  9-1=8  ;i-o 
--  I , e resta  1 82.  Così  per  sottrar  1296  da  3000 , 
dirò  : o - 6 non  si  può  ; dunque  : 10-6=4; 
p-9  = o;  9-2  = 2;  2-1=1,  e resta  1-04 
1204. 

18.  La  sottrazione  si  fa  anche  in  altro  modo.  Per 
sottrar  2964  da  452*  dirà:  dalla  cifra  iaferio-  4--( 
re  4 non  può  andarsi  alla  superiore  1 che  è più  oq6i 

piccola,  ma  andando  a ii,  la  diflerenza  è 2 clic  

•scrivo  ; e porto  i perchè  sono  andato  a i t ; pa-  i 
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riufiente  da  6, -4-1  ( = 7)  andando  a 7 , la  differenza  è 
o che  scrivo  : quindi  da  9 non  può  andarsi  a 5 , ma  an- 
dando a 15 , la  differenza  è 6 che  scrivo , e porto  i : 
infine  da  3,  -4-i(  = 3)  andando  a 4 , la  differenza  è i 
che  scrivo;  e il  resto  è i6o;". 

19.  Per  verificare  la  sottrazione,  .■‘omnio  il  resto 
col  minor  numero , e la  somma  eguaglia  il  maggio- 
re y r operazione  è ben J atta;  poiché  nn  tutto  deve  egua- 
gliar le  sue  parti  prese  insieme . 

Moltiplicazione . 


20.  La  moltiplicazione  fa  trovar  senza  gran  cal- 
calo la  somma  di  un  numero  che  si  vuol  prender  ])iò 
volte.  Così  per  trovar  la  somma  di  12  pve«o  9 volte, 
invece  di  sommar  9 volte  il  12,  il  che  sareblm  assai 
limilo,  si  moltiplica,  e si  trova  in  un  tratto  che  la 


somma  c 108. 

21.  Pur  talvolta  il  sommare  è pie-  1°^ 

feribile  . Vogliasi  un  numero  k'  tale  che  52 

j-.jj;,  i;_j  formi  un  quadrato.  Poiché 
joi  -4-52  non  può  esserlo  (i6';,i,  ripeto 
loi  finche  la  somma  non  ripugni  al  qua-  12i 

drato:  ma 456  non  essendo  quadrato,  con-  456 

tinuo  l’operazione  finche  trovo  il  quadra-  loi 

to  961.  Conto  allora  i lOI  che  ho  scrlt-  lol 

ti,  cd  ho  k’—O,  che  non  sarebbe  ve-  101 

nuto  sì  comodamente  moltiplicando  loi  loi 

per  1,2,3  ec.  e aggiungendo  52  a eia-  loi 

scun  prodotto  p6i 


03.  In  quell’esempio,  12  si  chiama  il  Moltiplican- 
do, 9 il  Moltiplicatore  e 108  il  Prodotto:  ingenerale, 
il  moltiplicando  e il  moltiplicatore  si  chiamano  le  ra- 
dici o i Jàttori  del  prodotto  . 

33.  Se  in  luogo  di  sommar  nove  13  si  sommino 
dodici  9,  verrà  la  stessa  somma  108;  onde  preso  ad 
arbitrio  l'un  de'  due  numeri  per  moUipUcando  , l'  aiiro 
sarà  il  moltiplicatore , c il  prodotto  varierà. 

24.  Se  i numeri  sou  semplici,  à vede  faeilmeu- 


I 


I 
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te  che , per  esempio , il  prodotto  di  2 moltiplicato  per  3 è 
6 , il  che  si  esprime  così  : 2x3  — 2.3  = (^(il  segnò  X 
o il  punto  messo  tra  due  numeri , signUica  moltiplicato 
per  ) ; così  3x4=12;  ^ • 5 — 35  ^c.  Imparati  perciò  i 
prodotti  di  tutte  le  combinazioni  dei  numeri  semplici  da 
^ ^ — 4 fiiio  a 9 X 9 = 8 1 , per  moltiplicare  i compo- 
sti, come  32  per  24,  1°.  pongo  il  moltiplicatore  (que- 
sto è per  lo  più  il  minore  ) sotto  il  moltiplicando,  e ti- 
ro una  linea:  2°.  scrivo  da  destra  a sinistra  il  prodot- 
to di  ciascuna  cijra  del  moltiplicando  per  ciascu-  ^ 
na  del  moltiplicatore  ; così  dico  : 2x4  = 8,  seri- 
vo  8;  3x4=  12,  scrivo  12;  poi  scrivo  pur  da 
destra  a sinistra  ( sotto  la  colonna  delle  diecine  ) 128 

il  prodotto  del  moltiplicando  per  le  diecine  del  Jiiol-  64 
tiplicatore , e dico  : 2x2  = 4,  scrivo  4 sotto  le  die- 
cine;  3x2  = 6,  scrivo  6 a sinistra;  3°.  sommo  “ 
questi  due  prodotti  parziali , e il  prodotto  totale  è ~6?. 

25.  Infatti  moltiplicar  32  per  24  significa  somina- 
re  il  32  quattro  volte  e due  diecine  di  volte  (20)  : ma 
sommandolo  quattro  volte , vengono  8 unità  , 2 dieci- 
ne, I centinaio  ; e sommandolo  due  diecine  di  volte , ven- 
gono 4 diecine  e 6 centinaia;  dunque  poiché  1’  unità, 
le  diecine  ec.  debbon  collocarsi  nelle  loro  respettive 
colonne  (13),  scrivendo  i prodotti  parziali  con  la  re- 
gola data , si  otterrà  il  vero  prodotto  totale  . 

Debba  moltiplicarsi  564  per  249.  Scrit- 
ti i due  numeri  1’  un  sotto  l’ altro , moltiplico  ^ 

tutto  il  564  per  le  9 unità  del  moltiplicatore , 

e dico;  4x9  = 36,  scrivo  6 e porto  336x9  5o“6 

= 54 , -+•  3 = 57  ; scrivo  7 e porto  5 ; 5x9  2256 

— 45  > -+5  = 50»  scrivo  tutto  il  .<;o,  perché  1128 

m moltiplicazione  per  la  prima  cifra  é finita . 'Z 

Mohiplico  per  le  4 diecine  del  moltiplicatore  *4°43‘^ 
il  564  dicendo  ; 4 x 4 = 1 6 ; scrivo  6 tra  le  diecine  e por- 
to  I ; 6 X 4 = 24 , H-  I = 23  ; scrivo  3 e porto  2 ; 5 x 4 = 
20 , -+  2 = 22  ; scrivo  22 . Infine  moltiplico  564  per  le 
2 centinaja  del  moltiplicatore  dicendo  : 4 x 2 = 8 ; scri- 
vo 8 tra  le  centinaja  ; 6x2=12;  scrivo  2 e porto 
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I . - V 2 IO , -r  I = 1 1 i scrivo  1 1 . Il  prodotto  to- 
tale c 14043Ó.  . , ^ 1,. 

tz6.  Quando  vi  son  degli  7Pn  al  fin  dell  uno  o 

elei  due  fattori  , si  iTiolti]dù-an  1’  altre  cifre  , e si  uni- 
scoito  al  prodotto  gli  zeri  tralasciati  : cosi  per  molti- 
plicar 120  per  120,  preso  lix  144 , si  ha.  14400. 

27-  Per  riprova , tolgo  dai  lattori  5^4  ’ ^49  (^5) 
uni  cifra  -qualunque  , per  esempio  il  5 7 quante  volte 
fi  pnò  , e noto  i due  avanzi  4,4:  gli  molti- 
plico tra  loro,  e dal  prodotto  16  tolgo  il  5 -i. — . 
ijiiante  volte  si  può  , notando  1 avanzo  i : in-  4 I ^ 
fine  anche  dal  prodotto  140436  tolgo  il  5 quan- 
te volte  si  può , e se  1’  avanzo  sia  parimente  i , la 

moltiplicazione  è ben  fatta  . , . , ^ 

Poiché  sieno  F ( =::  -l-  m ) ed  F'  ( = 9C  -4-  n ) i due  fat- 

toTÌ  che  contengono  B,  C volte  la  citra  qualunque  q con  gli  a- 
vanzi  m,n-,  e supposto  qD  ■+  r ( =■  mn  ) il  prodotto  di  questi 
avanzi , si  avra  j'BC  -+-  qriB  -+  qmC  -4-  i]|D  r r per  ^ 
prodotto  del  due  fattori  l',F':  ora  è chiaro  che  tolto  <7  __ 
quante  volte  si  può  1°.  da  F,  resta  m-,  2*.  d-a  F , re-  I 
m n-,  3,°.. da  mn,  resta  r;  4°.  da  P,  resta  parimente  r. 

a*8.  Gli  Aritmetici  preferiscono  a tutte  la  cifra  9 , 
e però  questa  operazione  si  chiama  la  prova  del  9 • At- 
tesa la  natura  della  nostra  Aritmetica  ( 6 ) , tolto  il  9 
quante  volte  si  può  da  10,  da  100  , da  1000  ec. , da 
20 , da  aoo , da  fzooo  ec. , da  30  , da  300  , da  3000 
ec. , resta  sempre  1,3,3  ec.  -,  dunque  per  togliere  il 
9 da  un  numero  = ^00  -i-6o-i-4>  basta  toglieilo 
da  5 -i-  <>  -F  4 , o sommar  le  cifre  del  dato  numero  co- 
me se  fossero  unità  , e toglierne  il  9 a misura  che  si 
forma  sommando . Ciò  rende  la  prova  più  facile  , e 
ticrciò  il  9 fu  preferito. 

^ 29.  La  prova  del  9 può  fallire:  se  tra.spongo  le^ctfre 

d’ un  prodotto,  o metto  in  esso  degli  zeri  in  luogo  di  9,0 
tralascio  i 9 e non  metto  in  vece  altre  cifre  ec.  , torna  la 
prova,  e il  prodotto  è falso.  Ma  errori  ben  difficili^  a com-  . 
mettersi  non  debbono  impedir  l’uso  d’ una  regola  sì  spedirà. 
Del  resto,  1»  divisione,  direttamente  verifica  la  moltiplica- 
zione (43). 

c Divisione 
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Divisione  - 


30.  Ija  divisione  fa  trovar  quante  volte  un  nume- 
ro ò contenuto  in  un  altro;  e come  non  vi  può  esser 
contenuto  se  non  quante  volte  ne  può  esser  sottratto  , 
la  divisione  è una  compendiosa  sottrazione . Così  per 
saper  quante  volte  il  120  contiene  il  4,  in  vece  di 
sottrarre  il  4 da  120  c[uante  volte  si  può , il  che  sa- 
rebbe assai  lungo,  divido,  e trovo  subito  che  lo  con- 
tiene 30  volte  . 

31.  In  questo  esempio,  120  si  chiama  il  Dividcn-  • 
do,  4 il  Divisore,  e 30  che  mostra  quante  volte  il  4 
entra  in  120,  dicesi  il  Quoziente. 

32.  Perciò  1°.  il  prodotto  del  divisore  per  il  quc^ 
zicnte  è eguale  al  dividendo:  onde  un  quoziente  è esatto, 
se  moltiplicato  per  il  divisore  , riproduce  il  dividendo  ; e 
poiché  il  dividendo  è un  prodotto  i cui  fattori  sono  il 
divisore  ed  il  quoziente,  dato  un  prodotto  ed  un  Jdtto- 
re , se  quello  si  divida  per  questo , si  avrà  l'  altro  Jatto- 
re:  2°.  per  Jar  d'  una  quantità  un  dato  numero  diparti 
tguali , la  divido  per  questo  numero , e il  quoziente  darà 
la  grandezza  di  ciascuna  parte  ; così  nell'  esempio  pre- 
cedente (30)  il  120  è diviso  in  4 parti  eguali,  cia- 
■jc-una  delle  quali  c 30 . 

33.  Or  se  i numeri  da  dividersi  son  semplici , fa- 
cilmente si  vede  che  per  esempio , 8 contien  4 appun- 
to 2 volte,  o che  il  quoziente  di  8 diviso  per  4 ò 2; 

eiò  si  esprime  così  : — 4=2  (la  linea  o i due 

punti  messi  in  questo  modo  tra  il  dividendo  e il  divi- 
sore, significano  diviso  per  )t  così  ^ = 8;  15: 3 = 5- 

Quando  il  quoziente  non  e esatto  ( come  se  si  divi- 
da 9 per  4 , dove  il  9 contiene  il  4 più  di  2 volte  ma 
meno  di  3,  e perciò  il  quoziente  vero  ò fra  2 e 3 ) 
scrivo  per  quoziente  il  pià  piccolo  dei  due  numeri  Jìa  cui 
è il  vero  quoziente,  e allato  ad  esso  d resto  divisa  per, 
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(I  numero  divisore  . Per  esempio  , dico  : 9 contien  4 
due  volte  c pia , ma  non  3 volte  : scrivo  dumpie  2 |>er  quo- 
ziente , c resta  i : onde  — = 2 — , cine  0 diviso  per  4 

4 4 , . , 

ha  2 per  quoziente , ma  resta  ancora  un’  unita  del  9 
da  dividersi  in  quattro  parti . Così  — 3 

‘■io  3 

34.  Osservazioni.  I.  Se  il  divisore  è più  grand*, 
del  dividendo  , come  se  debba  dividersi  4 per  7 , si 


derive  , e questo  è il  quoziente . Tali  quozienti  , « 

generalmente  tutte  le  espres.'ioni  indicanti  divisione  ppr 
mezzo  di  una  linea  o di  due  punti  (33),  si  chiamano 
Folti  o /'V.Tr.inri  (9)  . 

3.4.  n.  Una  quantità,  che  può  dividersi  senza  re- 
sto per  un'altra,  è ìnultipla  di  questa;  cioè  dupla  ^ 
tripla  ec.  se  il  quoziente  02,3  ec.  ; e questa  è sum- 
muUipla  o aliquota  della  prima,  cioè  suddupuif  siU- 
fripla  ee-  se  entra  nella  prima  2,3  ec.  volte.  Cosilo 
è duplo  di  5;  18  è triplo  di  6;  8 è multiplo  di  4 e di. 
2 ; ogni  numero  è multiplo  d’  i ec.  : all’  incontro  2 è 
summultiplo  di  tutti  i numeri  pari;  5 lo  è di  tutti  i 
numeri  terminati  in  5 o in  o ec-  Ma  la  quantità  eh* 
divisa  per  un  altra , lascia  un  resto , dicesi  prima  a 
quest’  altra,  e ambedue  si  chiaman  prime  tra  loro:  co- 
si 8 e 5,14  e 3 son  primi  tra  loro.  Per  resto  s’ in- 
tende in  generale  ogni  numero  che  tolto  dal  dividen- 
do , rende  e.«atta  la  divisione  ; onde  il  resto  può  au- 
mentarsi a piacere  o diminuir.si  d’  un  multiplo  qualun- 

gue  del  divisore  : co.«ì  il  resto  di  — è»  a , ed  è anche 
^ 3 

2 r±  3 » 2 r^-  O , 2 nt  9 CC. 

36.  III.  La  formula  d»i  multipli  d’  un  numero  n è mn , 
preso  successivamente  wirr  i ,2,3  ec.  : così  se  n~2,  i mul- 
tipli di  2 o i numeri  pari  si'  esprimeranno  con  2m  , onde  la 
formula  degli  impari  sarà,  im  ± 1.  Se  ec. , i mul- 

tipli di  3,  di  4,  di  5 ec.  saranno  3^1, 4/71, ec.  Quindi  o- 
gni  numero  intero  è compreso  da  una  delle  due  formule 
2:/t,2m-+  I o — I ; e secondo  roccorrenrc,  si  esptl- 
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me  put  con  3;n,3m±  i ; con  4m,4m±  I,4w“t2;  con5nt, 
5w2  ± I , 5;n  ± 2 ; con  Om , ± 2 per  i pari , e 6m  dt  i , 

òwi±3  per  gl’ impari,  d’onde  si  ha  che  6m  ± 3 essendo 
■multiplo  di  3 5 i numeri  primi , fuorché  2 , 3 ^on  della 

forma  6m  ± I : così  possono  aversi  altre  formule . Ma  ecco 
alcuni  utili  teoremi,  da  dimostrarsi  in  parte  con  ques'ti  prln- 
cipj,  ed  in  parte  con  la  formula  del  Binohilo:  1°.  la  som- 
ma , la  differenza  e il  prodotto  di  due  numeri  pari , son  pa- 
ri : 2°.  la  somma  e la  differenza  d’ un  pari  c d’  un  impari , 
sono  impari  : 3‘’i  il  prodotto  d'  un  pari  per  un  impari , è pa- 
ri : 4°.  perciò  a{a  — I ) è sempre  pari  : 5®.  la  somma  e la  dif- 
ferenza di  due  impari,  soi»  pari:  6°.  il  prodotto  di  due  im- 
pari, è impari:  7°.  se  a non  sia  multiplo  di  3 , lo  sara2a*-M: 
perciò  a ( 2a*  -4- 1 ) è sempre  multiplo  di  3 ^ 9°-  se  a ± ò 
sia  multiplo  dì  p , i resti  di  a e di  ò , divisi  per  p , saranno 
zero';  onde  non  curati  i multipli  di  , sara  a rt  b~o  ed 
a = :p  b:  Io°.  se  p sia  numero  primo,  (a-t-ò/  — — Lf 

«arìi  multiplo  dip:  11°.  perciò  lo  sarò,  anche  — c:  12°.  e 

lo  sarà,  puf  ^ — I se  c non  lo  sia , ed  anche  ^ — 

se  c,d  non  lo  sieno:  13°.  se  supposti  a,b,c  ec.  nu- 
meri interi  dati,  il  polinomio  ax"-i-bx^  ^-^cx'^  "'-4-...-+» 

sia  multiplo  di  D quando  »nF,F',F"  ec. , lo  .sarà  anche 
quando  .v  ~ F ± wjD  , F'  ± nD  , F'''  ±pD  ec. , supposti  m , n ,p  e<^ 
numeri  interi:  14°.  onde  i valori  di  x indipendenti  tra  loro 
cd  atti  a rendere  il  polinomio  ax"  ec.  multiplo  di  D , soii 

D D 

tutti  compresi  tra e -i . 

■ 2 2 

37.  IV-  Ogni  numero  intero  non  multiplo  di  al- 
tro intero  maggior  dell’  unita,  si  chiama  numero  pri- 
mo . Onde  un  numero  primo  non  potendo  finire  i^ 
0,3, 4, 5, 6, 8 perche  i numeri  così  terminati  son  di- 
visibili per  3 o per  5 (35) , finirà  in  1,3,7,9-80  que- 
sto principio  è costruita  la  Tavola  dei  numeri  primi  fi- 
no a loooòo,  che  è al  fin  di  quest’  Opera.  I numeri 
vi  son  di.«posti  sotto  la  lettera  N purché  1’  ultime  due 
cifre  si  cerchino  nella  prima  o ultima  fila  orizzontale  *. 
così  per  sapeue  se  85577  è numero  primo,  cerco  855 
sotto  N,  e 77  in  alto  o in  basso,  e poiché  dirimpet- 
to a 855  e sotto  77  trovo  un  pqnto,  il  numero  è pri- 
mo. Se  nel  inodo  9;9?3,;,VJv^rò  j’,  il  eh* 
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significa  che  3 è il  minimo  divisore  o elemento  di  979°3  • 
(irvido  infatti  per '3,  ed  ho  3*2661  che  cerco  parimen- 
te nella  Tavola  ; trovo  3 , per  cui  pur  divido  , ed  ot- 
iem;o  10884  sotto  cui  trovo  3;  divido , e viene  3629 
sotto  cui  trovo  19 i divido,  e viene  1 91,  sotto  cui  tro- 
vo un  punto,  onde  191  è numero  primo;  perciò  gli 
dementi  di  97983  sono  3x3x3x19x191,  dai  quali 
poi  si  ricavano  i divisori  del  numero , sol  che  dispo- 


A 

I. 

3* 
' 3- 

3- 

19. 

191- 


Divisori  di 

9:983 


5"* 

57' 


i:i*  513* 

1:19*  515:* 

^629.  10887. 32661. 

9:983* 


sti  gli  elementi  come  qui 
di  faccia  nella  colonna  A , 
si  moltiplichi  ciascun  e- 
lemento  inferiore  per  tut- 
ti i numeri  superiori,  la- 
sciando i già.  scritti  una 
tolta  • Quindi  i divisori 
di  97983  come  qui 
si  vede , dei  quali  pren- 
dendo il  primo  e 1'  ulti- 
mo , il  secondo  e il  penultimo  ec.  ordinatamente , si 
hanno  a 2 a 2 \ Jdttori  di  97983,  cioè  1X979^,3X 
32661,9x10887, 19x5157,27x3629,57x1719,171^ 
6:3’  *9*  ><513* 

38.  II  metodo  stesso 
vale  anche  per  le  quanti- 
tà algebriche  , e si  han- 
no qui  di  faccia  gii  cle- 
menti e i divisori  di  3a6* 

— 6a*c . 

39.  Sia  ora  il  dividendo  un  numero  composto  e il 
divisore  un  numero  semplice:  1°.  cerco  quante  volte 
il  divisore  sta  nella  prima  cijra  sinistra  del  dividendo 
( poiché  così  si  fa  sempre  la  divisione  ) : 2“.  scrivo  il 
quoziente  sotto  alla  corrispondente  cifra  del  dividendo  : 
3“.  cangio  in  diecine  ì! avanzo,  se  vi  è,  l’unisco  alla  ci- 
fra seguente  , e replico  V operazioni  finche  sian  divise 
tutte  le  c[f!e  del  dividendo . Cosi  per  divi-  ^ 

dere  7953  per  3,  scrivo  il  divisore  a sini- 
stia  e poi  dico;  in  7 quante  tolte  entra  U - 6* 


I ; Divisori  di 

3 } aaò*  — 6a*c 

a-,  2a; 

— 3ac  *,  2^*  — 6ac  ; 

ab^  — 3a*c  \ 'ìab^  — óa*c. 
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3?  2 volte  ; scrìvo  s sotto  ii  7 : unisco  T avanzo  l 
cangiato  in  io,  ài  9 seguente,  onde  ho  19  , e dico: 
in  19  quante  volte  il  3 ? 6 volte;  scrivo  6 sotto  il  9, 
c il  resto  I unito  al  5 seguente  fa  15  : quindi  trovo 
5 e poi  I per  quozienti  senza  resto;  onde  3 entra 
2651  volte  in  7953 

40.  Osservazioni . I.  Si  comincia  la  divisione  a si- 
nistra affinchè  i resti  delle  prime  cifre  possano  unirsi 
alle  seguenti  ; cominciando  a destra , bisognerebbe  spes» 
so  tornare  indietro . II.  Se  la  prima  cifra  tlel  dividen- 
do è più  piccola  del  divisore , sì  dividon  .subito  le  pri- 
me due.  in.  Quando  fatta  una  divisione  non  vi  è re- 
sto e la  cifra  seguente  è più  piccola  del  divisore , si 
mette  zero  nel  quoziente  e la  cifra  avanzata  si  unisce 
al  solito  con  la  .seguente  se  vi  è;  lo  zero  nel  quo- 
ziente conserva  il  valor  respettivo  dell’  altre  cifre.  IV. 
Bisogna  ricominciar  la  divisione  e farla  meglio , quan- 
do il  resto  che  sempre  dee  esser  più  piccolo  del  divi- 
sore , lo  eguaglia  o lo  supera . V.  Non  si  può  mai  met- 
ter più  di  9 nel  quoziente , perchè  la  nostra  Aritme- 
tica è decimale  (6). 

‘41.  Infine  se  il  dividendo  e il  divisore  son  nume- 
ri composti , se  per  esempio  ho  da  dividere  I474"5 
per  362,  scrìvo  questi  due  numeri  co- 
me  sopra; poi  dico:  le  tre  prime  cifre  14^  ‘ 

, del  divìdendo  non  contengono  le  tre  del 
divi.sore , astraendo  dal  valor  relativo  di 
147  (");  dunque  prendo  le  prime  quat- 
tro 1474,  e dico:  il  3 in  14  entra  4 vol- 
te e resta  2 , che  col  seguente  "7  dà.  23  , e il  6 ( se- 
conda cifra  del  divisore  ) entra  pur  4 volte  in  22  u 
resta  3 , che  col  seguente  4 dà  34  , in  cui  1’  ultima 
cifra  2 del  divisore  entra  pur  4 volte;  scrivo  dunque 
4 nel  quoziente , che  si  pone  lungo  una  linea  condot- 
ta sul  dividendo  . Moltiplico  il  divisore  362  per  il  quo- 
ziente trovato  4,  e sottraggo  a mente  il  prodotto  dal 
dividendo  1474  dicendo:  4x2  = 8,  c andando  a 14 
( 1 8)  resta  6 che  scrivo  sotto  , e porto  i ; 4x6  = 24,-*' 


362-14:4:5 

26:5 

141 
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1—25»  ® andando  a 2^  resta  2,  che  scrivo  accanto 
a 6,  e porto  2;3X4=  i2,-i-2=^  14,  e andando  a 14 
resta  o. 

Accanto  al  resto  26  abbasso  la  quinta  cifra  2 
segno  con  un  punto  per  riconoscere  di  mano  in  mano 
ove  io ‘sono,  e ho  da  dividere  263  per  362,  il  che 
non  essendo  possibile,  scrivo  o nel  quoziente  (40),  ed 
abbassata  V ultima  cifra  5 , ho  da  dividere  26^5  per 
362 . Dico  dunque  : il  3 in  26  entra  8 volte  e resta 
2 , che  col  seguente  7 dà  27  ; ma  il  6 in  27  non  en- 
tra 8 volte;  torno  dunque  daccapo  e dico:  il  3 in  26 
entra  7 volte  e resta  5 , che  col  seguente  7 dà  57 , 
e il  6 in  57  entra  pur  7 volte  e avanza  15  , che  col 
segueivte  5 dà  155,  in  cui  entra  pur  7 volte  l’ultima 
cifra  2 del  divisore  ; scrivo  dunque  7 nel  quoziente  , é 
per  7 moltiplico  il  divisore  362  dicendo;  2x7  = 14,  e 
adulando  a 15  (18)  resta  i che  scrivo  sotto  e porto  i ; 
6 X 7 = 42 , -h  I =43  e andando  a 47 , resta  4 che  scri- 
vo accanto  aie  porto  4;  3X7=:2i,-r4  = 25  e an- 
dando a 2Ó,  resta  i che  scrivo  accanto  a 41,  e il  quo- 
ziente completo  è 407  ^ • 

• 42.  Za  riprova  si  Ja  aggiungéndo  il  resto  al  pro- 
dotto del  divisore  per  il  quoziente:  la  lor  somma  dee  u- 
guagliare  il  dividendo . Poiché  se  362  è contenuto  407 
volte  in  147475  col  resto  141  (41),  bisogna  che  362X 
407 -+- 1 41  = 147475  (33).  Quindi  la  divisione  è l'ope- 
razione inversa  della  moltiplicazione,  e queste  due  rego- 
le si  servono  scambievolmente  di  riprova . 

43.  Si  fa  anche  la  riprova  sopprimendo  i 9 con- 
tenuti i'’.  nel  divisore , 2°.  nel  quoziente,  3°.  nel  prodot- 
to dei  loro  resti,  4°.  nel  dividendo,  e i due  ultimi  re- 
si i debbono  essere  eguali  come  nella  moltiplicazione  (27) , 
3Ia  se  la  divisione  ha  un  resto  , bisogna  sommarlo  col 
prodotto  dei  resti  del  divisore  e del  quoziente , e to- 
glier dalla  somma  i 9;  così  il  re.-to  del  divisor  362  e 
del  quoaient*  407  è 2 ; il  loro  prodotto  ò 4 , che  col 
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resto  141  dh,  145;  tolto  il  9,  rosta  i cRe  rc«  ^ ( i 

stando  anche  dal  dividendo  1 4~4”5  » mostra  e- 

satta  r operazione  . ^ I * 

44.  Osservazioni . I.  Se  il  dividendo  e il  divisore  fini- 
scono in  zeri,  nc  tolgo  ad  ambedue  lo  stesso  numero:  cosi 

(49)rri66— . IL  Se  il  solo  divisore  finiscf 

in  zeri , separo  'alla  fine  del  dividendo  un  egual  numero  di 
cifre,  divido  le  rimanenti  di  questo  per  le  rimanenti  di  quel- 
lo, congiungo  il  resto,  se  vi  è,  alle  cifre  separate,  c ne  fo 


un  rotto:  così  (49):=66 (52).  III. 

Il  quoziente  ha  tante  cifre  quanti  sono  i punti  sotto  il  di- 
videndo; onde  fin  dal  principio  della  divisione  si  sa  quante 
cifre  avra  il  quoziente.  IV.  Preso  a caso  un  dividendo  D ed 
un  divisore  d , si  può  scommettere  d — ‘ i contro  l che  In 
divisione  non  sara.  senza  resto.  V.  Se  diviso  un  numero  u 


per  d e per  d',  si  abbiano  i quoz-ienti  > sarìi 
d'±d‘  ■ .. 


n 

dd' 


DEI  RO.TTI 


Natura  dei  Rotti  in  generale;  loro  valore  e lor9 
paragone . 


45-  -Li  intero  diviso  in  parti  eguali , si  riproduce 
dalla  lor  riunione  ; .se  dunque  se  ne  lasci  qualche  parte , 
egli  sarà  un  Rotto  o una  Frazione  • 

46.  L’  idea  di  frazione  comprende  perciò  il  nu- 
mero e la  specie  delle  parti  eguali  in  cui  fii  diviso  l’ in- 


tero ; così  ~ ( che  si  pronunzia  4 diviso  per  5 o ^quattro 
S 


quinti  ) esprimono  4 parti  delle  5 eguali,  in  cui  l’inte- 
ro fu  àviso  : il  numero  superiore  4 le  numera  e si  chia- 
ma Numeratore , l’ inferiore  5 le  nomina  e dicesi  Deno- 
inincstore  : ambedue  sono  i Termini  del  rotto . 

4".  Un  rotto  è proprio , apparente  o.  improprio  se-* 
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condo  die  il  nujiicratore  ò minore , eguale  o maggior# 
del  denominatore:  cosi  son  proprj , perchè  soa 

meno  di  tutte  le  parti  dell’  intero  o dell’  unita  ; = 

I — ii  ec.  (33)  sono  apparenti , perchè  son  tutte  le  par- 


tì  dcll’nnith; - = 3.  ^ = sono  improprj^ 


perchè  son  più  di  tutte  le  parti  dell’  unità . 

48!  Di  due  rotti  con  lo  stesso  numeratore,  quello 

Che  ha  un  minor  denominatore  è più  grande;  così  — e più 

d’i-;  con  lo  stesso  denominatore  » quello  è più  grande  che 
4 

. • V 3 •'  * 

ha  un  maggior  numeratore;  cosi  — son  piti  Q — • 

3 o ^ ^ 

49.  Il  valor  di  un  rotto  non  si  altera  o si  moltipli- 
chino o si  dividano  i suoi  termini  per  un  medesimo  nu- 
mero- Infatti  dividendo  2 .3  per  2 , e 2 - 3. 5 per  2.5» 

ei  ha  sempre  il  quoziente  3 (32);  dunque  — — TyT* 

moltiplicando  o dividendo  ì due  termini  per  5 - 

^ 50.  Onde  vi  è un  infinità  di  rotti  delio  stesso  valo- 
re benché  espressi  in  termini  di  fferenti  ; così  ^ ^ — 

, ove  i due  termini  del  primo  son  divisi  per  2 , quei 

12  2 

del  secondo  per  3,  e quei  del  terzo  per  6,  che  han. 
'dato—,  visibilmente  eguale  ai  precedenti,  e cht  si  ha 
subito,,  dividendo  i termini  del  primo  per  36 . 

Operazioni  preliminari  sui  Rotti. 

I 

51.  Tra^Jormar  gli  interi  in  rotti  . Si  dà  a un  in- 
tero, la  forma  di  rotto  i°.  col  dargli  i per  denominatore  t 

così 
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così  6 è Y»  8 = y ec.  : 2”.  col  moltiplicarlo  per  un' 
dato  clenominatore  : così  per  ridùr  6 al  denominatore  2 > 

. 6 4“’ 

si  scrive  — = — = 6 (49) . Per  ridujre  a un  sol  rot- 
"2  ? 

to  un  intero  con  rotto,  si  moltiplica  l’intero  per  il  de- 
nominatore del  rotto , si  aggiunge  il  numeratore  al  pro- 
dotto, e della  somma  si  fa  il  numerator  del  rotto  cer- 

cato  ; così  6 — ==■  — , e a — =3:  — . 

' - 4 4 ’ «5  23  33 

52.  Ridiir  più  rotti  allo  stesso  denominatore . Mol- 
tiplico i termini  di  ciascun  rotto'  per  i denominatori 
di  tutti  gli  altri , e i nuovi  rotti  hanno  il  valor  di  jni- 
ma  e un  denominator  comvme  (49):  così  per  ridur- 

re  — o — allo  stesso  denominatore , moltiplico  per  4 
5 4* 

^ I . ^ 

tutto  il  rotto  > e per  5 tutto  il  rotto  — , ed  ho 
- - - 5 * 4 

A I i 

— e — . Del  pari  per  ridurre  i rotti  molti- 

ao  ao  . f ^ •'  0 .2  4. , 

plico  per  ■'2. 4. il  rotto  per  3.4  il  rotto  ~ , per  3 . ^ 

-1  ^ 3 é6  60  63  ....  V 

j1  rotto-i.  ed  ho  • ■ ■ ■ • 

5^3.  Moltiplicando  i termini  di  ciascun  rotto  per  ciascun 
numercitor  degli  altri,  si  ridurrebbtro  allo  stesso  numeratore: 

X 2 5 3 ...  '30  30  30  . ■ " ' 

•OSI  — , — .SI  riducono  a . 

■37  4 45  42  40 

54;  Ridurre  un  rotto  alla  più  semplice  espressione . 
Se  il  numeratore  è più'  grande  del  denominatore , si 

divida  quello,  per  questo  (33)  i così  -^  = 35  — si  ridu- 

ce  a 2 — - "Quindi  se  posson  dividersi  senza  resto , per . 

uno. stesso  numero  i termini  del  rotto , egli  diverrà  più 
semplice  senza  cangiar  valore  (49)-  Serve  a que.sto  la 

• M ■ • CI 

Tavola'. dei  numeri  primi  (3^)1  poiché  dato  un  rotto 

G 
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cercoincssaglielementidipi^'j . I3>edi294— 2.3.7.^ , 


onde  — •= — — = — , rotto  più  semplice  del  dato . 

2^4  23.7.7  42  . s , , • J-  . 

. <5.  si  fa  anche  uso  di  certe  proprietà  de  numeri  di  cui 

ecco  le  principali.  I.  Ogni  numero  pari  è divisibile  per  3: 

coy)  ~ , dividendo  quattro  volte  per  3.  U.  Ogni  nume- 


43 


20 


IO  che  finisce  in  o è divisibile  per  3 c per  5 (8);  così  — — . 

— Ili  Ogni  numero  che  finisce  in  5 è divisibile  per  5 
9 ■ 

(8);  così  — zr  — . IV.  Ogni  numero  tale  che  la  somma  delle 

sue  cifre  sia  un  multiplo  di  3»  ^ divisibile  per  3 (8)5  così 

— se  di  più  il  numero  divisibile  per  3 è pari, 

3^1  I 17  39  ^ 

pnò  dividersi  per  6:  e può  dividersi  per  9 se  la  somma  delle 
bue  cifre  è multipla  di  9 (28).  V.  Ogni  numero  è divisibile 

per  2"  se  lo  sono  le  sue  n ultime  co^i^=^,e  — = 

— (8).  VI.  Ogni  numero  è divisibile  per  n se  le  somme 

08  ' 

^ 32^6  296 

delle  sue  cifre  alternative sleno  eguali;  così  — "ÌtJTU  ( ^)* 

467087  42317 

56.  Ma  in  generale  sì  riduce  un  rotto  alla  più 
semplice  e^<pressione  col  dividerne  i termini  pei-  il  loro 
massimo  cornuti  divisore . Per  averlo , divido  il  mag- 
gior termine  per  il  minore,  e se  nulla  avanza,  il  mi- 
nore è il  divisor  cercato  : se  vi  è un  resto , divido  per 

esso  il  minor  termine , e se  nulla  avanza , il  re«to  è il 
divi  sor  cercato:  con  un  nuovo  resto  , ripeto  la  divisio- 
ne , e proseguo  finché  avanzi  zero  ; il  resto  che  precede 
zero  , è il  massimo  comun  divisore  : perciò  se  T- ultimo 
resto  è I , il  rotto  è irriducibile  o i suoi  termini  gou 
primi  tra  loro . Così  per  ridurre  ^ ^ ' •' 

01  ■* 

1°.  divìdo  294  per  91  ed  ho  3 B = 91-3=^^ 

. - j-  ■ E.'  = 2i...4=p' 

di  quoziente  e 21  di  primo  resto  : j^//  ^ f/ 

2°.  divido  91  per  3T , e vien  4 di  «'■"IZ  ^ ^ ^ 

quoziente  e z ùi  secondo  resto  ; 3°. 

t 
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divido  2t  per  7,  e ho  3 di  quoziente  e zero  di  resto: 


CI 


13 


42 


(54)  • 


perciò  7 è il^  massimo  comun  divisore , e ~ 

g 

57.  Infatti  6e  il  rotto  è — , l’ operazione  prescritta  dk  l’ e 

quazioni  qui  poste  di  faccia,  o-  , „ 

A " p li  — (-K 

B z=  p'  ir  H-ii" 

R' 


p"ii"  H-ir" 


ve  k,  benché  senza  le  parentesi, 

Sara  in  avvenire  un  numero  d’a- 
pici (ili).  Perciò  se  divisa  A per 
B , si  abbia  p senza  resto , sarà 
R'=:  o , A =pB  e B il  comun  di- 
' visore  di  B , A : se  siavi  un  resto 
R',  e diviso  B per  II',  venga  p'  senza  resto,  sark  R"n:o  , 
B r:p'R',onde  A (pp'-h  I ) R',  ed  R'  il  comun  divisore:  trovan- 

dosi un  nuovo  resto  R",  se  divisa  R'  per  R"  si  abbia  p"  sen- 
za resto,  sarà.  R'"=ro,  R'rrp"  R"  , Bra (p'p" 1 ) R,  perciò 
A = (p"(pp'-4- 1 )^'p)R",  ed  R"il  comun  divisore  ec. 

V B o 

58.  Onde  se  nel  dato  rotto  sia  B = o,  verta  ^ — ^ ^ 

0 * 

— e potrà  farsi  B = o , A = i ; e se  divisa  A pet  B , venga  p 

1 

senza  resto , sarà  A— pB,  — c potrà  farsi  B n i , A ~ p . 

Unendo  questi  valori  di  B,A  a quelli  trovati  di  sopra  quan- 
do R"~o  — R'"  ec. , si  avranno  le  successive  equazioni  B~o, 
' A = i ;.B  I ,A—p\ Brzp'R',  A = (pp'-l- 1 )R'ec. , in  cui 

g 

se  r ultima  R sia  1 e quindi  il  rotto  irriducibile  (56) , chia- 

A 

matiM',M"....M^"^*  i valori  di  B,  ed  NSK' .••• 
quelli  di  A , si  avranno  le  seguenti  equazioni  : 


M —0  i 

fN  =l 

M' ZZI  ' 

kN'=p 

M"=p'M'H-M 

;n"=p'N'-+n 

59.  Quindi  1’  equazione  AzzpB  -4-  R'(52)>  postivi  suc- 

B — R" 

cessivamente  i valori  o di  R'  =: , — , R*'  — ....... 

P 

ec.,  o di  B=p'R'h-R",R'^p"R"h-  R"' ec 
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f fiWtiruitl  Tvl  ed  N,  divitne  in  generale  I . A 
± R* 

— , preso  il  H-  se  gli  apici  k sono  impari:  II*.  A = 


1 


6o.  Pcrtiò  1°.  egu.-igliati  i valori  di  A , e col  mcroJ< 


dcllalP-fattoErrM**^ 


•M  R , viene  M N . - 


M N 


...  . . M*  M*-*-' 

I , cioè  1 rotti  consecutivi  — r r- — : ec.  mol- 

N*  N*H-‘ 

tipllcati  in  croce,  differiscono  di  d:  l , e son  tutti  irriducibili, 

. . k k~^  I 

non  avendo  — j^comun  di  visore,  quando  non  lo  ha  M 'N  — 

o M*  B _ R*  . . . M* 

M N : 2 . poiché  la  P.  ci  da  ^ ± rj-rj-, , i rotti  -xtù 

jj  N*  A AN*  N* 

che  diffcriscon  dal  dato  — ora  in  -+  cd  ora  in  — , sono  a 

A 

vicenda  minori  c maggiori  del  dato,  e sempre  più  vi  si  ac- 

, , r-  . . R*  B . 

co.stano  , attese  le  differenze  sempre  minori  +;  ji^^k  ^ 

— ^ , nelle  quali  N o cresce  o non  scema,  ed  R scema  sempre 

fino  aH’iiltinTo  resto  ± R(*l  — ± i : 3°.  con  questo  resto  si  ha 
dalla  P.  BNt*>,~  I , cioè  il  prodotto  di  B per  V ulti- 

fna  N ,0  per  N^”'*  è tiri  multiplo  M,*)  di  A , — ovx’ero-i-  I , secon- 
do clic  7.  o il  rìtimero  dd  quozienti  p ,p'  ec.  è impari  o pari. 

61.  Anche  il  radicale  quadratico  ove  / non  è qira- 

drato  , si  tratta  . 

A V,i4 

B i 5"P 



B 1 (V34-1-5) 

II' (\/.34  5)(\/34~h5)  — p...i— 'j/ 
R'9(V34-^-4) 

R"(\/34— 4)(\/34-<-4)=i8...  4=r'* 


•1  ^ 

come  il  rotto  — : 

A 

se  ne  veda  un 
esempio  qui  di 

faccia  in  — — 

V34 

Divido  A per  B , 
e poiché  A m 
fi  -I-  un  rotto  , ho 

A— pB=;^/34  — 
5 . Ora  per  divi- 
dere secondo  la 
regola  B ~ l per 

R ' UT  y^34  5 > 

molbplico  i due 


*^^'2(.^/34-f-4) 

R/(V34-4J(v'34-+-4)  = i8...i=p'" 
R"'9(\/34-+.5) 

R'"' ( V34 -- 5 ) ( V34 5 ) = 9 - 1 0 = 
RV34-5 

ec.  ec.  ec. 
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«fermini  per  v^34  -+5  > con  che  B diviene^34H-  5 ea  R'  JIffcttÉ 
ta  9:  fatta  la  divisione,  ho  p' rr  i ed  R"  = ^^34  — 4,  Così 
può  proseguirsi  ad  arbitrio  ; e con  questa  operazione  si  forma 
la  Tavola  che  daremo  altrove  (364),  e si  dimostrano  le  singo« 
lavi  proprietà  dei  numeri  che  la  compongono,  quella  spe- 
cialmente , di  procedere  in  periodo  simmetrico  : ma  basti  -a- 
Tcrlo  accennato. 


Somma  e Sottrazione  dei  Rotti  • 


62.  Per  sommare  o sottrarre  ' i rotti  gli  riduco  al- 
lo stesio  denominatore  (^-2),  che  scrivo  sotto' la  somma 

o differenza  dei  numeratori:  così  riduco  — rt  ■— ( il à 

. 33' 

per  la  somma , il  - per  la  sottrazione  ) a , ed  ho 

la  somma  ~ o la  differenza  ^ . Se  vi  sono  interi  con 

O 6 

• I I 0 

rotti , riduco  tutto  a rotto  (51) : così  4— =ts— — ri 

332 

— , e la  somma  ò'(S  -4,  la  differenza  2-r- 

30  o • ■ 


Moltiplicazione  dei  Rotti. 

63.  Se  un  rotto  ^ debba  moltiplicarsi  per  un  in- 
tero 5 , dovrà  prendersi  cinque  volte  ( 20  ) , il  che  dà 

; dunque  se  l’ intero  5 si  riduca  ad  un  rotto  qua- 

Imique  j (50  » si  avrà  sempre  ^ = ^ = 

2.15 

= — "j  cioè  per  moltiplicare  i rotti  ^ sotto  il  prodotto 
^0-3 

dei  numeratori  scrivo  quello  dei  denominatori. 

64.  Onde  i".  il  prodotto  di  due  rotti  proprjf  come 

5 3 \ 

Y ® "4  ’ ® ^^wore  di  ciascui}  fattore  ; poiché  moltiplica** 
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do  — per  1 » si  avrebbe  appunto  ^ ; dunque  moltiplican- 
1 » 

<lo  per  ~ , cioè  per  meno  di  f , dee  aversi  meno  eli 

js".  per  avere  un  rotto  d’ interi,  basta  moltiplicar  tra 

loro  al  solito  il  rotto  e gl’  interi  -,  così  volendo  — di  i o 

6Ì  fa  — . 10  = — , perchè  una  settima  parte  di  io  è 
Z 4 

— (33)»  onde  tre  settime  son  3°.  per  avere  un  roC- 

^ I 

to  di  rotto , come  A di  — , il  rotto  ~ fa  figura  d’ un  in- 
5 7 7 ^ 

tero  A:  ma  A di  A = Ax A;  dunque  A di  A— 

5 5 5 • 7 5-7 

-- . Perciò  A di  A ='A  di  A . 

35  5 7 7 5 

65-  Se  i fattori  sieno  interi  con  rotti , gli  riduco  ad 

un  sol  rotto  (51):  così  3 A A — 

^93  9 3 37 

OssEiiv AZIONI . I.  Se  un  rotto  dee  moltiplicarsi  per  un  mul- 
tiplo o sunimultiplo  del  denominatore  , si  riduce  prima  di  mol- 

S *1  . . . ■ 

tlplicare:  così  ^ . 3:=-^  (5°)  • Se  debban  moltiplicarsi  più 

rotti,  si  cancellin  prima,  se  vi  sono,  i numeri  comuni  ai  ter- 
mini del  prodotto:  così  — -A.A.A  — A — A 

346563 


Divisione  dei  Rotti.  . 


• 66.  Se  ì due  termini  d' un  dividendo  ^ sieno  respetti- 

vamente  multipli  dei  due  d’  un  divisore  — > divisi  i nu- 

' 3 

meiatori  8,2  e i denominatori  15,3,51  avrà  il  quo- 
ziente y.(33^  . V, 
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6“.  Ora  i due  termini  di  qualunque'  dividendo  ~ 

- ‘ 5 

posson  sempre  rendersi  multipli  dei  du?è  di  qualunque 
diviàor  -?■  ; poicliò  (49)  -i  ; • 3 onde  ( 5(5  ) il 

■ s ^2-4  ' 14  . 

quoziente  saia  — = — , cioè  per  divìdere  i rotti  t rovescio 

2 termini  del  divisore , e moltiplico  tra  loro  i due  rodi 

al  solito  (63).  ' ’ • • ' : 

6%.  Tl  quoziente  di  — divisi  per  un  -rotto  proprio 
5 ' ■ . 

45  » W * * 

, è ìhaggiore  del  dividendo  : poiché  divisi  — per  i , si 
4 . • ■ 5 ‘ 

ha—;  dunque  divisi  per  — cioè  per  meno  di  r d«c 

^ 1 M..7 . 

aversi  più  di (48). 

V , . • „ 2 , r'  I j 

69.  Se  i numeri  sieno  interi' con' rotti , ' gH  riduco 

in  un  sol  rotto;  così  ; a— = — : — = ^. 

^3  3^33  l6<-  • 

^o.  Osservazioni.  I.  Se  i rotti  hanno  lo  stesso  denomina- 

tote , il  quoziente  sono  i due  numeratori  : così  — ; r:  A- . II. 

. - . . • V ‘ ' 5-  5 fi 

Se  1 termlm  del  dividendo  son  multipli  o suramultipli'dt  quelli - 


del  divisore , si  riduce  prima  di  dividere  : 'così 


ip  7 19 


. c ' 


Frazioni  0 Rotti  Decimali . 


I 


I 

il.  • 


71.  JL  Rotti  decimali  hanno  per  denomiiiatór  l’-u- 

nità  con  uno  o più  zeri:  tali  .sono  i rotti  — , — > ~— 

^ ' IO  100  loop 

ec. , e in  questa  forma  son  soggetti  al  calcolo  degli  altri 

rotti  . Ma  alcune  regole  particolari  ei  danne  pèr  questi*. 

un  compendio . 

23.  Ogni  cifra  alla  destra  d’  un’  altra , le  da  un  va- 
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lor  decuplo  (6):  così  per  scrìver  3 diecine,  si  pone  o 
alla  destra  di  3 e si  scrive  30  j dunque  per  scriver  3 
decimi , basta  por  3 alla*  destra  di  o , e scrivere  03 . 
Si  è però  convenuto  di  separar  gl’interi  dai  decimi  con 

una  virgola , e in  vece  di  scriver  — , si  scrive  o , 3 j così 

O ' fO  ^ 


©)2=  — ; 0,7=-!,  ecw 

IO  IO 

73.  Dunque  del  pari  come  per  scrivere  cinque- 
cento si  fa  500,  così  per  scrivere  cinque  centesimi  si 
feo,o5  eo.  In  generale  si  scrive  il  numeratore  come 
gli  interi , e il  denominator  sott’  inteso  è 1’  unita  con 
tanti*  zeri  quante  son  cifre  a destra  della  virgola. 

74.  Da  ciò  si  rileva‘che  12,9654  è un’  espression 

compendiosa  di  a -4-  — -+•  — — n —rz  che  può  ri- 
^ IO  100  1000  10000  * 


dursi  a a -4-  (52),  o a — (51) 

joooo  ’ 10000  '4*  ^ 


Somma'y  Sottrazione  y Moltiplicazione  e Divisione 
dei  Rotti  Decimali . 

7S*  Per  sommare  o sottrarre  i decimali , scrivo  i 
numeri  l’un  sotto  1’ 
altro.,  osservando  che  4852, 

le  virgole  «ieno  nella  4>°°Z45  6,00435 

stessa  colonna:  poi  0,0049  0,11 

gli  sommo  o gli  sot-  gom.  4856,80335  Diff.  5,83435 

traggo  al  solito , e 

scrivo  la  virgola'  sotto  1’  altre . 

76.  La  moltiplicazione  dei  decimali  si  fa  al  solito 
senza  curar  le  virgole  : ma  quanti  decimali  sono  nei  fat- 
tori y tante  cifre  a destra  si  separano  nel  prodotto , in  cui 
se  non  ne  àeno  abbastanza,  sì  supplisce  a sinistra  con 
degli  zeri,  come  nel  quarto  esempio  seguente.  La  ri- 
prova si  fa  al  solito. 

• le'  ' . 43’Z 


Digilized  by  Google 


X 25  X 


4S>7 

»»454« 

4,12 

ar,32 

0,053 

3.7 

•,000103 

i3ir 

73626 

2884 

6396 

437  : 

122710 

1236 

2132 

5<58,i 

0,1300726 

15.244 

0,00219596 

Infatti 

4.12x3,7  = 

4J2><3J(  ) ak 

100  IO  ^ ' 

un  prodotto  di 

fnlllesimi  (63)  che  sì  esprimono  con  tre  decimali  ("3), 
quanti  ne  hanno ^i  fattori. 

22-  Si  moltiplica  un  decimale  per  10,100,1000 
cc.  con  tirar  la  virgola  a destra  per  tante  cifre  quanti  so- 
no aeri  nei  moltiplicatore:  così  45,3289  x 100  = . 

4532>89  ....  0,007854  X 10000  = 78,54 . 

78.  Se  i fattori  hanno  molti  decimali  e non  bisogna  un 
risultato  esatto  ( come  se  dovendo  moltiplicar  45,625957  per 
28,635,  mi  basti  un  prodotto  con  tre  decimali)  rovescio  l’or- 
dine dell’^uno  c lo  scrìvo  sotto  1’  altro  facendo  risponder  la 
cifra  delle  sue  unità  sotto  il  decimale  inferior  di  due  gradi 
a quello  a cui  voglio  limitare  il  prodotto , Quin- 
di moltiplico,  e trascuro  nel  moltiplicando  tutte 
le  cifre  a destra  di  quella  per  cui  moltiplico , 
e a misura  che  muto  cifra  nel  moltiplicatore, 
scrivo  la  prima  del  nuovo  prodotto  sotto  la  pri- 
ma del  passato.  Fatta  la  somma  di  questi  pro- 
dotti, sopprimo  le  due  ultime  cifre,  osservan- 
do d’aumentar  d’ un’ unita  l’ultima  che  resta  se 
le  due  soppresse  passan  5°  : dopo  ciò , sepa- 
ro i decimali  che  mi  proposi  d’avere,  c trovo 

1306,499.  ^ ^ 

79.  Se  nel  moltiplicando  non  fossero  tanti  decimali  quan- 
ti dalla  regola  è prescritto,  si  supplirebbe  con  degli  zeri.  E* 
facile  di  rendersi  ragione  delle  differenti  parti  del  metodo, 
che  però  non  ha  luogo  in  due  casi  assai  vari:  1°.  se  gli  in- 
teri uniti  ai  decimali  son  numeri  molto  grandi:  2*.  se  i de- 
cimali son  molti  ed  espressi  con  le  cifre  massime  8,9. 

80.  La  divisione  dei  decimali  si  fa  al  solito,  ma 
^si  separano  nel  quoziente  tante  cijìe  a destra  quanti  de-* 
einudi  ha  il  dividendo  pià  del  divisore . 

D 


45i<535957 

91251914 

36500760 

373:554 

136815 

22810 

130649913 
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2,3115- <5,9345 


)(  )( 
2,6 

3,22^8,445 

2905 

:3 


2.44 


20,074^49,10000 

89520 

92240 

11944 


Inflitti  8,445:3,22: 


844^  522  IV  . J. 

~ - : — da  un  quoziente  di 

1000  ICO  ^ 

decimi  (6") , che  si  esprimono  con  un  decimale , come 

il  dividendo  ne  ha  uno  piò  del  divw'.re. 

81.  Se  il  divisore  ha  piu  decimali  del  dividendo 
( 3".  esemp.  ) gli  si  aggiungono  degli  zeri  che  non  ne 
alterano  il  valore  (■"3)  : e volendo  considerare  i resti  del- 
le divisioni,  si  aggiungono  nuovi  zeri;  così  (2"  esemp.) 
aggiunti  tre  zeri  al  resto  73,  si  ha  il  quoziente  2,6225 
con  un  resto  228  ec. 

82.  Si  divide  un  decimale  per  io,  per  100  ec, 
con  avanzar  la  virgola  di  uno , di  due  gradi  ec-  verso 
la  sinistra  .•  così  124,65 : 100  = f ,:^4^5  • 

83.  Se  i decimali  del  dividendo  32,22:73481  son  troppi, 
gliene  lascio  tanti  più  uno  quanti  ne  voglio  nel  quoziente 
( qui  ne  voglio  tre  );  divido  al  solito,  e distinguo  nel  quo- 
2iente  gl’interi  (80).  Se  vi  è un  resto  (co-  I x 

me  qui  4339  ) continuo  a dividere  (soppres-  l3»44o4 

sa  nel  divisore  1’  ultima  cifra  a destra  ) per  0,351  32,2273 
9,35:  poi  divido  il  nuovo  resto,  soppressa  ^ Al7a2 

un’altra  cifra,  per  9,3:  e così  continuo  fin- 
ché ho  tanti  decimali  più  uno  , quanti  ne 
volli;  sopprimo  quest’uno,  e se  sia  maggior 
di  5,  aggiungo  un’  unita  al  precedente.  IJuì 
si  ha' 3,446. 


4W43 

4339 

S9S> 

41 

5 


Trasformaziom  e utilità  dei  Declinali. 


84.1  rotti  decimali  si  trasformano  in  un’  iafinltà 
d’  altri  dello  stesso  valore  col  solo  aggiungere  uno , due , 
tre  zeri  ec.  alla  destra  del  rotto  (73)-,  e però  0,4=7? 
0,40  = o , 400  = o , 4000  ec, 
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85.  Quindi  posson  sopprimersi  «li  zeri  finali  di  un 
rotto  decimale  senza  alterarne  il  valore  : ma  soppri- 
mendo altre  cii*re , il  valore  scemerebbe  : così  0,683  ® 

0,68  difTeriscono  di . 

I loco 

86.  Per  altro  la  differenza  è tanto  minore  quanto 
più  sou  le  cifre  del  rotto;  così  0,680003  scema  solo  di 

ioow^  soppressa  l’ ultima  cifra  3 ; onde  posson  trascu- 
rarsi dei  decimali  senza  diminuirne  molto  il  valore  . 

87.  Si  corre^L^e  però  almeno  in  parte  1’  errore, 
aggiungendo  un’  unita  all'  ultima  cifra  restante  , se  la 
soppressa  supera  5 . Poiché  5 è una  mezza  unità  dell’ 
ordine  contiguo  a suiistra  ; onde  se  la  cifra  soppressa 
è minor  di  5 , 1’  errore  sarà  men  d’  una  mezza  unità  ; 
se  è 5,  sarà  d’una  mezza  unità  aggiungendo  o non 
aggiungendo  1 ; e se  supera  5,  l'errore  sarà  più  d’u- 
na mezza  unità  non  aggiungendolo. 

88*  Nei  calcoli  orilinarj  spesso  bastano  sei  deci- 
mali , e anche  due  o tre  se  le  circostanze  ncm  esigo- 
no grande  esattezza  ; così  prenderò  senza  error  sensi- 
bile 15,3  per  1553049:  ma  se  15,3  debba  poi  molti- 
plicarsi per  numeri  grandi , come  84"ó , i decimali 
soppressi  produrranno  nn  errore  di  circa  42  interi. 

89.  Di  due  decimali  con  le  stesse  prime  cifre 
quello  è maggiore  che  ha  qualche  cifra  significativa 
di  più:  così  0,763  è maggiore  di  0,76, 

, 90.  E se  le  prime  cifre  non  son  le  stesse , il  più 

grande  è quello  che  le  ha  maggiori:  cosi  0,54  supera 
0,53999,  benché  a questo  secondo  si  aggiungessero 
infinite  cifre  : onde  0,5399  ^ minor  di  o,  54  e maggior  di 
o»S39  (89)  » e 0)5399*i  fi  accosta  più  a 0,54  che  0,5399  • 

91.  Di  qui  la  principale  utilità  dei  decimali  per 
accostarsi  sempre  più  al  valor  rigoroso  che  spesso  non 
può  aversi . Tutte  le  Matematiche  offrono  esempj  di 
queste  approssimazioni  ; eccone  al»uiù  cavati  dall’  A- 
ritmetic-a . 
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92.  Dividendo  142AZS  qao*ieijtc  è 

jl©7  lii  ; ma  la  forma  di  questo  rotto  è incomoda  se 
• 3Ó2’  , 

si  tratti  di  valutarlo . Lo  trasformo  dunque  in  un  al- 
tro del  valore  stesso  o che  vi  si  accosti  quanto  si 
vuole. 

93.  Aggiungo  degli  zeri  al  resto  di  divisione , on- 
de continuarla  ; e poiché  quest’  aggiunta  ingrandisce 
di  IO,  100,  1000  volte  ec.  il  dividendo,  correggo 
r errore  e colloco  i quozienti  tra  i decimi,  centesi- 
mi, millesimi  cc.  Aggiunti  tre  zeri  al  resto  141 , di- 
vido 14 1000  per  362;  scrivo  il  quoziente  389  tra  i 
decimali , e se  tre  mi  bastino , trascuro  il  resto  1 82 . 

Perciò  407  ~ = 40^ , 389  che  differisce  dal  vero  men 
303 

d’  un  millesimo  . 

94.  Così  i rotti  ordinar)  si  trasformano  in  deci- 
mali o eguali  o approssimati  quanto  piace  : per  esem- 
pio , — si  trasforma  in  0,5  esattamente  ; poiché,  ag- 

giunto  uno  zero  al  numeratore  i , si  ha  5 , ónde 


= 0,5  • Ma  i dà  solo  un’  approssimazione  ; pere 


giunti  gli  zeri , il  quoziente  è 3 in  infinito  ; quindi 

-i-  = 0,333  l'Otto  — è nello  stesso  caso  ; messo  in 
3 7 


decimali,  dà  il  periodo  0,14285?  142857  I42857  ec-. 
Onde  ripetendolo,  si  ha  1’ approssimazion  che  si  vuole, 
senza  bisogno  di  calcolo . In  generale  , non  può  esat- 
tamente ridursi  in  decimali  un  rotto  ordinario  se  le 
stesse  cifrp  tornino  con  lo  stess’  ordine  . Il  denomina- 
tore dà  il  limite  più  lontano  del  loro  ritorno;  per  e- 

sempio , il  denominato!'  7 indica  che  riducendo  — in 

decimali , le  cifre  non  posson  ricomparir  nello  stess’  or- 
dine più  tardi  del  settimo  luogo,  e se  ne  troverà  fa- 
cilmente da  ragione  : ma  ritornano  spesso  prima  del 
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luogo  segnato' dal  denominatore,  come  « vede  nel 

I ' 

rotto  — . 

ò 

Altri  Rotti . 


La  specie  dei  rotti  è relativa  all’  unità  di  cui  son 
parte  ; è poiché  le  Scienze , l’ Arti  e la  Società  usano 
diverse  sorte  d’  unità , ecco  i nomi  dei  loro  rotti  più 
comuni  • 

95.  La  Circonferenza  del  Circolo  fu  divisa  in  56© 
parti  eguali  chiamate  Gradi  ( si  preferì  il  numero  360 
ad  ogn’  altro  inferiore  e superiore  , perchè  ha  più  di- 
visori esatti  con  minor  quantità  di  cifre  ) ; onde  il 


grado  è della  sua  circonferenza  : ma  bisognando 

spesso  diverse  parti  del  grado , si  considerò  anche  lui 
come  un’  unità  divisa  in  60  parti  eguali  o Minuti;  on- 
de ogni  minuto  è ^ di  grado  ed  — di  circonfe- 
° 60  ® 21600 


renza:  per  aver  una  misura  ancor  più  precisa,  si  sud- 
divise il  minuto  Primo  in  60  Secondi , il  secondo  in 
60  Terzi  ec.;  onde  la  circonferenza  ha  1296000  se- 
condi e 27^60000  terzi,  ed  il  grado  è 3600  secondi 
c 216000  terzi . Si  son  dati  dei  segni  a queste  diver- 
se parti , ed  in  vece  di  scrivere  1 8 gradi , 34  minuti , 
53  secondi  f 26  terzi  y si  scrive  18°  34'  53"  26  ''. 

96.  La  divisione  del  tempo  in  Giorni  è antica 
quanto  il  Mondo , e si  divise  arbitrariamente  il  gior- 
no in  24  parti  eguali  che  formarono  1’  ore  ; 1’  ora  è 

dunque  ^ di  giorno  e si  suddivide  corno  il  grado  in 

60  minuti , il  minuto  in  60  secondi  ec.  Il  giorno  è 
dunque  — 1440'  = 86400"  = 5184000'" , e il  minu- 
to = 3600" . — 

9^.  Per  misurare  le  Distanze  si  prese  un’  unità 
dì  nota  lunghezza  e si  portò  successivamente  sulla  di- 
stanza da  misurarsi . Quest’  unità  tra  noi  sì  chiama 
Braccio , £j:a  i francesi  Tesa , misure  però  diverse  frr 
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loro  . La  tesa  ha  6 parti  eguali  chiamate  Piedi  i it 
piede  ha  la  Pollici,  il  pollice  la  Lince  e la  linea  13 

Punti;  onde  il  piede  è della  tesa,  il  pollice  --  ec. 


Il  braccio  ha  20  parti  chiamate  Soldi  ec. 

p8.  I bisogni  della  Società  introdussero  i Pesi  e 
le  Monete.  L’unita  del  peso  si  chiamò  Libbra,  e (juei- 
la  della  moneta  Lira  . I^a  prima  si  divide  tra  noi  in  la  » 
tra  i Francesi  in  16  parti  eguali  dette  Onde  ; 1'  on- 
cia è tra  noi  24  Denari  e tra  i Francesi  8 Grossi  ; il 
denaro  è 24  Grani , ed  il  grosso  . Una  libbra  pesa 
dunque  tra  Francesi  128  grossi  o 9216  grani,  fra  noi 
aSS  denari  o 6912  grani:  i Francesi  hanno 'anche  il 
Ala:\'u , meta  della  libbra  o oncie  8 . La  lira  si  divide 
in  20  Soldi  e il  soldo  in  12  Denari:  1’  altre  monete  si 
rapportano  ordinariamente  a lire,  soldi  e danari. 

99.  Or  ]ier  sommar  queste  s])ecie  , scrivo  1’  une 
sotto  1’  altre  le  parti  del  nome  stesso  ; poi  sommo  le 
colonne  al  solito , e scrivo  il  resto , ^ tolte  se  si  può  i 
le  sjmcie  maggiori , che  porto  alia  'colonna  seguente  . 
Esempi . 


36“ 

25' 

4*7" 

tese 

9- 

piedi  poli. 
3.  II. 

lin.  p«n. 
2.  2 

lire 

325- 

soldi  den. 

l7o  4 

49 

33 

28 

100. 

0. 

0. 

0.  0 

15- 

II.  6 

55 

_51_ 

4:- 

5- 

3- 

8.  0 

25- 

I.  8 

141 

31 

4 

II. 

0.  IO- 

8.  4 

IO.  0 

168. 

4- 

I. 

6.  Il 

6 

loo.  Così  le  stesse  specie  si  sottraggono  ; e se 
l’inferiore  è più  grande,  si  toglie  nu  unità  dalla  co- 
lonna che  segue  nel  numero  superiore  , per  decompor- 
la in  tante  unità  del  genere  di  quelle  da  sottr  arsi . 
Esempi . 


tese 

pi.  po,  1.  p. 

lire  sol.  den. 

• C'» 

40 

16' 

17" 

ICO. 

0.  0-  0.  0 

^55-  3-  4 

24 

12 

i:- 

4.  5-  IT-  8 

30.  6.  8 

23’ 

53~ 

82. 

1-  ò.  0.  4 

624.  16.  8 
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IO. 

14. 
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loi.  La  moltiplicazione  si  fa  nella  maniera  se- 
dente . Si  cerchi  per  esempio , il  prezzo  di  Braccia 
346  di  Stoffa  a 6\  I5^  9*^  il  Braccio.  Moltiplico  le 
date  lire  ec.  per  io  e scrivo  ' •'* 

il  prodotto  di  sopra;  moltipli-  678.  15.  -xa 

co  nuovamente  per  io  questo  67.  17.  6x4 

prodotto , e ciò  tante  volte quan-  B.  246  a 2 ó.  15.  p x 6 
te  bisogna  per  distriliuir  le'cifre  oc"  ' ~ ^ 

del  moltiplicatore  come  nell’ e-  o5-'  io*  ~ 

serapio . E’  cliiaro  che  moltipli- 
cando la  quantità,  superiore  ( cen- 
tupla della  data)  per  3,  avrò  il  Som.  ^ 1669.  14.  6 
valor  di  3oo  braccia;  moltipli-  - 

cando  la  quantità  che  segue  ( decupla  della  'data  ) "per 
4 , avrò  il  valor  di  40  braccia  ; e finalinentè  luoltiplì- 
cando  per  6 la  data , avrò  il  valor  di  6 braccia  ; i qua- 
li valori  raccolti  mi  danno  il  jnezzo  di  braccia  34Ó. 

Se  anche  il  moltiplicatore  contenga  diver.se  .spe- 
cie , e si  cerchi , per  esemjMÓ , il  prezzo  di  43.'’^-  5.P  s- 
4P01.  a lire  18.  6.  8.  la  ‘ ' 

tese  pie.,  poi.  I03. 

43-  5 

6^ 


4 a ^ 18. • 


6.  8 

6.  8 


X4 

X-3 


13 


I . I 5-  X 5 
■Si  #X4 


733- 

i5‘ 

I- 


6.  8 
13^  4 
5.  6 f 

.0.  4 f 


tesa , moltiplico  le  li- 
re come  .sopra  per  io 
ec.  > e poiché  i piedi 
.sono  j della  tesa,  di- 
vido le  lire  date  per  6, 
e il  quoziente  per  12, 
perchè  i pollici  sono 
del  piede  . Fat- 
to ciò,  distribuisco 
il  moltiplicatore  come 
nell’  esempio  ; il  primo 
e secondo  prodotto  danno  il  valor  degl’  interi  : il  ter- 
zo e quarto  danno  i se.sti  ed'  i dodicesimi  dì  un  sè- 
sto ; onde  la  somma  di  tutto  ò il  prezzo  cercato  . 

Se  in  vece  di  moltiplicar  le  lire  raoltijdicas.ri  le 
tese , avrei  il  prodotto  in  tese  e non  già  in  lire  ( co- 
me talvolta  può  bisognare  );  e questo  jrrodotto  .sareb- 
be 1^6'.  un  poco  diverso  da  quel  di  sopra 


Som.  ^786.  5.  iif 
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«elle  frazioni;  per  altro  5^  11*^  9-  rispetto  alle  lire,  «oh 
precisamente  lo  stesso  che  i*”.  9^“*  ^ riguardo  alle  tese  , 
cioè  ~iy  • 

Osservate  i*.  che  il  rotto  di  specie  superiore  si 
riduce  all’  inferiori  col  moltiplicarlo  per  il  loro  nume- 
ro caratteristico;  così  per  aver  di  lira'  ^ soldi  e 
denari , si  dirà  : x 2©  <=  1 1 | soldi,  e poi  f x 12  = 

8 denari;  onde  ii.  8:  a**,  che  all’opposto 

le  specie  inferiori  si  riducono  alla  superiore  col  divi- 
derle per  il  loro  numero  caratteristico  ; così^j^a.  3. 4.  = 
a.3fi--=2-3f.-:=a3Ì|^  = 2f . Ecco  altri  e- 
sempì  • 

I.  Una  libbra  di  tabacco  costa  lire  3.  4.  — ; quanto  co- 
steranno 19  libbre  e 13  once?  ( presa  la  libbra  Francese  ). 
Hisp.  lir.  63.  8.  — . II.  La  tesa  di  un  muro,  di  cui  son  da- 
te la  grossezza  e l’altezza,  costa  lire  37.  io.  — : che  coste- 
ranno 9'.  51''.  IIP®  di  questo  muro?  Risp.  lir.  374.  9.  7.  IH. 
Dee  pagarsi  un  cerchio  diviso  in  gradi,  minuti  e secondi  a 
ragione  di  lire  7.  8.  — per  grado:  1’  artefice  ha  già  divisi 
358°  48'  12":  di  qual  somma  sarà,  egli  creditore  ad  presen- 
te? Risp.  di  lir.  1915.  2.  IO 

102.  In  vece  del  metodo  già  spiegato  (loi),  si  può  tra- 
sformare il  moltiplicando  e il  moltiplicatore  in  parti  dell’  ul- 
tima specie,  e moltiplicare  insieme  i rotti  che  ne  risultano, 
e che  poi  si  riducono . Così  nell’  esempio  di  sopra , le  42<«*e 
gpi  4Poi  ( che  sono  42  -t-'^  •+  di  tesa  ) ri  ridurranno  a 

afié  di  tesa,  e le  lire  18.  6.  8.  ( che  sono  18  H- 
di  lira  ) a ; moltiplicati  questi  due  rotti  ^ si  avranno 
, cioè  lire  786.  S- 1 1 , o tese  786.  lP'e.9P«>l  i 

come  sopra  . • , 

103.  Quanto  alla  divisione,  voglia  verificarsi  il 
primo  esempio  di  sopra,  cioè  si  debban  dividere  lire 
1669.  14.  6 per  246.  Divido  le  lire,  ed  ho  il  quo- 
aiente  6 col  resto  193  che  riduco  a soldi , moltipli- 
candolo per  20,  ed  aggiungendo  al  prodotto  i soldi 
della  quantità  proposta . Proseguo  al  solito  la  divisio- 
ne ed  ho  15  di  quoziente  col  resto  184  che  moltipli- 
co per  12,  e coir  agj^iunta  de’ 6^  ho  per  prodotto  2214 

e per 
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c per  quoziente  9 senza  ^ 

resto,  come  doveva  esse-  I 

re.  Se  l’avanzo  moltipli-  per  246-  16Ó9. 

cato  per  il  numero  re-  193 

spettivo , fosse  più  piccolo  — 

del  divisore  , passerei  a 
moltiplicarlo  per  il  nu- 

mero  caratteristico  della  . ^^4  ^ 

specie  seguente,  scriven-  2214 

do  zero  al  quoziente  : co-  qq 

sì  dividendo  lire  52(5. 

-•  5 per  35  > ho  lire  l'S-  ~ Z- 

Quando  il  divisore  contiene  aneli  esso  diverse  spe- 
cie, ecco  la  regola  . Si  vupl  dividere  ^786.  5.  n 

per  42'*^*.  5*’'"^.  4*’®'  in  riprova  del  ealcoio  del  seeon- 
do  esempio  (101). 

tesepie.pol.  | 18. 


6.  8 


4=-  S-  4-<5;,ì8«- 


42  X 6 

a5Zxi3 

^088 


5.  IlyX'-i 

6.  8 


Ridueo  il  divisore 
alla  speeie  ultima, 
come  qui  le  tese 
a pollici;  cioè  mol- 
tiplico 42  X 6 , ag- 
giungendo al  pro- 
dotto ( che  son  le 
tese  ridotte  in  pic- 
di  ) i 5 piedi  del 
divisore , cd  ho  25^  ; 
moltiplico  257x12, 
e al  prodotto  ( che  . 

son  le  tese  e i piedi  ridotti  in  pollici  ) aggiungo  4 
cd  ho  3088  pollici  o sia  %—  di  tesa . Dipoi  moltipli- 


35733 

1 029  X 20 

20586 

2058x13 

24704 

00 


co  per  72  le  lire  786.  5-  ^ chiaro  in  fatti 

che  per  dividere  questa  quantità  per  un  rotto  , dee 
cominciarsi  dal  moltiplicarla  per . il  suo  denominami  e 
(67)  ) . Finalmente  diiùdo  il  prodotto  , che  c ® 
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ner  3088  come  nell  cj^ciupio , c trovo  il  quozieiites 

18.  6.  8. 

Dovendo  divider  -2  ^86.  5.  ii  — per  2 18.  6.  8 

oIj  9 oi; 

prezzo  della  tc.'a  , per  avere  il  quoziente  in  tejie , ri- 
diuu  le  specie  iJiferiori  alla  superiore  , cd  ho  1 8. 

6.  8=  18-^:^^;%  -z^  :85:5.  Il -^  = :86~;onde786 
fi  * 8 

= 2358-:  55  = tcs.  42.  5.  4. 

104.  Per  ridurre  un  numero  m'  di  monete  d’una  specie 
ad  un  numero  ri  di  monete  d’ un’ altra,  e reciprocamente, 
tiitcrvo  che  una  moneta  d’ ambedue  le  specie  essendo  un  nu- 
mero di  monete  omogenee  di  iipecie  infima  come  tli 
fjiujiirini , dovrà  aversi  ijinzzq'ni  , t'ormi.la  della  riduzione 
quando  son  dati  cd  m ’o  m'.  Così  se  m sìeno  Lire  'ro- 
teane ed  m'  sicno  l“.  Pauli , bo  q~óo,  q' zzi  e óowr  ~ 

40/72' o ^mzzZm'  2°.  Papctti,  ho  if' zzi  "^6  e óomzzzióin'  o 15/72  = 
19/22'-,  3'’.  Pezse,  ho  7' = 345  e 6o/n  = 345/71' 0 47/2  =:  23/72' ec. 

Queste  son  le  regole  p'rinci})ali  dell'  Aritmetica  . 
Ter  insegnare  in  un  unxlo  jmù  generale  Li  lonnaziori 
delle  Potenze,  /’  Estrazion  delle  Radici,  Li  RegoLi  del 
Tre  ec. , prcmctterenxo  i prim-ipj  del  Calcolo  Algebrico . 


Digitized  by  Google 


)(  55  X 


ELEMENTI  D'ALGEBRA 

li  ALGEDRA  è Una  spccie  cV  Aritmetica  univejSxilc  » 
ì cui  principali  vantaggi  sono  di  iar  veliere  in  im 
modo  generale  ciò  che  T Aritmetica  dimostra  per  ca- 
si particolari  : 2".  di  coiidur  ]>rontainente  a risultati 
che  rare  volte  l' Aritmetica  ottiene  senza  lunghe  ed 
incerte  operazioni  ; 3°.  di  esprimere  con  singular  laco- 
nismo qvtcsti  stessi  risaltati  che  T Aritmetica  esprinu; 
con  molte  parole:  4°.  di  risoivoro  nn’  inlìnita  di  Pro- 
blemi che  l’Aritmetica  non  potrebbe;  5°.  di  dare  all 
Aritmetica  stessa  in  opcraz.ioni  complicate  moki  meto- 
di che  diminuiscon  la  fatica  ^ 


NOZIONI  PRELIMINARI, 

Ogni  Scienza  ha  il  suo  linguaggio;  T Algebra  lo 
ha  più  singolare  dell’  altre , e convicu  cominciare  dal 
rendersi  familiari  le  sue  espressioni . 

io«5.  Tutte  le  cifro  hanno  un  valor  determinato: 
cosi  la  cifra  3 che  può  significare  egualmente  3 pol- 
lici, 3 tese,_3  leghe  ec. , non  può  significar  cento  o 
mille;  onde  le  cifre  non  son  segni  sì  generali  da  rap- 
presentar tutte  le  quantità  possibili  ; perciò  si  pensò 
ad  altri  scjni  il  cui  valor  non  fissato , potesse  variare 
ad  arbitrio.  Questi  segni  son  le  lettere  dell’  Alfabeto 
volgare  e greco,  le  quali  di  più  hanno  talora  un  pic- 
colo apice  come  clic  si  legge  a prima  y b secon- 

da ec.  ; ciascun  le  conosce  e son  suscettibili  di  qua-- 
lunque  valore , che  dato  loro  in  principio  si  conserva 
poi  per  tutta  1’  operazione . 

106.  Si  chiama  dunque  Espressione  Algebrica  tut- 
to ciò  che  è notato  con  lettere  , c sì  rappresentano 
con  certi  altri  sc^ni  le  diverse  operazioni  che  p,;sqor. 
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Tarbl  su  c|uesie  espressioni;  così  per  sommare  n,6,  si 
scrive  a-hb  (if2);  per  sottrarre  c daii,  si  scrive  d-(r 
(14);  per  esprimere  b maggiore  di  n,  si  scrive  a, 
c per  esprimerlo  minore,  si  fa  b<ia.  La  moltiplica- 
jzione  di  x per  y si  indica  con  jr  o con  x . y (24)  , 
anzi  si  stima  fatta  quando  una  lettera  è seguita  da  una 
o più  altre  senza  interruzione  di  segni:  così  xy  = xxy, 
abe  — axbxc . La  divisione  di  a per  b si  accenna  eoa 

y o con  a:b  (35)  • 


IO Si  chiama  Monomio  o Termine  ogni  quanti- 
tà che  non  è unita  ad  altre  coi  segni  • Dalle 

lettere  del  monomio  risultano  le  sue  dimensioni  , ed 
ogni  lettera  forma  una  dimensione  : così  a è un  mo- 
nomio d’ una  dimensione , mn  lo  è di  due , bed  di  tre , 


--  di  una,  di  ninna,  nel  qual  caso  il  monomio  si 
<>  /3  ^ 


riduce  a semplice  numero  : tutto  ciò  si  intenderà  me- 
glio nella  Geometrìa . Si  chiama  Binomio , Trinomio  ec. 
la  riunione  di  due,  tre  ec.  termini;  e in  generale,  più 
termini  riuniti  diconsi  Polinomio  j che  sarà  omogeneo 
se  tutti  i suoi  termini  abbiano  lo  stesso  numero  di 
dimensioni . 

108.  I termini  sono  o Positivi  o Negativi;  quel- 
li soli  preceduti  dal  -f , que.'-ti  dal  -,  con  che  si  indica 
che  gli  uni  sono  opposti  agii  altri  nel  loro  modo  di  esi- 
stere; cosi  se  un  credito  si  nota  col  -l-,  un  debito  do- 
vrà notarsi  col  -;  se  una  linea  che  da  un  punto  va  a 
destra  o all’  insù  , si  esprime  col  -t- , un’  altra  che  dal 
]mnto  stesso  vada  a sinistra  o all’  ingiù , dovrà  esprimer- 
si col  - • Or  poiché  un  credito  si  annulla  da  un  egual 
debito , lo  zero  sta  in  mezzo  tra  i termini  positivi  e i ne- 
gativi ; ed  un  tennine  si  dirà  positivo  o negativo  se  sarà 
7nag'giore  o minor  di  zero.  Del  resto  quando  il  primo 
termine  d'im  polinomio  non  ha  segno,  si  ha  per  positivo. 

109.  Spesso  occorrono  i termini  stessi  in  un  polino- 
mio, come  a-i-a-^a~h-b^d:  allora  si  scrivono  una 
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sala  volta,  scjrnando  con  una  cifra  a .ministra  quante 
Volte  debbon  ripetersi.  Quindi  a-+a-i-a-b-b-\-d  di- 
venta ^a-ù,b-+dy  e la  cifra  3,3  che  precede  i termi- 
ni, si  chiama  Coe^c/Vnte ,•  ?e  ella  manchi,  il  coefficiente 
è I ; così  la  lettera  d è ’iin’  espression  compenéiosa  di 
Ili,  edfh-pq  = \fh-  ipq  ec. 

no.  Una  quantità  moltiplicata  per  se  stessa  o si 
scrive  due , tre  ec.  volte  di  seguito  senza  segno  (106)  co- 
me aa , prodotto  di  a per  a , aaa  prodotto  di  aa  per  a 
ec. , o con  una  cifra  a destra  ed  in  alto  si  accenna  quan- 
te volte  ella  dovrebbe  scriversi  : così  a*  è un  compendio 
di  aa\  ^ aaa -,  = aaaa  ec-  Queste  cifre  in  alto  di- 

consi  Esponenti  i nè  bisogna' confonderle  coi  coefficien- 
ti; i coefficienti  indican  somma,  e gli  esponenti  molti- 
plicazione : così  3U  = a-4-  u-t-a,  mentre  = una,  e 
se  a = 5,  viene  ^a=iS  a’  = i25- 

III.  Se  r esponente  manchi , egli  è 1’  unità  : così 
bc  è lo  stesso  che  fc'c' , xxxyyz  = x^y'z^ . Per  di- 
stinguer poi  l’  esponente  numerico  n dal  numero  n d’ a- 
pici  (105),  questo  si  scrive  (n):  così  a"  esprime  a mol- 
tiplicata n-  I volte  per  se  stessa,  ma  significa  a con 
gli  apici  n. 

I II3.  Si  riuniscono  allo  stesso  coefficiente  i soli  ter- 
mini simili  cioè  jbrmati  con  le  stesse  lettere  ognuna  con 
uno  stesso  esponente  : così  a -+-  ^a  —1-  4^^  sou  termini  si- 
mili , poiché  la  stessa  a è presa  una , tre  , quattro  vol- 
te ; posson  dunque  riunirsi  allo  stesso  coefficiente  e scri- 
vere 8u  . 

11 3.  Se -J-  3u  fosse  - 3a,  la  kessa  quantità  a sa- 
jcbbe  sottratta  tre  volte,  onde  da  n-+4a  tolto  3.1,  re- 
sterebbe 2a;  che  se  si  abbia  a-^3a-4.T,  i positivi  di- 
struggeranno ì negativi.  Queste  Riduzioni  son  frequen- 
tissime; eccoue  la  regola: 

114.  Bisogna  ridurre  ad  un  sol  termine  o scancel- 
lare i termini  simdi.  Si  scanceiiano  se  con  coefficienti 
eguali  hanno  segni  contrari  : così  2a 6 - 2u  - vaa  o. 
Sr  riducono  ad  un  sol  termine  se  .hanno  la  stesso  0 con- 
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trarlo  segno;  allora  la  sonifna  o la  differenza  dei  loro 
coefficienti  è il  coefficiente  «lei  nuovo  termine  ; così  f*  -* 
3Ar-4-4/"-8j^=5/*-  iijf,  a*p  -^?r-  i5<p  = 


Il 5.  E’  uso  di  seguir  l’alfabeto  nelle  lettere  di 
ciascun  termine  : così  si  scrive  piuttosto  abc  che  cha  *. 
piuttosto  ya"  che  ^r:  ciò  contribuisce  a far  meglio  co- 
noscere i termini  simili. 


Somma  Algebrica. 

1 1 6.  Per  sommar  le  quantità  algebriche  basta  scri- 
verle r une  dopo  I’  altre  coi  segni  che  hanno,  e far- 
ne la  riduzione  se  ha  luogo:  così  la  somma  di  cdn, 

è ‘cdn  -+  ; quella  di  .vj  -f  z ’ , n-t-z^  ò xy-hu  -ti 

■t.  o c » 

quella  di  2;n  H-  gu  - g , 7 - 2tn  - gn  è zero  ; e di  y , è 

a c 

* d * 

Soltrazionc  Algebrica . 

4 

117.  Per  sottrarre  una  quantità  algebrica  da  un’al- 

tra, le  cangio  i segnile  la  scrivo  allato  all’altra,  fatta 
la  riduzione  se  ha  luogo;  così  sottraggo  p da  r scrivoii-, 
do  r - p ; sottraggo  m’  - da  z - , scrivendo- 

x^z  -u'  -m'^  H-  n*  H-  gj  e per  sottrarre da scrivo 

a e 

yT' 

11 8.  Questa  mutazione  di  segni  nella  quantità  da 
sottrarsi  è chiara  quando  si  muta  -f  in  - , poiché  per 
indicar  la  sottrazione  d’ una  quantità  positiva  p bisogna 
darle  la  forma  negativa  - p (108);  ina  non  par  sì  chia- 
ro che  per  Sottrarre  una  quantità  negativa  - p , bisogni 
scriver  h-  p . 

119.  E.amraentiamoci  però  che  la  quantità  sottrat- 
ta dee  col  resto  della  iottraaiono  render  la  quantità  da 
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cui  SÌ  sottrasse  (19):  or  questa  non  si  riavrebbe  senza 
mutare  i segni  alla  quantità  da  sottrarsi  ; jx;r  esempio , 
se  fu  sottratto  da  c,  il  resto  sarà  c-¥gy  perchè  som- 
mando c -+  g con  - g , toma  c . 

lao.^Si  osservi  che  per  indicar  la  differenza  posi- 
tiva di  due  quantità  a , /> , qualunque  di  esse  sia  la  mag- 
giore, si  adopra  il  particolar  segno  co  e si  scrive  acnb, 
il  che  vuoi  dire  nel  tempo  stesso  a-h  se  a^b^eh~a 
SQ  a <C.b»  . 


Moltiplicazione  Algebrica» 


Ogni  termine  algebrico  è composto  di  quattro  par- 
ti : del  Segno  die  lo  precede , del  Coelìiciente  a cui  è 
unito , delle  Lettere  che  contiene , e degli  Esponenti 
di  esse.  Ora  la  moltiplicazione  di; due  termini  algebri- 
ci esìge  delle  regole  per  tutte  queste  parti . 

1 3 1 • Regola  per  i Segni . I fattori  con  segni  si- 
mili danno,  il  prodotto  col  -+,  con  segmi  diversi  lo  dan- 
no col  - : COSI  axb  = ahy  - ax-h  = ab  ^ a x — 6 = --  ab  , 
~axb  = — ah.  Infatti  moltiplicar  per  esempio -4x6 , 
significa  sommar  sei  volte  il  numero  — 4,  ciò  che  dà^ 
£»4  (1 16);  € moltiplicar  - 5 x - (S  significa  negare  o sdt- 
trar  sei  volte  da  zero  il  numero  - 5 , ciò  che  dà  ■+  3^ 
E’  però  assurdo  il  dire  cho  -f  x-i-dà  •+,  che  -t- 
X - dà  - ec. , perchè  si  moltiplicano  le  quantità , non 
i segni:  ma  l’uso  autorizza  tali  locuzioni'. 

La  regola  dei  segni,  supposto  H-x-l-=:-t-,  sì  dimostra 
anche  così.  Voglia  moltiplicarsi  ( a — b){c — ti);  pongo  a — 
b — m,c  — d:^n,  e moltiplicate  le  due  equazioni  a — m h- i , 
c — n -4-  (1 , verrà  ac  ~ mn-bbn~^- dm •+bdvzmn-^-  bn-+- dri 
bd-^bd  — bd—{b-+m  ) d-H  {^d-¥n)b-\- mn  — bd=zad-+bc 
mn  — hd  -,  dunque-  nm  — (a  — b){c  — d)  — ac  ad  — bo 
bd,  come  prescrive  la  regola. 

132.  Regola  per  i Coefficienti . I coefficienti  si  mol- 
tiplicano insieme  come  nell'  Aritmetica , c il  loro  prodot- 
to è il  coefficiente  del  prodotto  algebrico:  così  ^ax^b  =sk_- 


I 

-ex 
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•lag.  Bcgola  per  lo  Lettere,  ie  /efterc,  come  fcl  è 
detto  (106),  intendonsi  moltiplicate  quando  sono  scrit- 
te di  seguito  senza  segno  intermedio:  così  Ifl;rx5^=3: 
60  xy  ; 60  xjv  X 3 az  = 1 80  axyz . 

134.  Regola  per  gli  Esponenti.  Quando  una  lettera 
con  esponente  dee  moltiplicarsi  per  la  lettera  stessa  pur 
con  esponente,  bisogna  scriverla  con  un  esponente  egua- 
le alla  somma  dei  dive  primitivi:  così  Sa*  X 4a^ 

32a’  . Questa  regola  viene  dalla  passata;  poiché  8iX'fc^x 

4.1^  b =-^  a abb  h y a ti  aaah~  ^-2  aaaa  aaabbbh  -:c= 
32  a’  b*  (ilo).  Ciò  supposto 

125.  La  moltiplicazione  dei  polinomj  si  fa  molti- 
plicando ciascun  termine  d’  un  fattore  per  ciascun  ter- 
mine dell’  altro  , e in  iine  si  riduce  se  occorra  . Debba 
moltiplicarsi  a-t-  ^c-d  per  aa-d-,  moltipllco  primiera- 
mente a per  2a  ( U prodotto  è 3,a*  ) ; quindi, -i-  3C  per 
2ii , { -4-  6ac  ) ; poi 
-d  per  3u,(-2a<i). 

Passo  al  secondo  ter- 
mine del  moltiplica- 
tore , e moltiplico  a 
per  - d , ( - ai  ) ; poi 
H-*  3c  per  - i , ( - 
^cd  );  ialine  - i per  -- 
i,(-ri*),  Somm»  tutti  questi  prodotti  e fatta  la  ri- 
duzione , ho  per  prodotto  totale  3a*  -+•  6ac-  ^ad-  ^cd-tr 
d* . Fjcco  degli  altri  cseuipj 


a-¥^o-d 
t2a  - i 

2a*-f-6wic-2«i 
- ad - 


idc  -t-  i* 


Somma 

ridotta 


2a*  6ac  - gai  - gei  -4-  i’ 


a-^-x 
a- X 


a*  -+2ac  — 
a-b 


-k-ax 
- ax  — x* 


a}  -4-  2a*  c - abe 
— a*  b — 2àhc-+b*c 


a*  -x'  a^  - a*  b tla*  c - ^abe -i’ b*  c 

12.6.  I rotti  algebrici  si  moltiplicano  come  i nume- 

. . X n ux  c m-¥n  cm-Ven 

nei:  cosi  — x — = — x — ^,—  =——-5- 

— » yz  a p'+'i  dp-^dq 

a-\-b  a — b a' — 

1 — 1-i-A’  1 — x'^ 

la?.' 
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i2.y.  Talvolta  la  moltiplicazione  vs’ indica  solamen- 
te, e si  cuoprono  i fattori  con  una  linea  o si  chiudon  tra 
parentesi  : così  il  prodotto  di  « -}-  3Ì-  d'  i>er  si 

scrive  a -f-  31Ì  -d' xh'  - 6d‘  ovvero  (a-t-  3^  - d*  ) ( - 

6d*  ) . Quando  i fattori  son  molti , come  ( .v  -t-  n)  ( a'  -t- 
h){x-i-c)(x-+d),  ed  occorra  eflettiiar  1’  operazio- 
ne , moltiplico  i primi  due  , poi  il  lor  prodotto  per  il 
terzo  e così  di  seguito  . 

Divisione  Algebrica . 

128.  Anche  nella  divisione  si  osservano  alcune  re- 
gole per  i Segni , per  i Coefficienti , per  le  Lettere  c 
per  gli  Esponenti  • 

Regola  per  i‘  Segni  - Si  è dimostrato  (121  ) che 

4 X 6 = - 24  ; dunque  (52)  — ^ 6 , e = - 4 » 

cioè  anche  nella  divisione  le  quantità  con  segni  simili 
danno  il  quoziente  col  -t-,  e con  segni  diversi  lo  dan- 
no col  - . 

Regola  peri  Coefficienti.  7 Coefficienti  si  divido- 
no come  nell'  Aritmetica  scrivendone  il  quoziente  esatto 
se  son  divisibili  senza  resto,  o J armari  ione  un  rotto. 

Regola  jKjr  le  Lettere  - Poiché  axb  =*  ab  (121),  ^ 

tara  (32)  — = a ovvero  ~ = b , cioè  dalle  Lettere  del 

dividendo  si  scancdlan  (Quelle  del  divisore,  e ciò  che  resta 
è il  quoziente  ; così  se  si  chieda  quante  volte  m entri  in 
mpr?  si  risponderà  che  vi  entra  pr  volte,  poiché  scan- 
cellando m da  mpi-f  resta  pr  per  quoziente.  Non  tro- 
vandosi nel  dividendo  le  lettere  stesse  del  divisore,  se 
ne  firma  un  rotto  come  nei  numeri . 

E.cgola  per  gli  Espementi-  Quando  una  lettera  con 
esponente  dee  dividersi  per  la  stessa  lettera  pur  con  c- 
sponente,  bisogna  scriverla  nel  quoziente  con  un  espo-  • 
ncntc  eguale  alla  diljerenza  dei  due  primitivi:  così  divi- 
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dendo  6n*b^  per  ah*  ^ il  quoziente  sarà  6a*  ' ^ = 

6a^b.  Questa  regola  vien  dalla  passata;  poiché  se  dal 
dividendo  óaaaatbb  si  scauccUi  il  divisore  abb  , resta 
il  quoziente  stessa  6a^b. 

lap.  Or  per  dividere  ^ac^de^  per -qW’c’J’,  io  di- 
co; -r  4 diviso  per  - 2 = -2  : passo  alle  lettere  , e scan- 
cello nel  dividendo  quelle  del  divisore  formando  un  rtit- 

< » 2sc*  _ ^ 

to  dell'  altre  : quindi  il  quoziente  cercato  è - ^^#^.»-'Così 

3a‘Z>  ^rib  \2ubd 

Site  ée  3<z 


^abe 

Zabe  ^ 


— 4?ul 


130.  Queste  regole  si  applicano  ai  rotti  de’  poli- 
nomj  se  una  stessa  quantità  è in  tutti  i termini  del  di- 

, ax  — ‘2iibv  I — ‘2b 

ridendo  e del  divisore:  così  — — r “r  = ~~~  > tolta 


ax-  -i-  ax‘ 


1 H-j: 


ax  a tutti  i termini  e messo  1 in  suo  luogo  ove  è so- 


iUX 


la  (icp).  Del  pari 


4a*ji* -+ 3a’Ó*js  4x -1- 3a&* 


I _ 


ti*x- 


^bx 


131.  I polinomi  si  dividono  come  nell’Aritmetica, 
c per  minor  fatica  si  ordinano  i termini , onde  il  pri- 
mo abbia  una  lettera  ( comune  al  dividendo  e al  di- 
risore  ) col  massimo  esponente  ; il  secondo  abbia  la 
lettera  «tessa  coll’  esponente  prossimamente  minore  ec. 
Ecco  un  dividendo  e tm  divisore  ordinati  per  a ; 

2.ab~+b*  a* -r  i^a^b-^6a*b*  -t- ^ah^  -t-b* . 

Potevano  anche  ordinarsi  per  b : si  preferisce  pe- 
rò la  lettera  che  non  ha  lo  stesso  esponente  in  più 
termini  ; per  esempio , si  è preferita  ^ a t e c nella 
divisione  seguente 


il 
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■ex 


- * -4- fc't'.v  -^h^cx*  — ^h'cx^  -+  b^c^x^ 

— 3Ò*ca:^ -+- 3&*cjf  ’ - h^c^x^ 


dico  dunque  : ='“  pongo  al  quozien- 

te: mokinlico  per  esso  il  divisore  e sottraggo  il  pro- 
dotto ob'x*  - Qb'^cx*  dal  dividendo  . Continuo  e di- 


co : 


— cjf , quoziente;  per  lui  moltiplico  il 


divisore  , e .sottratto  il  prodotto  - ^h'cx^  H-  b^c'x"^ , nul- 
la resta;  dunque  il  quoziente  è - 3-v’ -t- c.v . Moltipli- 
candolo per  il' divisore,  trovo  il  dividendo;  dunque 
r operazioiie  è buona  . 

132.  Serveranno  d’  esercìzio  espressioni  simili  a 
qvtesta  che  fan-  [ a~  - am  ~^m' 


no  nascere  dei  nuovi 
termini  nel  dividen- 
do , mentre  si  prose- 
gue la  divi. sione  • Il 

€P  ^ 

quoziente  è qui  a — 
am-^  . Dividendo 
1 - AT  ' * per  I - A- , il 
quoziente  è i -4-  -4- 

x‘  -4-  .V’  -r  Ar'’’-4-A’^  -4- 


’ a -hm. 


' d’ 
d’ 


^a'm 


I .Resto  o-4-m’-d*m 
2°.  Resto 


d*/n 


am 


-4-  m' 
-m» 


-+am 
- ain^ 


X 


x° 


■ X' 


X 


o 


. ,Co«ì. = I -4- AT-4- 

-'I  — * 


at’  -4-  -4-  ec.  all’  infinito  ; ed  — -*—4  = i - .v*  -f  - 

i-h»  ‘ 

x^  -h  x^  - ec.  ■+  ec.  in  infinito . 

•133.  La  divisione  dei  rotti  algebrici  per  interi  o 
per  altri  rotti , o d’  un  intero  per  un  rotto , non  ha 

difficoltà  (67)  : così  si  divide  — per  — scrivendo  — : si 

' n ^ t ns  ' 


V 
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divìde  il  i^er  xni  scrivendo = ; si  divide  . x 

^ “ G.^m  Ofirn 

iier  — scrivendo  — . 

•Z  P , 

134,  Questi  rotti  si  riducono  poi  all’  espression 
più  semplice  con  ordinarne  i termini  (131),  € o ri- 
solverli nei  loro  fattori  (125)  o cercarne  il  comun  di- 
visore (56)  ; così  poiché  x^-+px  — x{x-^p),e  bmx  -+ 

hrrp  =hm(x-^-p),  sarà  bm  » 

parimente  giacché  dividendo  a*-.v*  per  a -4-  jv  si  tro- 
va un  quoziente  esatto,  sarà  jr  il  massimo  comun 

diviso!'  di  = —I— . Ma  non  sempre  si  couoscoii 

a — X a — X 

•ì  presto  i fattori  delle  quantità  algebriche,  nè  sem- 
pre è loro  applicabile  il  nudo  metodo  del  comun  di- 
visore . 

135.  In  generale  (315)  per  avere  i &ctorI  delle  quanti- 
tà ed  x^  — 2*  , 1°.  pongo  — o , onde  a;'* 

z*  cd  ±z-:  dunque  i fattori  di  x^  — assono  -4- a*  ed 
x'^  — a*  — ( j:  -h  a ) ( .V  — a ) : U°.  pongo  x^  — a*  — o , cioè 
tiJucendo,  x^  — a*rr;U  ~ ( x -4- a)  (x — a).  Dal  che  si  ha 

X*  — z.*  ( X*  -4-  a*  ) ( X -4-  a ) ( X — a ) x*  -4-  a*  stes^ 

x^  — a"  X*  x’(x-4-a)(x  — a)  x* 

, V,  ^ I2x‘ — I2X  — 3v 

«0  metodo  dara  ^ — ì—T~z »* 

6x’ — 6x  y~¥2xy  — 2y*  6x  -4-  2y 

136.  Parimente  per  aver  (56)  il  massimo  comun  diviso- 
re , avverto  che  delle  due  quantità  proposte  posso  dividere 
o moltiplicar  I’  una  per  qualunque  quantità  che  non  abbia 
alcun  divisor  comune  coll’ altra:  ciò  non  alterai!  divisor cer- 
cato , che  per  ipotesi  deve  esser  comune  ad  ambedue.  Ri- 

”■  -,  • (A)  I2x*— I5xy -4-3^* 

piglio  il  rotto  - — V 5 cd osservo I . che 

° (B)  6x*  — óx’-j/-4-2*>  — 2_y’ 

A può  dividersi  per  3 ma  non  B,  e B per  2 ma  non  A; 

divido  dunque,  e viene  r-— — r:2°. che 

per  poter  dividere  D per  C giusta  il  metodo  (56),  bisegne- 
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rebbc  moltiplicar  D per  4,  e ciò  può  farai  gìkcchè  4 non  h* 
alcun  divisor  comune  con  C ; moltiplico  dunque  , e poi  di- 
videndo D per  C,  resta  (E)  — : 3°.  che  E può  di- 

vidersi per  ipj»*  ma  non  C;  divido  dunque,  ed  E diventa 
(F)  or — y pee  cui  dividendo  C,  nulla  avanza;  dunque  F è 

u massimo  comun  divisore  di  A,B  da  cui  si  ha  ~ . 


Potenze  e Radici. 

V 

137.  Se  una  quantità  a sì  moltiplichi  per  se  stes-^ 
sa  un  numero  qualunque  n di  volte  ( e questo  nume- 
ro n di  volte  può  essere  intero  o rotto , positivo  o ne- 
gativo ),  il  prodotto  si  dice , Potenza  di  a,  ed  a- si 
chiama  Radice  di  questa  potenza . Ma  si  noti  che  mol- 
tiplicar più  n volte  una  quantità  a per  se  stessa , si- 
gnifica moltiplicar  realmente  a in  axa-..  xa;  laddove 
moltiplicar  meno  n volte  la  quantità  a per  se  stessa  vuol 
dir  dividere  a per  axa.  .x'a,  tale  essendo  1’ effetto 
del  meno  che  indica  sempre  nelle  quantità  un’opposta 
maniera  d’òsistere  (108)  e perciò  un  operazione  con- 
traria a quella  che  si  farebbe  col  più  . 

138.  Quindi  se  a si  moltiplichi  una  volta  per  se 
stessa , avremo  aX  n ==  a* , potenza  seconda  di  a : se  due 
volte  , se  tre  cc-  » verrà  a.a.a=z  a^ , a.  a.  a.  a — a* 
ec-,  potenze  terza,  quarta  ec-  di  a:  ed' a sarà  la  radice 
seconda  ^i  a?;,  la  terza  di  , la  .quarta  di  ec.  Sic- 
eìtè  una  quantità  si  alza  ad  una  data  potenza  col  mol- 
tiplicarla per.  se  stessa  tante  volte  meno  una , quante  so- 

po  unità  neW  esponente  della  potenza:  cosi  9,  5&  si 

4 

alzano  alla' q*  moltiplicandoli  per  se  stessi  ina  volta, 

•.•jv  *0^3  f ^ \ 2 ^ 

il  che  dà  9.9=9  =8i,--.-  = C-^  ) = 

56, 5&  = = 256*  ; e iu  generale  a sì  alza  alla 


Digitized  by  Google 


. )(  46  X 

pofénzi  m inoltiplicumlola  m - i volte  per  se  ste&- 
sa,  d onde  viene  a, a ==a  (no). 

« * y 

139.  Dunque  1°.  se  m = o,  sarà  a =o®,m  - i = 
— 1 , ed  a si  alza  alla  potenza  zero  moltiplicandola 
meno  lina  volta,  per  se  stessa , cioè  dividendola  per  a 

(i3‘7):  onde  a"=  — = i,  Perciò  la  quantità  alzata 

alla  potenza  zero  eguaglia  1’  unità  ; così  ( cd  f = 

<■7)  =(?=±A)’=o”=nl. 


140.  Dunque-  a",  se  in  =s=  i , sarà  a ~ a ,m  - i ^ 
ù i^ed  a si  alza  alla. prima  potenza  col  moltiplicaria 
zero  volte  per  se  stessa , cioè  lasciandola  qual’  è , poi- 
ché, a.  a°  =:  a (139) . La  prima  potenza  a di  a dicesi 
anche. potenza.  Zincare  , k seconda  a*  si  chiama  anche 
Quadrato,  e la, sua  radice  a dicesi  Radice  Quadra',  la 
terza  a*  si  chiama  CuZ’i>7  c la 'sua  nulice  a,  Ra.iice 
Cuba-,  nomi  che  vengono  dalla  Geometrìa- 
V 141-  Dunque  3^-  se  m = - t - 2.  et.,  sarà 
m — , ; , 

« = ^ . > = u , ed , m - r = - a , r=  - 3 ec. , ed  a 

SI  alza  alla  potenza  -»  1 i -2  ec.  col  moltipli- 
carla meno  due , tre  ec.  volte  per  se  stessa , cioè  din- 

dendola  per  a* , at*  ec.  ; onde  a~  ' s==  , a~~  * = 

^=^ec.  Onde  una  quantità  con  esponente  negativo 

equivale  all'  unità  divisa  per  la  quantità  stessa  col  suo 
stesso  esponente  ma  positivo.  Mutati  dunque  i segni 
agli  esponenti,  posson  portarsi  i varj  fattori  d’un  rot- 
to dal  denominatore  nel  numeratore  e reciprocamente , 

salvo  il  valor  del  rotto:  così  = rsj*~'g~^  ^ 

J ò 
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T ec. 


142.  Dunque  4*.  se  m=  — , sarà  m - 

1 = y - I = , ed  a si  alza  alla  potenza  ^y)*^”** 


eoi  moltiplicarla  per  se  stessa  volte,  onde  a.'  = 


a.  a ’’  ; se  r = 2 , sarà,  =zz  a.  a ^ . Del  re- 

a* 

< ' \ * * 

sto  la  potenza  chiaramente  significa  un  estra- 

zion  di  radice-,  poiché  come  moltiplicando  per  r l’e- 
sponente I di  n,  viene  à e si  alza  a alla  potenza 

I.  ' 

r così  dividendolo  per  r,  viene  a e si  deprime  a 

,,  sitna 

alla  radice  r 

143.  Di  qui  le  regole  per  calcolar  le  potenze  di 
quantità  che  hanno  la  stessa  lettera . Il  calcolo  co- 
mincia dalla  moltiplicazione  ; la  somma  e la  sottrazio- 
ne si  fanno  al  solito . I.  Esse  si  moltiplicano  col  dar 
per  esponente  alla  lettera  comune  la  somma  degli  c- 

sponenii  (124):  così  , 5 ^ . 5"*  — 

5 ’’=5  =— . IL  Si  dividono  col  dar  per  e.spo- 

nenie  alla  lettera  comune  la  differenza  tra  gli  e.spo- 
ncnti  del  dividendo  e del  divisore  (128):  così  :c*  — 

o 2.  JL  I i 1—-'^ 

:p3  3— p(5  = 4 — 


■—2  I 

4 " = — . III.  Si  alzano  alla  data  potenza , moltipli- 
cando il  loro  esponente  per  il  .dato  (138):  così  c*  al^A 
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diviene  c*'*’  = c \ a 
Se  ne  estrae  una  data  radice,  dividendo  il  loro  espo- 

nente  per  il  dato  (142):  la  radice  3’  di  è c^  = c*,  V 


m , sima  ,,  . mn  — ^ 

all  n diviene  a . TV. 


mn 

sima  mn  ^ m 

n di  a e a = a 

144.  Questa  estrazion  di  radici  si  accenna  col  se^ 
gno  radicale  ; se  egli  non  ha  indice  , come  Vh , e- 
sprime  la  radice  seconda  o quadra  di  6:  ma  con  gl* 

' 3 4'»* 

ìndici  3»4-.-n,  come  * esprime  la  ra- 

dice terza  di  a > la  quarta  di  h’ , e T di  c*  . 


Quindi  \ a'  — , e in  generale  Va”*  =a”  . 

145.  I radicali  son  tutti  compresi  nella  formula 

VI 

g^jppQgfQ  m>  I : e potendo  essi  ridursi  a quan- 
tità d’esponente  rotto  (144),  sono  o propri  o appa- 
renti o impropri , come  il  rotto  che  gli  determina . Se 

n <;  0 , il  radicale  V p*”  ”=  p 77»  è proprio  come  il 
rotto  i in  tal  caso  si  chiama  quantità  sorda , ir- 
razionale , incommensurabil»  e anche  potenza  rotta  0 


imperfetta.  Se  n = o,  il  radicale  Vp*”  =p”*=p  è ap- 
parente, come  il  rotto  e significa  la  quantità  ra^ 

^ m -4-  71 

m 

zionale  p.  Se  n>o,  il  radicale  Vp*”'^”==p  t'»  = 

71 

V . \ . . m~^n 

p.p'”  e improprio  come  il  rotto  ~*~,  c si  riduce  a 
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p \'p  cioè  a qiiantlù  sorda  con  coefllcleute  raziona* 
le  . Che  se  p sia  negativo  ed.  m un  niunero  pari , il 

VI 

radicale  dicesi  immaginai  io  o impossibile  , 

non  potendo  esservi  quantità,  che  moltiplicata  un  nu- 
mero impari  di  volte  per  se  stessa , risulti  negativa 
(i3i).  Tutte  r altre  quantità  o razionali  o sorde  di- 
consi  reali  per  opposizione  all’  immaginarie  . 

146.  Ora  i'".  i radicali  si  riducono  al  grado  stes- 
so , come  i rotti  allo  stesso  denomioatore  ; così  giac- 

i 3 I 

clic  aVb  = a.b  e c'/a*  = c.n  ,come  —e  — diveu- 


gon  così  verrà  a'/6  = a...b**  = a Vt*  e c»/n' 

00 

t ^ 

c.n  =cVn*:  2".  i radicali  si  riducono  » minore  e*' 
«pressione , come  i rotti  impropri  ad  interi  e rotti  j 

i *-+-5  3^ 

così  3Va^  = 3a  =3^^  —^aVa,  e 2 v 2500  = ..u 

n X 4 X X 

£iV4.5'^=2.4  .5  =2.4  =10(4.5)  = 


10V20:  3’.  le  quantità  razionali  si  riducono  a radicali 
d’ un  dato  indice  o esponente  , come  gl’  interi  si  ri- 
ducono a rotto  ; così  per  cangiare  ab‘  in  radicale 

X ± 

quadratico,  cubico  ec. , si  fa  ab^  = a b =V<i*h^=c 

A & 3 

6"*  = \/ ec. 

147.  I radicaH  ( ridotti  a minore  espiessionc  ( 146)  se  si 
può  ) si  sommano  c si  sottraggono  al  solito  (116.II7),  e 
se  hanno  T esponente  stesso  e k stessa  quantità  .sotto  il  se- 

3 

gno  , si  riducon  pure  al  solito  (114):  C05Ì  -\r  b-i- — 

3 3 ^ 

3^/6  = 3V'«— 2^^»;  s/'iza’h—  f = 3aV3“^  —ai*  X 

) =:  (3a’ —«&*■) Vsai.  Si  moltiplkano  aackc  e si  di- 
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viJono  o col  soliti  segni  (24.33)  p effettivamente  dopo  *• 

i 

verli  ridotti  al  grado  stesso  (146):  così  \/3 . Vi  = (S -7)*  = 
/ , V2I_  ,2I_  , ^/,a_  -i  jl5__  '*5  ‘l  5 

Vsi;  = V^- V*  — ® =.... 


6 


o 

2r 


;/n 


!•»  , iJ T <*  ■ 1 

" — =a  :o  Infine  si  alzano  a potenza 


"V 

intera  o vott.i  moltiplicandone  l’esponente  per  quello  dèli 

T :k 


f.  3 


2 


potenza  data:  così  (Va)’ = 3*^  =3'‘=V2’ =2Vai( V«*X 

2n  3.V 


1. 

3 


h”  Y h ~ a"b*  : e in  generale  se  il  radicale  e la  da.» 

ta  potenza  haruio  lo  stesso  esponente , ai  toglie  il  radicale  ; 
t ^ ÌA  A’ 

del  pari  V (V^)=-^'^  -h*  ~^h-, 

y ^ 
t^=V&«‘ 

J43.  Anche  le  quantità  immaginarie  si  riducono,  si 
sommano  e si  .sottraggono  al  solito.  Quanto  alla  loro  molti- 
plicazione, è chiaro  che  come  V^-V«  = V“*  ^osì 

V(  — l)- V(  — ^ ) — V(— 1)*  — — ^ -, onde  in  generale  V — «X 

V — a ( V*^  • — I ) (v^*-  V — I ) = — I • V“*  — — a ? 

V — a.V  — i — (V^'V  — ^ )(  V^  "V  — 0 — — l.y/abz:-»- 


,^ah . Dal  che  si  ha  (V  — I = ± I e ( V — I _ 

( V — *1  r”V — l:=±V — I»  preso  il  segno  -f  se  n è pati  : 
perciò  anche  ( V — I )"=  — V — I ( 143  • IV  ) > presi  i segni -i- , 
H-  se  nzz.  à,ni\  i ■+ , — se  n r:  4nz  -f- 1 ; i — , -4-  se  n =;  4OT  -t- 
2 ; ci  — , — se  n—  \m  -4-3 , essendo  m un  intero . 

149,  Si  noti  infine  1°.  che  supposto  a -+■  b>^/±c  = A-4- 
B ^±c  (A  son  quantitk  reali  e razionali  ) ,.sara  A n: 

<i,B— ò;  poiché  fatto  azr;  A ±m,  verrebbe  A±m-4-AV^‘^  — 
A-fBV±c-,  edin=z(B  — b)V±c,  cioè  il  razionale  egua- 
glierebbe il  sordo  e 1’  immaginario,  il  che  è assurdo  ; onde 
se  una  tpiantita  di  razionali  e radicali  o reali  o immaginari 
sia  zero , i razionali  da  scy  i radicali  reali  da  se,  c gV im- 
maginan  da  so  saranno  zero  .•  3°.  che  un  prodotto  o un  quo- 
ziente (il  radicali  reali  può  divenir  razionale  ; così  dividen- 
m m mmm 

ào  a±b  per  V“  ^ V^»  ha  ( ^b){/>/a^  * — . . . 

m ^ ^ » 

Va  "ò'+Va”^  •’ò*  — ,..±V^^  * ) n a -4- i , preso  -+• 
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se  m è impatl;  e {nja — -HVa™  ^6h-...-+ 


m 

Vi”*  ' ) = c — i : 3°.  che  anche  un  prodotto  o quozien- 
te d’  immaginarj  può  divenir  reale  e razionale  , come 


^ — — ; — ^ ■■  — ) y = I ; 4®.  che  un  imma- 


ginario G-l-iV — l±c±nV  — I si  riduce  sempre  alla  for- 
ma A H-  B/v/~  I > facendo  a±c  — A , e i ±^=r:  B ; onde  quan- 
to è vero  della  somma  e sottrazione , dee  pur  verificarci  del- 
la moltiplicazione , divisione  ec. , che  son  combinazioni  di 
queste  due  operazioni  fondameneali  (il):  5°.  che  perciò  an- 
che le  radici  immaginarie  dell’  equazioni  si  riducono  alla 
forma  A-±BV — I • 

150.  Volendo  ora  alzare  il  binomio  a sfc  & alla 

potenza  ^ o basta  indicarla  e scrivo  al  solito 

{az±h^  ( 143  • ) ’ o deve  effettuarsi  c pongo  ( a r± 

h)(adc.h)  (138)*  Dunque  1°.  se  m = 2,  ver- 
rà {ar±by  — (a-:±h  ) ( ar±b)  — a'  ùab  -i-  5*  ; on- 
de la  potenza  seconda  o il  quadrato  d'  un  binomio 
a rt  b contiene  ì quadrati  a'  , b*  dei  due  termini  e 
il  doppio  prodotto  r±  2ab  dell'  un  nell'  altro  • I segni 
son  tutti  positivi  se  i termini  del  binomio  hanno  il  seguo 
stesso  ; se  lo  hanno  diverso , il  doppio  prodotto  è negativo  : 
generalmente  ( per  dirlo  una  volta  per  sempre  ) in  ogni 
potenza  son  negativi  quei  termini  ove  si  trovano  po- 
tenze impari  di  un  numero  impari  di  teraiiiil  negativi. 

151.  Osservazioni.  I.  Il  quadrato  d’ un  polinomio 
qualunque  o.b-gc-\-  À-tim  risulta  dal  quadrato  di  cia- 
scun fermme  e dai  doppi  prodotti  dei  termini  a2a2, 
ed  è 4h*  - I2he-t-9c'*  -t-  t\hd-6cd  -t-  d'  - Sbm  -+•  I2au  - 
4d;n-t-  4;n*.  II.  Il  quadrato  di  a=±h  non  perde  la  sua 
qualità  di  quadrato  unendogli  il  quadruplo  prodotto-  di 
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Ah  con  segno  contrarlo  -,  infatti  tanto  è quarlrato  {a 
i>y  quanto  ( a=tf  ^ 4*^^  = (a  ^ t)* . HI.  Un  qiux^ 

drato  incompleto  x*  =t  compie  coll'  aggiungerceli  il 

P 

ouaàrato-  della  metà  del  coefficiente  totale  di  x ; qui  il 
total  coefficiente  di  a*  è r±  — , la  sua  metk  è — — , il 

b* 

suo  quadrato  è ^ , e il  quadrato  completo  è x""  z±l 
h-x  b^  ' 

-T*  “X  • > 

P AI’  ^ ..... 

152.  In  generale  sieno  m,m  n cc.  I termini  Ignoti 
delia  radice  binomia,  frinomia  ec.  del  quadrato  da  ccunpixsi  , 

è*  V 

c si  debba  compire  **  ± — ; fatta  *±/ti  la  sua  radice,  sa-* 

P 

tk  2a-ni  — — ed  m ~ — , onde  f intero  quadrato  c ( a-  d: 
— j*  , come  sopra.  Debba  anche  compirsi  -4- -1- c ; posta 

‘jp  * * 

la  sua  radice,  sarh  — — e — — c;onde/n=: 

X X X K 

A,  n e r intero  quadrato  ( )- 

153.  Con  questo  metodo  può  anche  elimln'ai'si  un  dato 
termine  d’ un  quadrato,  salva  la  qualità,  di  quadrato.  Ag- 
giungo ± r ( preso  il  segno  contrario  a quello  del  termine 

da  eliminarsi  ) alla  radice  di  sopra  — e pongo  ... 

A’  2/ 

«fr  5^ 

rz  al  termine  che  dee  sparire , come  — ^ : dunque  r = 

* 4/' 

, h’’-  y f f b-^CX  L'^X\*  _ , 

— - , e il  quadrato  senza  — sara  (— *+  — Col 

S/  ^ 4/*  ' uf  8fV 

metodo  stesso  si  avra  un  quadrato  indeterminato  Q in  mo- 
do che  Q:pd  sia  quadrato  ; poiché  eliminato  d,  verrebb# 

"51.11.)  (j=(2^±-±)‘, 

i.c;4.  Dunque  2".  se  7u  = 3,  sara  ( a r±  hy  = 
(«=+/’)(  ^tr±h)'  ~a^  r±  3u*hM-  3u£>*  :±P  -,  onde  la  terza 
potenza  o il  cuho  d'  un  binomio  contienei  cubi  de' suoi 
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iué  termini , c i tripli  prodotti  del  quadrato  di  ciascun 
termine  nell'  altro . 

155.  Se  bisogni  compire  un  cubo  y^±py,  posta  y±m 
la  sua  radice,  Sara  2y^m—py,m=z^y  e il  cubo  completo 

3y 

1 56.  Dunque  3”. se ;n  = 4 , verrà  (a=t^)^  = (ii=4: 
^ ) ( arti’  = a*  4a^  £>  -+  óa'^h'  r±  : se  m r= 

5,  si  avrà(ar±^)^  — a^=±5a^£H-iOi,i’i®ri:ioa*ii’“- 
f^ab* -dzb^  ec-  Ma  ecro  la  formuk  generale  che  trovò 
Newton  per  formar  le  potenze,  e che  si  chiama  per- 
ciò la  Formula  del  Binomio  di  Newton: 


m 


m- 


■ma 


m-^l 


m — I TU — 2 


t -t-  ;n . a 


ra  m — I m — 3 

b r±m . — 


3 


TU—l  m— 2 m— 5 ”*“4r4  , 

<x  ->rm. a ^ ec.  , ove  la 

334 

legge  dei  termini  è manifesta , e i’  ultimo  di  essi  è 


'oz> 

m — I 773 — 3 


771 — 1 m—'^  O 3 » or"*  T"*  ^ 

7n » — . . . . — a.  b =0  . Liosi  se 

3 3 772 2 7/2 1 772 


. 772 


,772 


m = 3 , viene  a}  =±  ^a'b  -t-  ^ 3a£*  ) rt  x 

a°P  { = ±zh^  ):  qui  la  formula  finisce,  essendo  in  tut- 
ti i termini  seguenti  jm  - 3 = ò ; e dalla  fonnazione 
stessa  delle  potenze , cioè  dal  moltiplicare  ar±b  per  s% 
medesimo , si  rileva , che  se  m è numero  intero , deb- 
bono esserlo  i coefficienti  m.^ — -,m.- — I. Sl~^ec.: 

3 2 3 

ma  se  m è numero  rotto , i coefficienti  «on  rotti , e 
la  formula  non  ha  mai  fine« 

157.  Ella  si  dimostra  osservando  che  la  potenza 
dì  a±.h  è il  prodotto  d’un  numero  m di  fattori  eguali,  on- 
de se  sia  a±or:o,  ella  .avrà  le  proprietà  tu^te  d’  un’equa- 
zione del  grado  m (317).  Quindi  il  primo  termine  sarà 
(313);  il  secondo  sarà  * nella  somma  delle  radici  +■  b 
prese  772  volte  con  segni  coatrarj  (317),  cioè  sarà±777a”* 
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il  terzo  s^a  a nella  somma  dei  prodotti  delle  radici  qp 

h prese  a 3 a 3 (317),  cioè  sarà,  i (385)  ec.r 

e ben  si  Vede  che  torco  si  avvera  quando  pur  l’ esponente  m 
fosse  irtazionale , trascendente  ec.  (io) . 

158.  Risulta  dalla  formula  che  i termini  compe- 

. sima  . , . 

tenti  ad  una  potenza  m sono  m -4-  i , giacche  gli 

esponenti  Ai  a, h vanno  da  o fino  ad  in:  3*.  che  si  ha 

il  coefficiente  d’ iin  termine  col  moltiplicar  quello  del 

termine  che  precede  per  1’  esponente  ivi  dato  ad  a , 

e col  dividere  il  prodotto  per  il  numero  dei  termini 

precedenti  : così  se  m = 7 , il  primo  termine  di  ( a -t- 

ly  sarà  c=z a’  il  secondo  h — — = ... 

i 

t ; il  terzo  m a h =■-—  a^h  = tiicL^b  ; 

il  quarto  35a‘^£’, 

3 3'  3 ' 

simo 

dopo  il  qual  coefficiente , che  è 1’  — ~ e perciò  u- 

no  dei  due  medj  o massimi  della  potenza  ( se  ella 

simo 

fosse  pari,  il  massimo  sarebbe  il  solo  — — ) tor- 

nano con  ordine  inverso  i coefficienti  dei  termini  già 
trovati,  e sono-4- 35a’i^-+3ia*i>^-4*7a6®-4-i>^  ; perciò 
riunendo  usasi  termini  dello  stesso  coefficiente , pri- 
mo ed  ultimo , secondo  e penultimo  ec, , come  si  fa 
^talora  per  comodo , viene  ( a*+ H-  'fah  ( u*-4* 
) -f-sia*£*  ( a’  -+l)^  ) -r35a*fi*  ( a,-4-£). 

I59'  Voglia  anche  alzarsi  alla  potenza  l’ equatio- 

m m m.  m 

he  «— : si  avrà  a;*”  r=( /\/a -+- , e sviluppando 
il  binomio  con  riunire  a 3 as  i ceemini,  si  troverà 
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X SS  X . 

m m m , 

*/ ah ^)*+ 
m — I m m - 

n OT“— I OT— *>  ^ ^ ™ éc 

Va’ÈJ  C 

OT — I m—2  OT— o ”*  m » o 

■ “ • “i~  ■- ì~  Va"  ~*-WS" ) H- 


W 1 m 2 772 — .-3  772  -d  ”* 


772  772 

771-10  . ./r7n-IO, 


ec. 


Litnltando  dunque  il  calcolo  all’  esponente  m 10 , 

«1  ha 


/ 772  \ 

\ \/ c-i-Vk) 


172  \ 772— JO  772 

772—10  / 771—10 

, Va 


772 


, . / 772 II,  . . » 

(772  — lo;  Va  0-4- cc.,  • perciò 


»72  772 

Va””  •° 

■ 772  771  \I71— 8- 


/ 772  771  \I72— ^ o ® o 

■\  ' ~x^  -f(7n-8)V^«^~^S 


(/72-8)(/71-9)  OT— lo 
y a 


6*  ec.  t onde 

fH  ‘ 1.  70  * M 

® . a/a'” — ® — 8 A m — Io  , T . 

Va  H-vo  — A!-  -*-(771  — 8)*  Va5;  cosi  prò- 

• ■ . seguendo,  viene' 

771 6 . ./iTTl— 6 771—5  , 772— 8 ” 


ya”“°  -4-Vi””‘^=*””^-(«-5  )*””Va5H- 


772 


. . 772-  8 ^ ,T,  772—4  «U— 8 

(7T2-7)a  y'a^£^«._— -— (772—9)  x 


772—10 


772 


\/a35» 
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/ 7/»— 3 m — 2 , \ n — 4 '/  _ 

ya  -è-y^  — 2)x  ^ycS^-i- 


7?l 


771 


. 772 


3,  , m—6"\  ,,,  2 771—6, 

—-(«-5)*  Va  B-  — —-.—-{m  — X)x 

8 ”*/  »n 2 772 7 772  8 

» -t (771— 5)  X ...  .. 

<3  ^ 


Dunqae  sostituendo  e riducendo , 


772  T 772 3^/  T •>  -ri 

*f  «a-4-0-J-772X  VOO 772  , “X  V 0*0*  -f  . . . 

«A 


m 


m— 4 02—5  ^_(5  ")  772  — 5 '”—6 

m.— -•  Va’fi’—  - 


772  . • X 

33^ 


772 


nj— *3  772— 8 '/  4r*  4 «—7  w— 8 «—9 

m 

m — IO 


— ec. 


i6o.  Se  in  vece  d’un  binomio  debba  farsi  k po- 
tenza d’  un  trinomio , d’  un  quadrinomio  ec. , come  di 
p-4*7*+r- J,  si  porrà  p •+  q=  a,  r - s — b,  e si  sosti- 
tuirà poi  il  valor  di  a,  dì  6,  e delle  loro  potenze.  ' 

Potrà  vedersi  altrove  ( nel  Calcolo  Differenziale  ) che 
dato  un  polinomio  qu^unque  f-\-gx-\-hx'^ -¥kx^  -4-Zx.^  ■+  ec. 

da  alzarsi  a qualunque  potenza  se  essa  si  supponga 

FH-Gx-t-Hx*-4-Kx’-4-Lx‘»-4- ec. , i éocCciend  E>G^H  ec^ 
saranno  con  legge  maiùfestissima 


F:=/-, 

r - 

^-y~’  , 

jj  „ 277/1^-J-  ( m — I ) oG 

|T  _ 3 •+  f 27»  — I ) /rG  w —3  ) 

L — 4»<^Fh-(3w  — I)iiG-^^  /ro— 2)àH-t-(f»— 3)^K 

■“  ' Àf 

161.  La 
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j6i.  La  formula  Newtoniana  può  anche  esprimer- 

772 

«1  più  generalmente  ; poichò  essendo  ( P =t  PQ  ) ” = 

-"i  m m 

A ■=+:  — 1 V"+‘— ( — — — )P  Qrtec.  ,sdA  rar>- 

n 11  'in  •2,  ^ 

presenti  il  primo  termine,  B il  secondo  ec.  coi  loro 

m m 

sesni , si  avrà  ( P ^ PO  )"  = P'‘-+  - X 

^B  rt  — — QC  -4-  ®c. , con  che  si  passa  ali’ estrazion 
delle  radici  che  son  potenze  rotte  (145).  Vogliasi 

L 

= : saràP=:p",  PQ  = 5,Q  = 

^ 72 

“ ed  m = I ; perciò  sostituendo  verrà  V'  ( p =± 

5 ) -4-  — 9_  (_+  I _ ^-1 . X - 

3 P--  3 3 «V" 

n—  I 2/j— I 3;j— I o’  . - . , . 

— .^^rtec.),  ove  la  legge  dei  ter- 
mini è manifesta, 

3 

Così^  volendo  y'd,  divido  6 in  due  parti  tali  che  la  pri- 
ma c più  grande  sia  un  cubo,  e pongo  6 — 8 — 3,  onde 
p^r=8,  p = 2,  2—3,  n — 5,  e presi  nella  formula  i segni  di 

rt 

• I 3 2.2*  2.^.2* 

sotto,  SI  ha  WÓZZ2 ec.n:2  — 

fi  o*  O o O r»3  08 

O*  ^ ^’O  ""'0‘0  • 

I I < 3 . 

--  — — — — — — ec.  Il  primo  termine  dk  a/ó  =-3,  ove  il 
6 22  2592 

cubo  8 supera  6 di  2,  e 1’ approssimasione  è poco  giusta: 
i primi  due  termini  danng  2 — “V’  cubo 

6 ^ dk  un’  n^prossuTtazione  più  esatta  : , dai  primi  tee  ter- 

u 
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mini  ho  = — , e il  cubo  6 — si  accosta  al  vero  an- 
-2  3Z3'-ì48 

che  più:  ma  perchè  6 n*n  è cubo,  x»#n  si  giunge  mai  al 

r> 

O 

valor  vero  di  y'ó , benché  1’  approssimazione  sia  sempre 
maggiore . 

l6’.  Se  pongasi  la  serie  — - — — ec.)zzd,  es- 

n — I 
np 

n 

sondo  à decimali,  verrk  v^(p"±5):=p-+(i,  e alzJindo  tut- 
to alla  potenza  trascurati  ec.  come  piccolissi- 

itii  , si  avra  un’ cquazion  del  secondo  grado,  da  cui  ottenu- 

ri— -2 

to  il  valor  di  <f,  si  dedurrà  v (p"  ±q)=.p-hd— p 


V e nei  casi  particolari  di  n — 3, 

n — 2/ 

n{n-l)p 


3 / ^ 4 

n=:4  ec.,  sarà  V (/>’  ±9)  = T V(^  - i)>  9)  = 

(— ) cc. , formule  che  danno  una  facile  ap- 
3 V 9 6p* 

fifòssinìazione  se  si  tratti  di  basse  potenze  ; in  altro  caso  la 
ùnghezza  del  càlcolo  è insopportabile . 

163.  Dalla  formula  data  ( 161  ) potrebbe  aver- 
si la  radice  esatta  d’ una  potenza  polinoinia  perfetta , 
«e  vi  fosse  un  modo  di  riunire  in  termini  finiti  gl’  in- 
finiti suoi  termini.  Vi  si  supplisce  col  disfar  la  po- 
tenza per  mezzo  d’  operazioni  contrarie  : così  per  e- 
strar  la  radice  quadra  da  n”  — dax  ■+  , i",  ordino 

la  quantità  come  qui  si  è fatto:  2°.  .«c  dai  segni  , dai 
coeflicienti , dagli  esponenti  rilevo  che  non  vi  son  ter- 
mini ripugnanti  al  quadrato  (i-;o),  estraggo  la  radi- 
ce quadra  dal  primo  termine  a*,  cd  essendo  Va'  = 
a (147)5  scrivo  a in  radice,  sottraggo  il  suo  qnadra- 
fr)  dalla  quantità'  data  , e mi  resta  — 2a.v  -t-  x*  : 3'’.  poi- 
clic  in  questo  resto  dee  trovarsi  il  doppio  prodotto  di 
(I  nell’ altro  termine  e il  quadrato  di  questo  (150), 
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rackìoppio  a,  divido  il  resto  - 

per  2rt  pongo  il  quoziente  --  | ^ ^ x) 

>9c  tanto  in  radice  quanto  nel  ^ i — 

divisor  2ii , e sottratto  dal  — 2,ax~^x~ 

resto  il  prodotto  di  — x per  ^ 

- X , viene  o , il  che  indica  ^ q 2dx  -t-  a-  * 

chela  quantità  data  è un 

quadrato  perfetto  della  ra-  2.a-+x  , 

dice  a - AT  o A-  - a,  giacché  am-  ° o 

Lcdue  soddisfanno . Ed  ecco 

( per  dirlo  di  passaggio  ) donde  nasce  ì’  ambiguità  dd 
radicale  quadratico , suscettibile  di  -+  e di  — , o di  rt , 
che  si  pronunzia  pià  o meno,  e che  sempre  ò sottin- 
teso se  non  sia  scritto  : così  V ( u — a vale  -+  v7  a 

xy==t(a- 

prendersi  1 un  ) '4  a ' 

segno  piatto-  ^ .7T~-  . 

sto  che  1 al-  Qu  . ►■a  i*-» 

I lo  fi  3(j  a" 

tro , se  lo  sta-  c+ 

to  della  que-  “ ^ 

«tione  non  e-  


lRad.±(-. 
I 4 


ab  ■+  ~ ) 
a ^ 


LiLfO  * < * U C 

— ; ^aàb*~\ 

10  fi  aa 


scinda  1’  un 
dei  due  . Del 
resto , 1’  Ope- 
razione di  e- 
strar  la  radi- 
ce si  continua 
finché  vi  son 
termini , e ne 


pon ghiaino qnì  r*""'  ' 

per  disteso  t\n  altro  esempio. 

164.  I numeri  son  soggetti  alle  stesise  regole  d’e- 
strazione, giacché  hanno  le  parti  ste.sse  dol  quadrato 
letterale  : così  26^=  676  —(20-1-6  )*=  2o‘-t-  2.20.6-t- 

6*)=(7-t-9H-I0)*  = 7*  H-  2. 7. 9-1- 9*  -+•  IO 

2.9.  lo-i-io*.  Ma  confondendosi  queste  parti  nel  riu- 
nirsi in  un  sol  numero  6“ó,  si  dividerà  il  numero  da 
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|E.  28o5 
Q-  Z>8:,36,36 

38Z 

33<?3^ 

00000 


..  . X6°,)( 

iestrd  a sinistra  in  membra  di  due  cifre , coìninciandé 
V estrazione  a sinistra  come  la  divisione. 

Infiltri  ogni  membro  di  due  cifre  dk  una  cifra  in  radi^ 
ce  ( 10.5°.),  ed  un’altra  ne  da  il  primo  membro  a sinistra, 
giacché  o abbia  due  cifre  ouna^  conterrà  sempre  una  potenza 
seconda:  si  avranno  perciò  tante  cifre  quante  sOn  le  membra. 
Esempio . Vogliasi  la  radice  quadra  di  4873635 . 
Diviso  il  numero  in  membra,  i°.  prendo  la  radice- 
dei  massimo  quadrato  4 , contenuto  nel  primo  mem- 
bro 7 a sinistra  -,  ella  è a che  pongo  in  radice , e sot- 
tratto il  suo  quadrato  da  7,  ro- 
sta 3;  al  resto  3 unisco  il  se- 
condo membro  87 , e fatto  un 
})uiito  sotto  il  7 per  escluderlo 
dalla  divisione  che  son  per  fare  , 
raddoppio  al  solito  la  radice  2 , 
divido  38  per  4,  pongo  in  radi- 
ce  e accanto  al  divisor  4 il  quo-  5°^® 
ziente  8 ( se  ponessi  9 non  po- 
trei sottrarre  ),  e sottratto  8.48  da  387,  resta  3:3“- 
al  resto  3 unisco  il  membro  36 , punto  il  6 , raddop- 
pio la  radice  28  , c per  56  parto  33  ; ciò  dìi  o in  ra- 
dice; e abbassato  1’ ultimo  membro  35,  puntato  il  5, 
raddoppiato  280  , e diviso  3363  per  560  , scrivo  in 
radice  e accanto  al  divisor  5Ó0  il  quoziente  6;  e poi- 
cliò  tolto  6.5606  da  33636,  nulla  resta,  la  radice  e- 
satta  ò 2806  , che  si  verifica  togliendo  il  9 dai  fatto- 
ri 2806.2806  e dal  prodotto  7873636  (26). 

165.  Se  il  numero  non  è quadrato,  si  indica  l’e- 
strazione con  V,  e se  ne  estrae  la  parte  che  si  può 
(146)  : così  \/io8  = V3  ■ 6*  =6\/3 , ^640  = . io  =: 

8v/io,  Ma  per  aver  poi  la  ra- 
dice di  IO  , gli  si  aggiungono 
delle  coppie  di  zeri  e si  ope- 
ra come  sopra , distinguendo 
in  radice  tanti  decimali , quan- 
te coppie  di  zeri  si  aggiunse- 
ro: così  V IO  = 3, 162  te. 


|R.  3,162  ec- 

Q.  10,00,00,00 
100 


61 

626 


6322 


3900 

14400 
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166.  Si  estrae  la  radice  da  un  rotto  citraeiidola 
dai  suoi  due  termini  al  solito  ( 164. 165  );  e si  estrae 
pure  al  solito  dai  decimali,  reso  prima  pari  il  loro  nu- 
mero con  degli  zeri  (165). 

167.  Osservazione.  Sia  ( ron-f-6)®  un  quadrato 
qualunque , e b Una  delle  dieci  cifre  o , i , 2 ec.  : di- 
sposti in  ccfntinaja , diecine  ed  unità  i termini  del  qua- 
drato, s\  vedrà  che  la  sua  ultima  «afra  è anche  l’ ulti- 
ma di  h* : ma  può  finire  in  o,i,4,5>^>9j  dunque 
niun  quadrato  finisce  in  2 , 3 , 2 , 8 . Ciò  si  ha  pur  dal- 
la Tavola  dei  Quadrati , che  con  altre  potenze  si  dan- 
no al  fin  di  quest’  Opera  : e dalla  formula  e dalla  Ta- 
vola si  rileva  di  più  i*.  che  la  penultima  cifra  dei 
quadrati  terminati  in  i , 4 , 9 è un  numero  pari  ; dei 
terminati  in  6 è un  numero  impari  ; dei  terminati  in 
5 è 2;  e dei  terminati  in  o è o:  2".  che  la  terzulti- 
ma cifra  dei  terminati  in  5 è 0,2,6.  I numeri  dun- 
que seftza  tali  proprietà  dovranno  escludersi , se  si  trat- 
ti di  sceglier  tra  molti  un  quadrato . 

IÓ8.  Vogliosi  ora  la  radicè  cuba  della  quantith  ordinata 
/> 

o ^ 

C.  Poiché  ^a^  — a,  scrivo  a In  R,  sottraggo  il  suo  cubo  da 
C,  e resta  P.  In  questo  resto  dee  trovarsi  il  triplo  prodot- 
to del  quadrato  di  a nell’  al- 
tro termine  (ie;4);  triplico 
dunque  n*  , parto  P pei'3a*, 
pongo  in  R il  quoziente  2i, 
sottraggo  da  P i tripli  jno- 
dotti  3 . a*.  26 , 3 . 4Ì*.  a , e il 
cubo  di  2i , e nulla  avan- 
zando, C è un  cubo  pciftft- 
to  della  radice  a-+  2b. 

169.  Nel  modo  stesso  si  opera  sui  num,eri.  Divìso  C in 
membra  di  tre  cifre,  scrivo  3 In  R per  radice  del  massi- 
mo cubo  contenuto  nel  primo  membro  col  resto  12:  uni- 
sco al  12  la  prima  cifra  6 del  secondo  membro,  e triplica- 
to il  quadrato  della  radice  3,  divido  I2Ó  per  2~ , il  che  dà 
4 per  radice  col  resto  i3:  unisco  pure  al  18  l’altra  cifra 
del  secondo  membro  , c nc  tolgo  il  triplo  del  quadrato  di 
4 molti pUcato  per  la  radice  3 ; abbasso  la  terza  cifra  i at- 


|R  a-h2b 


C — l- da'Zi -+•  1 2oZ>^ -+ SZ>^ 

n 5 


\ 


P O H- 

— 6a*A—  I2ai*  — 
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canto  ni  resto  41 
e ne  tolgo  il  cu- 
bo di  4; dopo che 
trattando  la  radi- 
ce 34  conte  una 
sola  cifra , si  ri- 
comincia r ope- 
razione : e se  il 
dato  numero  non 
sia  ctibo,  si  pro- 
seguirli r estra- 
zione ad  aibiuio 
aggiungendo  dei 

terni  di  zeri  all’ 
avanzo,  e distin- 
guendo altret- 
tanti decimali 


nella  radice . ,■  j • 

l’io.  La  rr.ulcc  cuba  d’un  rotto  si  estrae  al  solito  dai 
suoi  due  termini;  c si  estrae  dai  decimali  , reso  multiplo  di 
3 il  loro  numero  per  mezzo  di  zpri,  e operando  quindi  co- 
me or  ora  si  è detto  (169). 

l";!.  Dai  radicali  posson  talvolta  estraisi  le  radici  coi  me- 
todi consueti  (1Ó4.  168  ),  e in  tal  guisa  si  trova  che  la  radice 
di  14  — 6V2-ì-6v/3  — ‘2^/6  c 3 — ^3  VS  : '"a  più  spesso 

fi-  sima  • 

hanno  la  forma  p±\'q  (l.<55)>  c se  ne  cercala  radice  m 
Sia  1°.  m—'l,  e supposta /\/arrt la  radice  di  avre- 
mo I /y/a- -+  vO'  — (p  V'7 ) * “ — Vy  — \/  ^/l) 

(pongo  co  per  non  eguagliar  l’ immaginario  del  secondo  mem- 
bro al  reale  del  primo,  nel  caso  di  \/q  >■  p).  Quadrandole  e 
sommandole , si  ha  HI  ‘2x  -i-  ‘2y  ~ ( I ± l ) p -h.  ( I ^ I ) v^3  • 
moltiplicandole,  viene  IV  2x  — 2y  — 2.^  ( ^ q)’  sommo  e 


sottraggo  la  III  e IV  ed  ho  — [(l±  l)p-»-(r  4: 


2 v' ( P " ^ 7 ) ] , Vj  = V [ ( I ^ I ) P ( I + 0 a/ 2 — 2 ^(P  ’ 9)  ] » 

presi  i segni  di  sopra  se  p*  > 5. 

lisemp}.  I.  Sia  8 -1- 3V15,  onde  pzz8,5  6o,p^>-g,  e 
p-  — 1/~4;  dunque  v"x=z-\/5,  • IL  Sia  2-t-4v/Z»  on- 

de pz=2,  q — 1 1 3 , Jp  < 7,  c 7 — p"  =Z  63 ; dunque  y/x  — ... 

V~o~’  V^’  I4-+2x/46,  onde p=:  14, 3=:: 

784,2P>3,  «P'— 2 = I3;dunque  ^«=^(7  ^3)»%/^  = 
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V ( V'S)-  Sia  2^—  I , onde  p = o,q  = — 4,^*>f  , 

e jp®  — 2 — 45  V*~  I > ^6'~  V — I-  ■' 

X zti  A/  y 

l"2.  Sia  3°.  «=z3,  e supposta  — la  radice  terza  di 

V2 

3 3 

p±y/q,  verrh.  I a- -+ /y/^  “ y^/s  (/> -t- /y/(^) , Il  * — tjy  — n^/z{p  — 
»Jq).  Cubandole  e sommandole,  si  ha  III  a’ -+-3*;^  r:  ps; 

o 

fioltiplicandolc  , viene  a* — y — — 2)»  che  chiamoa, 

onde  IV  y — x~ — a.  Pongo  questo  valor  di  y nella  III,  ed  ho 

4a*  — 3^a' — pizzo,  che  fatto  V xzz—,  diventa  VI  u’  — 

^au  — 2pzzzo.  Presa  dunque  z=:  l se  p* — 2ccubo,ose  non 
lo  è , fattolo  divenire  con  un  valore  opportuno  di  z , cerco 
u per  la  VI  (33")  che  dee  esser  razionale  come  a,  se'p  -f- 
^q  è cubo,  ed  ho  a per  la  \',y  per  la  IV. 

Esempi . I.  Sia  io 6y'3  onde  p — io, 2=  lo8,p* — qzz 
— 8 , cubo;  dunque  zzzi,  a—  — 3 , it’  -+  6w  . — 30  “ o,  u r:: 

2 , a=  I , ed  _y  = 3.  II.  Sia  8-h  4v/5,onde pzz8,  q = 8o,p^  — 
qzz  — ló,  che  non  è cubo;  fatto  s — 3,  viene  azz  — 4,  w’  H- 
13U  — 33=: o ,u  — 2,xzz  I ,y  zz  ^ . III.  Sia  8l  -I-  33\/6,  onde 
pzz8l,  2=Ó534,p^  — 2 = 27,  cubo;  dunque  a I,azz3,u^  — 
pu  — l62zzo,uzz6,xzz^,y  — 6. 

173.  Lo  .stesso  metodo  servirà  per  le  radici  più  alte:  ma 
qui  si  o.sservi  che  ogni  quantità  ha  tre  radici  cubiche  o terze  , 

quattro  quarte, ..  n . Per  aver  quelle  di  l ( oltre  l ),  si 

farà.  zzr^e  divi.sa  z‘ — /‘zi  o per  z — r,  verrà  .... 

_i_ ..  = o , da  cui , 


7J-.- 1 ri 

z •+  rz 


•3  , n- 

-fr  a 


ec. 


-+•  r 

sime 


fatto  rzzi , sì  avranno  1*  altre  radici  n di  i . Così  se  n — 

3 , 1’  altre  due  radici  terze  di  i sono ? : le  chia- 

3 

mo  y , X , ed  è chiaro  che  yX  = I , e che  de  radici  terze  d’ u- 
na  quantità  qualunque  a che  è sempre  moltiplicata  per  i , sa- 

O O o 

000 
ranno  va,yv^a,X\/^. 
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APPLICAZIO^^E  DELL*  ALGEBRA 

ALLA  RISOLUZIONE  DI  ALCUNI  PROBLEMI. 


^Oine  un  Teorema  è una  Teritk  nsoessaria 
da  dimostrarsi  , cosi  un  Problema  è un 
Quesito  da  sciogliersi  o una  specie  di  enigma  da  indo- 
vinare . Or  non  è possibile  di  scioglier  l’ enigma  senza 
qualche  cognizione  a lui  relativa,  e senza  dei  rappor- 
ti tra  ciò  che  si  sa  e ciò  che  si  cerca  • La  soluzione 
dei  problemi  Matematici,  detta  propriamente  Analisi , 
è fondata  su  questi  rapporti  che  chiamansi  Condizioni 
del  Problema.  Si  tratta  solo  di  .esprimer  queste  condi- 
zioni in  modo  da  dedurne  la  notizia  di  ciò  che  non  si 
sapeva , il  che  si  ottiene  col  paragone  delle  quantità,  no- 
te ed  ignote  . Le  prime  diconsi  le  Date  del  Problema  , 
e si  usa  di  esprimerle  con  le  prime  lettere  u,h,c  ec. , 
ec.  L’ altre  si  chiamano  le  Incognite,  e si  no- 
tano con  r ultime  lettere  x,y,z,p,<^  ec.  Ogni  formu- 
la che  e.sprirae  1’  eguaglianza  di  più  quantità , si  chia- 
ma Equazione.  Il  segno  d’egualità  divide  1’  equazione 
in  due  membra  ; il  sinistro  ò il  primo  , il  destro  è il 
secondo . 

i"5.  La  più  alta  potenza  dell’ incognite  determina 
il  Grado  d’  un’  equazione  , che  dicesi  pura  o affetta  se 
r incognita  è solam«nte  al  grado  m o anche  ad  altri  gra- 
di inferiori  m — i , m — 2 ec. : così  x = a . . . z -+b=: 
y — c...  fìj) — sono  equazioni  del  primo 

grado  o lineari . Se  l’ incognite  hanno  due  dimensioni , 
cioè  sono  alzate  a quadrato  o moltiplicate  tra  loro , l’ e- 
quazione  ò del  secondo  grado  o quadratica,  come  xy  — 
h , la  pura  = u,  e 1’  affetta  x^  ~\-px  = q:  ed  è del 
terzo  0 cubica  se  ha  l’ iacognitc  a tre  dimensioni , comQ. 
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X'  ^ c . .. . px*  -h  qx  = h xyz  -f- . • • A'y  * = 

g.  Ma  qualunque  ne  sia  il  grado , lo  scopo  è di  far 
conoscere  il  valor  deli’  incognite  . Un  poco  d’  abito  al 
calcolo  basta  per  risolver  1’  equazioni  del  primo  e se- 
condo grado  ; quelle  del  terzo  e del  quarto  hanno  del- 
le difficolta  : per  quelle  del  quinto , del  sesto  cc.  non 
ri  è metodo  generale . 

? 

Equazioni  del  primo  grado . 


176.  Riunire  in  un  membro  dell’ equazione  tutti 
ì termini  noti , e lasciar  nell’  altro  l’ incognita  sola  , 
positiva,  senza  coefficiente  , senza  divisore  e senza  c- 
sponente  , questo  è ciò  che  si  chiama  risolvere  un  e- 
quazione.  Ora  1’ operazioni  che  guidano  all’ intento  per 
■un’  equazione  del  primo  grado , dipendono  da  tre  as- 
siomi . 

122-  I-  I due  membri  d' un  equazione  restano  egua- 
li 0 vi  si  aggiungano  o se  ne  tolgano  quantità  eguali . , 
Con  questo  mezzo  si  ha  l’ incognita  sola  e positiva 
poiché  se  sia  a-t-  26  = 40  — 3^ , si  aggiungerà,  3A:  ai  due 
membri  e se  ne  toglierà  a -+•■  26  onde  venga  a h-  at  -t- 
— a — 2h  = 4c  — 3 Jr  -4-  3,r  — a — iiZ’  : riducendo , si 
avrà  3jv  = 4c  — a — 2ò.  Dunque  si  trasporta  una  quan- 
tità da  un  membro , scrivendola  con  opposto  segno 
nell'  altro  ■ 

1^8.  IL  / due  membri  d'  un  equazione  restano  e- 
guali  0 si  moltip'lichino  o si  dividano  per  quantità  c- 
guali . Con  ciò  si  ha  l’ incognita  senza  coefficiente  e 


. -IN  . ax  ex 

senza  divisore  ; poiché  se  sia  -j.-\-m^px-\- 


ex 


u j i”.  trasporto  {121)  primo  membro  ed  m 


nel  secóndo,  e riducendo  viene  — px  = n — min”. 

h 

moltiplico  i due  membri  per  il  divisore  ?»  di  at  , cd  ho 
ax  — hpx  = hit  — hm  » cioè  ( u — hp)  x = b {n  — m ) ; 
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3*.  lUvido  i due  membri  por  il  coefficiente  totale  «li 

b ( n — m)  ^ ...  jy 

X e ottengo  x = toghe  un  cocj- 

)lciente  o un  divisore  dall'  un  membro,  col  divider  re~ 
'spcttivamente  o moltiplicar  per  esso  l'  altro  membro. 

Qui  si  avvertii  che  da  a-  (m  — Tj)  — b(m  — /i)  non  può 
dedursi  x~b  dividendo  i due  membri  pei  ni  — n ; polche  al- 
la sussistenza  dell’equazione  {x — b)(m  — n)  —o  basta  che 
l’uno  o Taltr*  dei  due  fattori  .v — b , m — n sia  zero  (Sf-)* 
onde  se  si  sappia  che  l’uno  è zero  , sara  dubbio  se  anche 
l’ altro  lo  sia  ; e se  si  sappia  che  1’  uno  non  lo  può  essere  , 
l’altro  lo  Sara  necessariamente. 

l"9.  III.  I due  membri  d'  un  equazione  restano  e- 
Z'uali  se  si  alzino  a potenze  coitali  intere  o rotte.  Co- 
sì si  ha  r incognita  senza  esponente;  poicliò  se  sia  h — 

a — \^x , si  avrà,  trasportando  ( \ ZZ)  et  — ?* > e al- 

zando i due  membri  alla  potenza  a*.  , verrà  x = 
{a-by. 

l8o.  Quasi  tutte  queste  operazioni  si  fanno  ( per  dirlo 
qui  in  breve  ) anche  neW  ineguaglianze , cioè  in  quelle  for- 
mule che  hanno  ^tramezzo  il  segno  >•  o < Infatti  è chia- 
ro che  se  i duo  membri  d'  uri’  ineguaglianza  si  sommino  , si 
sottraggano , si  moltiplichino  o si  dividano  per  (quantità  egua~ 

li , i due  membri  resteranno  ineguali:  onde  posto  ^^~¥mn> 

P 

iib--\-ax^mnf  Sara  I . ax>ab\2  . x>b:  3 . 

p p 


o bp 

ax  — px  t>bp:  4 . A-  > . 

a p 

In  due  cose  dlfferiscon  1’  ineguaglianze  dall’  equazioni. 
Supposto  x — a — b,  può  anche  farsi  a — bz:x-,  ma  supposto 
7.1  >a — b,  non  si  può  fare  a — b >m,  ma  solamente  a — 
b-<m  ovvero  b — a > — m.  DI  più  in  due  equazioni  .v  a — 
b ,yzzc  d ciascun  membro  dell’  una  può  sommarsi,  sot- 
nafii,  moltiplicarsi  o partirsi  per  ciascun  membro  dell’altra, 
'alva  l’egualità;  ma  nell’ ineguaglianze  anche  omogenee, 
cioè  ridotte  al  segno  stesso  >0  e,  supposto  m>  a,n>b , 
non  solo  non  può  combinarsi  il  primo  o secondo  membro  dell’  u- 
na  col  secondo  o primo  membro  dell’altra,  salva  1’ omoge- 
neità dell’  ineguaglianza,  ma  neppur  può  sottrarsi  o divider- 
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RI  il  primo  e secondo  doli’ una  per  il  primo  e secóndo  delVal- 
tia  , essendo  solamente  lecito  di  sommarli  o moltiplicarli  : 
perciò  si  potrà,  fare  m-\-n>a-\-b  ovvero  mn>aò,manon 


già  m — 71  > a — b ovvero 


>■  — . E di  qui  segue  i che 


non  è lecita  neppur  la  moltiplicazione  quando  include  una 
sottrazione  (l2I);  così  dajle  formule  m>-a — 6,72  > c — d 
può  bene  inferirsi  m -+■  ò > a,  72-H  d > c e quindi  ( m -j-  b) 
(/i (/)>  flc  , ma  non  già.  mn  > {a — b){c  — d ) se  pur  non 
si  sappia  d’ altra  parte  che  a>  b o c>  di  ii°.  che  molto  meno 
è lecito  il  fare  m — a> — b^n  — c> — d cpoi  concludere 
( 771 — a){n  — c.)  > hd:  3°.  che  1’  inalzamento  d’  un’  inegua- 
glianza a potenze  intere  o rotte  equiv;iIendo  alla  moltiplica- 
zione di  più  ineguaglianze  tra  loro,  non  può  farsi  qualche  po- 
tenza o estraisi  qualche  radice  da  un’ineguaglianza  senza  le 
stesse  cautele. 

181.  Con  questi  prineipj  si  risolve  ogni  equazione 
del  primo  grado  ; tetto  sta  nell’  arrivarvi , cioè  ncil'  c- 
saiiiinar  le  condizioni  proposte  e nel  combinarle  in  mo- 
do che  ne  ri.sultino  due  diverse  ed  eguali  espre.<oioni . 
Ma  non  vi  son  precetti  per  questo , e solamente  il  lun- 
go esercizio  e gli  esempi  pesson  dar  facilità  e avvedu- 
tezza per  condursi  ali’  eqnazion  d’  un  problema  . Ecco 
gli  esempi . 

i8a.  I.  Un  padre  ha  il  sestuplo  dell’età  del  suo 
figlio,  e la  somma  delle  loro  età  è 91  anni.  Qnal’ è 
r età  di  ciascuno  ? 

L’Algebrista  dirà:  sia  x l’età  del  figlio;  dunque 
per  la  condizione  del  problema , 1’  età  del  padre  è 6x . 
Or  queste  età  fanno  91  atnii;  dunque  ^^*  = 91  : ed  ec- 
co il  problema  messo  in  equazione',  quindi  (178)  x = 
^-=13;  perciò  il  figlio  ha  1 3 anni , e il  padre  ne  ha 
0. 13  = 78:  infatti  13-1-78  = 91.  Così  è risoluto  il  pro- 
blema e verificata  la  soluziomj. 

II.  Si  cerca  un  numero  tale  che  il  suo  prodotto 
per  4 , il  suo  quoziente  per  5 , e il  suo  moltiplicato- 
re facciano  12  j. 

Chiamo  .v  il  namci'o  cercato,  ed  ho 
4=  ; dunque  {lyi)  4-v  -+  jx  = 8^:  quindi  ( ) 
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!10A.'  -r  -V  =-  43^  ~ , e(t  A-  — ; infatti  f | >< 

4 -i-  'ì  ; Y -+  4 = 13^,  condizioii  del  problema . 

lÌL  Un  terremoto  abbattè  in  un  giorno  la  metà 
di  certe  case  , nel  giorno  seguente  un  terzo , un  duode- 
cimo negli  altri  giorni,  e restano  in  piedi  63  case.  Quan- 
te erano  ? 

Sia  .V  il  numero  delle  case  ; saranno  le  cadute 
nel  primo  giorno , e '/jje  le  cadute  negli  altri  gior- 
ni ; e poiché  le  case  cadute  e le  restate  formano  .v , si 
avrà  ])cr  cquazion  del  problema 

A*.  La  moltiplico  per  13  ( 1^8)  e sark  6x  ~¥  -+  x -¥ 

^56— I3.V  e riducendo)  iiat-h- 756=  I2a-,  cioè  (l'S'j) 
A' = 7,46  case. 

IV.  Tre  amici,  che  chiamo  B,C,D,  giocarono 
al  Lotto.  Il  gioco  di  B e C fa  3i  lira;  quello  di  B e 
1>  ne  fa  24;  e quello  di  G c D 37.  Quanto  ha  messo 
eiascamo  ? 

Suppongo  u = 2t  ,c  = i24,J’=  27  ed  .v  il  denato 
di  B ; dunque  a — x è quello  di  C , e c — x quello  di 
T);  che  sommati  debbnn  far  27  lire  . Dunque  a — A'-f- 
c — x—J\  e ( 177. 178  ) (a-t-c— il  che 

da  12  , e 15  lire  per  C e D. 

183.  Al  primo  aspetto  le  tre  quantità  del  denaro 
posto  parevano  tante  incognite  differenti:  ma  osservan- 
do meglio,  si  vede  che  determinata  una  di  esse,  restart 
determinate  anche  l’ altre . Perciò  il  numero  delle  inco- 
gnite non  dipende  dal  numero  delle  questioni , ma  dalla 
relazione  che  è traile  condizioni  del  Problema.  Pur  si 
avrebbe  la  soluzione  introducendo  più  incognite  : ma  in 
generale  bi.'^ogna  sempre  cercarle  soluzioni  più  semplici- 

V.  Un  padre  lascia  al  figlio  maggiore  rooo  scudi 
e ^ di  ciò  che  resta;  al  .secondo,  2000  scudi  e f-  del 
resto;  al  terzo,  3000  scudi  e ^ del  resto,  e così  fino 
air  ultimo . Fatte  le  parti,  si  trova  che  i figli  hanno 
ereditato  per  egual  porzione.  Si  cerca  i“.  1’  asse  pater- 
no; 2°.  il  numero  dei  figli;  3*.  la  parte  di  ciascuno. 

Queste  tre  questioni  parrebbero  tre  incognite  : ep- 
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jìur  coiioscìuto  r asse  paterno , si  Conosce  tutto . la 
fatti  tolti  da  esso  i looo  scudi  -4*  f del  resto,  che  van- 
no al  maggiore  , 1’  asse  diviso  per  questa  parte  , darà 
il  numero  delle  parti  eguali  e perciò  de’  figli . Chia- 
mo dunque  l’asse  paterno  *•,  e per  brevità  pongo  a = 
loooj^  poi  dico:  quando  il  maggiore  ha  presi  looo 
a>;udi,  T asse  resta  x — a,  di  cui  dee  avere  ^ ; dunque 
la  sua  parte^  è — a ) — f (5a-+- jc)  (<^1):  e tro-^ 

vata  la  parte  eguale  del  secondo  , si  avrà  1’  equazio- 
ne . Detratta  la  parte  del  maggiore , resta  a-  — f(5a-4- 
x)  — ^i^x  — 5J  ) , di  cui  il  secondo  dee  avere  2000 
2it,  e. rimarrà  ^ ( S*"  — &^)  — = § ( 5*:—  !?«)>  il 

cui  sesto  è -/(s  iSx — onde  la  parte  del  secondo 
è 2a  -4-  -3^  ( — I7«  ) — 3%  ( ssa  ) . Dunque  j(sa  -4- 

x:)  = 3V  ( S5a-i-5x  ) . Moltiplico  i due  membri  per  36, 
ed  ho  (1^8)  30a -4- 6-v  = 55a -4- 5^- , a?  ==35a  = 25000 
( I « U)  > partc'dcl  maggiore  5000  scudi  > e cinque  fratelli . 

VI.  A e B postisi  al  gioco  con  egual  somma , . 
han  perduto  . La  perdita  di  ^4  è t2*  , quella  di  fì  è 
S~J  , e B ha  solo  il  quarto  di  oiò  che  resta  ad  A . 
(guanto  aveano  in  principio  ? 

Aveano  x*\  e poiché  A perdè  12,  gli  resta  x — 
12,  mentre  a B che  perdè  57,  resta  x — 57;  dunque 
quadj'upiicando  il  resto  di  B , a:  — 1 2 = 4 ( a;  — 57  ) ed 
^=72(177.178). 

VII.  Qual  è il  numero  il  cui  terzo  e quinto  diffe- 
riscono di  6? 

Sia  X questo  numero  ; sia  a = 8,^=:5,-^=:|j 
dunque = <i‘,  onde  x — = 60 . 

m n n — m 

Vili.  Diviso  un  numero  A:  per  6,  si  è avuto  un 
tal  quoziente  che  sommato  col  divisore  e col  dividen- 
do, dà  69.  Qual  è questo  numero? 


Sia  a — 6,  6 = 69 , e si  avrà  — -4-  a -4-  a?  = & ; dùn- 

{b — a')a 

que  ^ =--J-  = 54. 
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IX.  Trovar  due  quantità,  di  cui  è dtfta  la  sonima 
c la  difiereiiza . 

Sia  li  la  Koninia  , h la  differenza  , x la  quantità, 
maggiore  , y la  minoro  ; diin([ue  x -+  > = a ed  x — y = 
b.  Sommate  e poi  .«sottratte  quest’ equazioni  {i2Z)^ 
ha  2.X  = a H-  h e ay  — a — h , onde  x~^{a-+b)  ed 

:y  = o(n  — Z>). 

184.  Dunque  ihita  Li  somma  c la  differenza  di 
due  quantità , la  maggiore  c la  metà  della  somma  c del- 
la differenza,  e la  minore  è la  metà  della  somma  meno 
la  metà  della  di  fferenza . 

Applicazioni  • Una  Casa  di  due  piani  ha  35  pie- 
di di  altezza,  e il  primo  piano  è 4 piedi  più  alto  del 
secondo  : qual’  è 1’  altezza  de’  due  piani  ? .sarà  ù = 35  , 
b =4;  dunque  x~  19^  ,03/=  . 

Due  pietre  jiesauo  libbre  28^8 , e l’ una  è libbre 
156  meno  dell’ altra:  quanto  pesa  cia.scuna ? a — 2878, 
bz=i^6\  dunque  a.' = 1517 , > ==  1361 . 

185Ì  Le  due  equazioni  x~¥ytzza,x- — y = h pos- 
sono anche  risolversi  prcndende  da  ciascuna  il  valor  di 
X , il  che  dà  x = a — y , x =■  b-i-y,  e poiché  x — x 
sarà  anche  a — y = h h-  y , onde  o,y  ■=  a — b ed  ^ ^ 

(a — b),  valore  che  posto  nell’  equazione  x = a — y , 
la  riduce  ad  x — a — {.  (a  — b)~  h ( a -P  h ) . Ma  per 
eliminare  un’incognita  onde  si  cono.<?ca  l’altra,  è pre- 
feribile il  (xnnpemlio  di  sopra , che  con  un  piccolo  ur- 
tili zio  avrà  sempre  luogo  . Infatti  sieno  le  tre  equazio- 
ni I.  ny  -+  JA'  — 32  = a ,JL  5_v  — “ar  -P  42  = ?> , III-  6x  — 
2y-+^z  = c e si  voglia  eliminare  y.  ?Ioltiplico  cia.«cu- 
na  equazione  (l'S)  per  il  prodotto  dei  eoefficienti  di  jy 
nell’ altre  due, e mi  viene  IV.  3qv-pdojr — 452=  I5n  > 
V.  3qy  - - 42A*  -i-  243  ~ 6b , VI.  6o.v  — 3qy-P  502  ■= 
loe:  dalla  ÌV.  tolgo  la  V.  c poi  sommo  la  IV-  e VI-, 
il  che  dà  le  ridotte  VII.  34V  — 232  = 5a  — 2&,  Vili. 
“24.V-P  z — 3rt-P2c,  e così  è eliminato  y.  Per  elimina- 
re z moltiplico  r Vili,  per  il  coefficiente  23  di  z nel- 
la VII , e soiamando  que.'te  du« , ho  finalmente  x = 
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posto  xicir  Vin.  fa  conosce- 
re  2 , e quindi  si  lia  y dalla  I.  i . - 


Quasi  con  lo  stesso  artifizio  si  eliminano  1’  incognite  di' 
gradi  più  alti  . Sieno  le  due  equazioni  generali  I.  -\- 
-t-R:2:o,  li.  my‘*  riy^ -i- py'^  •+qy-{-r—o,> 
ove  M,m ,N,n,P,p,Q,q>  R , j' sono  espressioni  o funzioni  qazi- 
Iflnque  di  x,  e voglia  eliminarsi  y.  Moltiplico  la  I.  per  nr, 
la  II.  per  M e sottratta  1’  una  dall’  altra,  viene  III.  ( Nm  — 
Mn)  y^  -+(Pm — )_)'*-!-(  Q»i  — Mg  )y~r  R w — Mrz2  o : mol- 

tiplico nuovamente  la  I.  per  r,  la  II.  per  R , e sottratta  l’u- 
na  dall’ altra,  viene  IV.  (Mr  — Rm  Nr—Rn  ) v*-l-(Pr — 

Rp)jy-fQr — Rqrro.  In  tal  guisa  y è abbassato  d’ un  grado 
nella  III.  e IV  : onde  se  queste  si  trattino  come  le  due  pri-. 
miiive,  y si  abbasserà,  d’ un  altro  grado  ec. , finché  sparirà 
interamente.  Que.sto  metodo  però  conduce  alle  volte  ad  e- 
quazioni  più  alte  di  quel  che  il  problema  esigerebbe . 

1 86.  L’ incognite  non  posson  dunque  eliminarsi  se 
non  si  abbia  un  egual  numero  d’  equazioni , nel  qual 
caso  il  problema  si  chiama  determinato . Poiché  se  vo- 
gliansi  due  quantità  x,y,  di  cui  è data  la  somma  a, 
r unica  condizion  del  problema  espressa  dall’  equazione 
x-*-y  — a,  insegna  solo  che  1’  incognita  a'  eguaglia 
una  quantità  parimente  incognita  a ■ — y-  Questi  pro- 
blemi, ove  sono  più  incognite  che  equazioni,  si  chia- 
mano indeterminati  dei  quali  parleremo  in  appresso. 
Diconsi  all’  incontro  più  che  determinati  se  hanno  più 
equazioni  che  incognite , o .se  un’  equazione  apparen- 
temente diversa  , è contenuta  nell’  altre  . Vogliansi 
tre  numeri  x^y,z  che  sottratti  a 3 a a facciano  i nu- 
meri dati  a,b,c  . L’ equazioni  saranno  I.  at  — y = a ^ 
11.  X — z—b.  111.  y — 2 — c:  ma  poiché  la  II.  é la 
somma  dell’  altre  due , il  problema  è più  che  determi- 
nato ed  anche  impossibile , se  pur  non  sia  ù — u -b  c . 

X.  Avendo  dei  gettoni  nelle  mani , ne  passo  uno 
dalla  destra  alla  sini.sti'a , e con  ciò  ne  ho  un  egual  nu- 
mero in  ambedue  : ma  se  ne  passassi  due  dalla  sinistra 
alla  destra , questa  ne  avrebbe  il  doppio  dell’  altra . Quan- 
ti gettoni  erano  da  principio  in  ciascuna  mano  ? 
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Sieno  X quelli  della  destra , y quelli  della  sinistra  : 
si  avrà  per  la  prima  condizione  x — i =:y  -{■  i,  e per 
la  seconda  x -h2,=:2  (y  — a).  Sottratta  la  prima  dalla 
seconda,  si  ha^  = 8 , onde  jf=  io. 

XI.  Un  Orefice  vende  3 once  d’oro  e 5 d’argen- 
to per  318  lire;  e g once  d’  oro  e 7 d’  argento  per  *5  22 
lire  : quanto  costa  1'  oncia  d’  oro  e d’  argento  ? 

Pesti  e y i valori  cercati , h = 522 , a = 3 1 8 , sì 
avrà  3JC  -4-  5-y  = a — 5ac  -t-  7 y = 6 , le  quali , operando 

secondo  la  regola  (185),  divengono  \^x-+2^y=.^a 

15 a:  -4-  2iy  =3&,  da  cui  si  ha  \y  = 5u — 36 ; dunque 
y — 6.,  valore  che  sostituito  in  una  dell’  equazioni  pri- 
mitive , dà  x — g6. 

Per  generalizzar  simili  problemi , sieno  le  due  Cr 
quazioni  1.  px-^-qy  = a,  II.  mx-hny  — b.  Moltiplican- 
do la  I.  per  m e la  II.  per  p , ho  ÌH.  mpx  -4-  mqy  = 
am , IV.  mpx  -4-  npy  = hp , e sottraendo  la  IV-  dalla 
III. , verrà  mqy  - npy  = am  — bp  ; perciò  y{mq-np)  = 

am^bpf  e finalmente  vc=— — ^ , Sostituito  questo 

' " m<i — Tip  ^ 

▼alore  nella  I o II , trovo  x — — — ~ . Se  ora  le  let- 

mq  — Tip 

tere  m\ntp,q  abbiano  i respettivi  valori  4.^r problema 
ultimo,  X eù.  y saranno  respettivamente  6 come 

sopra;  e variando  i valori  delle  quantità  date,  la  so- 
stituzione nelle  formule  di  .v  e d’^  risolverà  tutti  i pro- 
blemi analoghi . !Perciò  le  soluzioni  generali  son  prefe- 
ribili alle  particolari . 

XIT.  Comprai  tre  cavalli  : il  primo  colla  metà  del 
prezzo  degli  altri  due , vale  25  zecchini  ; 1’  altro  con  un 
terzo  del  prezzo  degli  altri  due , 26  ; l’ ultimo  colla  me- 
tà del  prezzo  degli  altri  due,  29.  Qual  è il  prezzo  di 
ciascuno  ? 

Chiamando  x , y , z i tre  prezzi  cercati , 1’  equa- 
zioni del  problema  saranno  x -4-  § y -4-  = 25  ...  y -4- 

-4-  = 26  . . . z -4-  -^x  -4-  f y = 29 , le  quali , fatti  spa- 

rire i rotti  (178),  divengono  I.  ’2x -+y  s = 50 , II.  3 v -4- 

at-4- 
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z = 78»  IH.  azH-ATH-  ^ = 58.  Tolgo  la  I.  dalla  II. 
e viene  IV.  2y  — = 28  ; moltiplico  la  II.  ])er  2 e 

ne  tolgo  la  III.,  il  che  mi  dà  V>  — infi- 

ne sommo  la  IV.  e V.  e trovo  jy— 18,  valore  che  so- 
stituito nella  IV-  dà  jc  = 8 , onde  posti  nella  III.  i va- 
lori di  x,y,  si  ha  z=  16. 

187.  I problemi  sono  impossìbili  quando  conducono  ad 
tin  risultato  assurdo;  per  esempio  : frovar<?  numero  ic  cnuu- 
le  alla  sua  der.ima  parte:  ridotto  il  problema  in  equazione , 

si  ha  x7=:~  cioè  io  mi,  assurdo  che  dimostra  impossibile 

il  problema.  I problemi  poi  sono  in  realtà  teoremi  quando 
i’equazion  finale  è identica  e perciò  si  riduce  a omo;  pc_r 
esempio:  trovar  tre  numeri  x , X -hd , X -;-2d  in  continua  pro- 
porzione aritmetica  onde  il  prodotto  degli  estremi  col  quadra- 
to della  differenza  eguagli  il  qtLodrato  dell'  intermailo  : 
ridotto  il  problema  in  equazione,  si  ha  d'mx^H' 

Q,dx-\-  d*  cioè  omo,  risultato  vero,  da  cui  essendo  svani- 
to * , si  impara  che  il  problema  è un  teorema , e che  co- 
munque si  prenda  .r,  la  proprietà  ricercata  avrà  sempre  luo- 
go. Cosi  l’Algebra  risponde  a tutto:  scioglie  i problemi  se 
8on  possibili , e fa  conoscere  se  sono  impossibili  o se  dege> 
nerano  ia  teoremi . 

^Equazioni  del  secondo  grado. 

V 

1S8.  Xi'  equazioni  quadratiche  o del  .secondo  grado 
pos.son  rappre.scutarsi  con  la  fbi'inida  at*  -+-p.v=m.j  In 
cui  p e q son  note  : trovata  dunque  la  ri.soluzion  dì 
questa , saran  ri.<olute  generalmente  tutte  1’  altre . Ora 
1°.  per  avere  il  valor  di  at,  bisogna  estrar  la  radice  qua-  . 
dra  dall’equazione  -hpx  ~q  ; 2°.  se  p = o , 1'  equa- 
zione diventa  x^  — q,  onde  (179)  x — ^s/q,  e si  avrà 
esatto  o approssimato  quanto  sì  vuole  (i6j).  Tl  radi- 
cale ha  il  doppio  segno  a cagion  del  doppio  \alor  dell' 
incognita  (i<53). 

189.  Ma  se  p è quantità  reale,  bisogna  campire  il 
quadrato  del  primo  membro  (151),  e aggiungere  rd  se- 
.co'ndo  la  stessa  quantità  (l7“);  dunque  x^  ~^-px 

K 


Digitized  by  Google 


X 74  X ' 

e perolh  = eàx  = 

■ di-’  r±  v'  ( t]  -t-  -4f’  * ) • _ 

190.  I (lue  valori  di  .v  indicati  dal  segno  m:,  chia- 
mansi  radici  ; onde  ogni  e^jiiAzionc  dtl  iccondo  grado  ha 
due  radici , cioè  .v  = - hp -t-  V ( ‘7  -+•  4/’*  ) » ed  a:  = - -hp  — 

loi.  Se  c;  è positivo,  lo  è anche  il  radicale,  poi- 
ché ^p*  è positivo  (121) ; onde  o il  valor  di  for- 

ma un  quadrato  e può  aversene  la  radice  esatta,  onori 
\o  forma  e la  radice  ]mò  aversi  per  approssimazio- 
ne ( 165  ) . 

192.  Ma  ne  q è negativo,  posson  darsi  tre  casi;  i*- 

(7<l|p*;  allora  il  positivo  snjicra  il  negativo,  e il  resto 
è reale  ; 2°.  q=^p^  ; allora  il  radicale  sparisce , e il  dop- 
jtio  valor  di  x si  riduce  a -^p,  cioè  le  due  radici  (lelf. 
equazione  x*~^px  — q sono  eguali;  3".  allora 

il  negativo  superando  il  positivo,  il  resto  è negativo  e 
ki  radice  è immaginaria  (i45)-  Ucco  dei  Problemi. 

193.  I Trovare  un  numero  che  col  .suo  settiiplo  e 
col  .suo  quadrato  dia  144.  Chiamo  x que.sto  numero  ; 
dunque  il  suo  quadrato  è .v*,-e  si  ha  1 ec[uazione  .v'‘-+ 

144 . Compito  il  quadrato , avnò  .v‘  -f-  ^.v  -+•  -4-  — 
144 -4- -4-,  ed  estraendo  la  radice  e trasponendo,  verrà. 

ma  V^l^  = 

~.r  ; dunque  a:  = - -|  rt  • Il  segno  -t-  dii  .v  = - -H 
— 9 , il  segno  - da  x = - = - 16.  Infatti  il 

quadrato  di  9(  = 8i  ) con  .sette  volte  9 ( = 63),  come 
pure  il  quadrato  di  - 16  ( = 256  ) con  .'■cite  volte  - 16 
(=-112)  dà  144.  Ecco  un  e.scmpio  delia  doppia  so- 
luzione che  ricevei!  l’ equazioni  del  .secondo  grado . 

194.  Si  può  anche  paragonar  1’  equazione  x~  -i- 
7a-=i44  con  l’equazion  generale  (18*’)  A-^n-pAr—g, 
c .si  ha  p = " , q ~ 144;  onde  sostituiti  questi  valori 
nelle  formule  (190)  - ^pz±V  («7-t-^p*),  viene  a'=  9 ed 

a:  = - 16  . 

IL  Trovare  un  numero  tale  che  .sottraendo  2 dal 
suo  quadrato , il  resto  .sia  1 . Chiamo  x il  numero , e 
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- atfemo  x -f2=i;  trasponendo,  a?  =^;  estraendo  la 
radice,  jr*=r±-N/3:  dunque  la  radice  di  3 pressa  o in 
-f-  o in  — , soddisfa  al  p*oblenia  : ma  essendo  ella  inas- 
segnabile , bisogna  contentarsi  d’  un’  approssimazione  < 

III.  Dividere  il  numero  10  in  due  parti  tali  che 
il  lor  prodotto  sia  100.  Fatto  <t  = io , =£:  100 , ed  .v 

■una  delle  parti  cercate  , T altra  sarà  a — x^  e il  loro 
prodotto  ax — x^ -,  onde  l’equazione  è ax  — x""  — h . 


Trasponendo  i due  membri  per  render  positivo  x* , si 
avrà  — ax  — — h.  Lz  formula  ( 188)  dà p = — a^q  — 

■■ — h,  onde  x—-lar±V ) = 5^>v/( — 100  h- 
•^1°)  = 5 ^ ^ 75’  radice  immaginaria;  dunque  il 

problema  è assurdo,  nè  si  può  divider  io  in  due  par- 
ti che  moltiplicate  faccian  100. 


IV.  Un  numero  x di  persone  debbon  pagar  342^  per 
«guai  porzione  . Tre  non  pagando  , suppliscon  1’  altre , 
il  che  importa  a ciascuna  19^  di  più . Cerco  a-  . Si 
dirà  ; la  parte  di  ciascuno, se  tutti  avessero  pagato,  sa- 

rebbe  ; tre  non  pagando , la  parte  dei  rimanenti 


è — ma  questa  supera  I’  altra  di  19*;  dunque 

— 19.  Fatte  le  operazioni,  si  trova  a-®  - 
. — 3 * 

3x  = 54 , e paragonando  con  la  formula  , si  ha  p ±= 
-3’‘Z^54’Ondejr  = f rtv/(54H-f  = 

§ rfc  = 9 ovvero  - 6 . La  prima  soluzione  è quella 
'che  si  cerca  ; la  seconda  è relativa  a un’  altra  esposi- 
zion  del  problema.  Eran  dunque  9 i Viaggiatori,  6 
dei  quali  pagando  57^  per  uno , hanno  formata  la  som- 
ma di  34-a^.  / 

La  radice  negativa  — t)  serve  al  problema  inverso,  cioè: 
Un  numero  x di  persone  debbon  pa^r  342'  per  egual  por- 
zione; sopraggiungon  tre  altri  che  pagando  la  baro  p.-Hte, 
diminuiscon  di  19'  la  porzione  dei  primi.  Cerco  a- . Risolvent 
do  il  problema , si  trovan  le  radici  -f  6 e — 9 , 

V.  Un  Generale  vorrebbe  dispor  dei  Soldati  in 
battaglion  quadrato  ; ma  nel  suo  primo  disegno  avan- 
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zaiio  124  uomini , e se  agguingre  un  nomo  ad  ogni  fi- 
la, ne  mancano  129  . Quanta  c la  Truppa?  Pongo 
ti  ~ 124,  h—  129,  X il  numero  dei  Soldati  d’una  lila* 
. nel  primo  disegno  ; sarà  jc  h-  i il  loro  numero  nel  «e- 
rondo:  or  nel  primo  la  Truppa  è nel  secon- 

do  ( A-  -t-  1 )*  - Z>  ; dunque  ella  è esprissa  in  due  modi 
da  cui  risulta  l’ equazione  .v*-+  u=:x**-i- 2;c  -H  i ^ b y 
che  par  del  secondo  grado:  ma  trasponendo  (i '3';) , re- 
sta AT  = 126,  onde  x~  = 15836 , eà  x' 

n = 1 6000 , Troppa  cercata  . 

VI.  SI  cercan  due  numeri  tali , che  il  triplo  del  loro  prò» 

dotto  eguagli  e il  doppio  della  lor  somma , c la  differenza 
de’ loi  quadrati.  Sia  x il  più  grande  de’ numeri,  y il  mino- 
re. Per  la  prima  condizione,  2{  x-+y)~^y  -,  per  la  secon- 
da, — onde  2 (x — y^.  Da  questa  e- 

quazione  .si  deduce  x H-2;  il  che  cangia  la  precedente 
in  4>-P4~3^*-l-6y,  d'onde  viene  (201)  y =.  — j±^.V^3y 
ed  = 4 ^ 

VII.  Il  numero  degli  scudi  di  A , B è tale  che  la  lor 

.«omma  .sottratta  dai  lor  quadrati  fa  "8,  ma  unita  al  lor  pro- 
dotto fa  39.  Quali  son  questi  numeri?  Gli  chiamo  Xjy  e 
operando  nei  mòdi  .soliti,  il  problema  che  è del  secondo  grado, 
comparisce  del  quarto  . In  tali  casi  potrà  farsi  così . Sia  2x 
l.t  somma  dei  due  numeri,  2y  la  lor  differenza;  dunqu# 
(184)  il  maggiore  .sarà  x-i-y,  il  minore  x — y.  Si  avrà,  per- 
ciò i^.  ( (x  — — 2x  = 28,  cioè  39 2=  x* -h — 

x;  II*.  (xH-^)(x — ) -4- 2.V  — 39  — — ^*-h2x.  Somman- 

do le  due  equazioni,  verrà  2x" -+xr:78,  che  risoluta  dà.  xrr 
— 4"+‘^4“  — — 39 -+ •*— = e » nume- 

ri Cercati  xH->— 9,x  — > = 3- 

195.  Dee  qui  osservarsi  per  ultimo  che  l’  equazioni  di 
questa  forma  x*"*-4-px’*rr  5 si  risolvono  come  quelle  del  se- 
condo grado;  poiché  fatta  x"=y,  si  riducono  ady^-t-py  = 

m 

q ondey — — -^q)  che  dà  » =:  ± V'f— |p  ±v^(^*-f 

s)l- 


Digitized  by  Google 


)(  77  .)( 


Itìjlniti  c Infinitesimi 


195.  J ’ Infinito  e V Infinitesimo  son  proprietà  dei- 
1-j  la  quantità,  per  cui  ella  può  crescere  e 
scemare  olti'e  ogni  limite . L’ infinito  del  prim  ordine 
che  dicesi  anche  puramente  infinito,  ha  per  carattere 
00 , c nasce  dalla  somma  0 della  serie  i H- 1 -+•  ih-  ec. 
in  infi.  = 00 . 1 , o dell’  altra  a -t-  a -4-  a -+-  ec.  in  infi.  = 
00  a , che  quantunque  ineguali , hanno  però  tra  loro 
la  ragion  finita  i ; a . Gl’  infiniti  di  secondi  ordine , di  , 
terzo  cc.  possono  essere  00*  > 00*  ec. 

197.  Poiché  I -4- 1 -4-  IH*  cc.  in  irifi=  = 
ed  a -4- a a -f- ec.  in  /;?/?= ——  = 00  a,  avremo  — 

M ovvero ^ = 00  a,  cioè  un  finito  diviso  per  zero  , e- 
sprinie  l'infinito.  Di  qui  viene  i"*  ^ — ©ovvero  ^ 

o.fl  = o,  cioè  un  finito  diviso  per  f infinito,  esprime 
i’  infinitesimo  o zero  ; 2*.  — = — = 00 , cioè  V infinito 

diviso  per  un  finito,  esprime  f infinito:  3*.  y = ^ .==i 
o , cioè  zero  diviso  per  un  finito.,  esprime  zero  o l' in- 

jinitesimo  : 4*.  o • 00  “ — . 00  = a , cioè  /’  infinitesimo 

o zero  moltiplicato  per  /’  infinito , dà  un  finito  : 5*.  . 6 s== 

9.6  = 0,  cioè  r infinitesimo  o zero  moltiplicato  per' un 
finito , dà  zero  o l' infinitesimo  ;6".  6=t—  = 6=to«s: 


è,  e del  pari  oo=fco.oo— aor±i  (3‘’-)=(  i=to)<»=e: 
00 , cioè  aggiunti  o tolti  al  finito  un  infinitesimo  , o 
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dii'  infinito  un  finito  1 essi- non  crescono  e non  scernarto: 

.Oao<z  a S'  li  .0.=0a 

1 . = — , e perciò  o . oO'fl!  = ; e del  pan — = 

“ o o ^ o ^ oo 


— , e perciò  — — = " , cioè  zero  diviso  ver  zero  ed  in^ 

•o  ’ ^ O.oo  ?o  ^ 

finito  diviso' per  infinito-,  cspriiriono  un  finito  (3°.):  8°. 
oo"r±  oo"  ( supposto  rz  = m-fjt)  = (oo*=tl)  e»*  = 

^ oo";  e del  pari  z=(  I 

00  oo  oc  oc 

cioè  r infinito- d.'  ordine  inferiore  svahisce  in 

•0 

conjl'onto  dell'  infinito  d'  ordine  superiore  negli  interi  ; 
al  contrario  nei  -denorninatori  dei  rotti . 

ipfi.  Due  coSb  potrebbe  dedur  taluno  dal  fin  qui  detto 

(192.6®.):  l’una,  che  dunque  e questo  è fal- 

so, perchè  la  somma  o differenìa  degli  esponenti  è molti- 

...  r 

plicazione  o divisione  (143):  l’ altra,  che  dunque  ( 1 ^ ^ 

00 

I*®  = I ( supposta  r finita  );  conseguenza  pur  falsa*  per- 
chè il  prodotto  deir  infinitesimo  per  l’ infinito  dk  un  finito 

(192.4®.).  Infatti  sviluppando  quel  binomio,  e fatto  00  — 

00 

I = so  — 2 cc.  = 00  ( 192 . 6®. ),  si  ha  ( i -4-  — ) =:  l -4-  r -f 


<x> 


r»  r’ 

! i-  ec.  ir/,  quantità  finita  e > i . 

3 3 

199.  Si  raccoglie  però  da  questa  equazione  che  vi  è si- 
curamente un  infinito  a.ssai  diverso  dal  fin  qui  considerato. 

,.00 

Poiché  supposto  00  ir  ( I H ) , che  sarà,  r ? non  sarà  fini- 


co 


ta,  perchè  verrebbe  00  — /(  193),  il  che  è assurdo:  non  sarà 
infinita  nel  senso  finora  inteso,  perche  verrebbe  oorir,  cioè 
il  primo  membro  dell’equazione  eguaglierebbe  il  solo  secondo 
termine  del  binomio  sviluppato  ( 198  ),  il  che  pure  c a.ssurdo  : 
sarà,  dunque  r infinita,  ma  infinitamente  più  piccola  dell’  infi- 
nito ordinario.  Si  rileva  lo  stesso  dall’ equazioni  r'—  co,  — 
•o  ec. , ove  r non  può  esser  finita,  perchè  la  sua  potenza  fini- 
ta non  può  eguagliar  l’infinito;  e non  può  essere  infinita  nel 
primo  significato,  petchè  00°°  neo  è un  as.surdo.  Vi  è dunque 
un  «arto  infinito  co'  ( infiniKimcate  nnnor  d’  00  ) che  ha  un  nu- 
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mero  infinito  d’  ordini  oc",  oo"'  ec.  infitiitameate  minoei  d’  «•' , 

„ oc" 

che  danno  oc' ‘*'=00''°®  — cc.:z:  cc. 

m 

•200.  Debbano  infine  valutarsi  1’  espressioni  i®?  , , 

c c 

( — ) quando  — è Hn  rotto  proprio.  Pongo  6— cH-h,  ed 


« Co  ___ 


oc 


'=®  -i-  r» 
<*  CO  ^ 


^00  — -f*  7,  « 

• T T . oc  C fi  , 

* 7i  -h  ec. . H f ec. . . . 


; dun« 


qUe 


7i“oc' 


•2.  ^....  m 


«^00 


-,  cioè  il  finito  a potenza  infinita  è infinite  volte 

O ^ m r** 

,•  O oc**  2.3...  7nc“ 

ai  cc:  3 . — — — > cioè  l infinito  a pcf 
0^  h 

lenza  finita  diviso  per  un  finito  a potenza  infinita,  esprime 
• » • 2 ^ ...  /72C^ 

meno  delV  infinitesimo  i 3°.  , cioè  un  rotto 

6®°  h"  oc" 

proprio  a potenza  infinita , è meno  deZf’  infinitesimo . 


2 . 3 • • • me 


martore 


RAGIONI,  PROPORZIONI  E PROGREli^IONI 

201.  Due  quantità  posson  paragonarsi  tra  loro  o 
sottraendole  o dividendole:  la  difEerenza  o il  quozien- 
te che  ne  risultano , diconsi  la  loro  ragione  . Ella  è 
aritmetica  se  si  prende  la  differenza,  geometrica  se  il 
quoziente  . Così  la  ragione  aritmetica  di  39  a 13  ò 

39  - 1 3 = 26 , la  geometrica  è ~ = 3 *,  le  due  quanti- 

tà  39  >13  si  separano  con-  due  punti  e diconsi  anti:~ 
cedente  e conseguente . Invertendo  i termini , la  ragio- 
ne aritmetica  sarebbe  13  - 39  = -26,  la  geometrica 

— = — : ma  noi  sottrarremo  il  minor  termiue  dal  niag.* 
39  3 

giore  , e divideremo  il  maggiore  per  il  minore  . 

202  Dunque  1°.  supposta  6: a una  ragrone , c fat- 
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t»  d o 7 la  sua  differenza  o il  suo  quoziente , sarà  per 
r aritmetica  b - u=:d  o b — a -ì-  d,  per  la  geometrica 

--zzzq  o b = aq , c si  avrà,  la  formula  generale  delle 

due  ragioni  n ; n -4-  i , u : aq  : g".  due  ragioni  saranno 
egiarfi  se  abbiano  la  differenza  o il  quoziente  medesi- 
mo •,  perciò  a-,  a ~ìr  d — b : b ~hd,  percliè  a-i-d-  a = 

d=b-r-d-bj  ed  a:  aq  — b :bq  perchè  ^ = 7 = ^ : 

3“.  le  due  specie  di  ragione  procederanno  con  opera- 
zioni sempre  corrispondenti  di  sottrazione  e di  divisio- 
ne, di  somma  e di  moltiplicazione,  e perciò  anche  di 
nioltiplicazione  c cii  formazion  di  potenza,  di  divisione 
-c  di  cstrazion  di  radice*,  e come,  per  esempio,  la  geo- 
metrica che  è un  rotto  (201),  non  si  cangia  moltipli- 
cando o dividendo  per  una  quantità  stessa  i suoi  ter- 
mini (4P) , così  non  si  cangia  l’ aritmetica  coll’  aggiun- 
gere o togliere  ai  suoi  termini  mia  medesima  quantità. 

203.  La  ragione  si  chiama  composta  se  sia  la  som- 
ma o il  prodotto  di  piò  ragioni;  così  le  ragioni  a:b,fi 
g ,h:k  danno  la  composta  aritmetica  a -+f-+  k'.b-¥g-h-k, 
o la  composta  geometrica  afli  : bgk . Che  se  le  due , le 
tre  ei^  componenti  sieiio  eguali  (202 ■.a”.),  la  compo- 
sta aritmetica  sarà  dupla , tripla  ec. , e là  compo.sta  geo- 
metrica sarà  'duplicata  , triplicata  ec-  d’  una  qualunque 
delle  componeuti:  co.'i  le  »lue  aritmetiche  egualiu'.uH- 
d,b:b-^d  ( 202  • 2°.  ) danno  la  dupla  a~\-b  : a-+b-+- 
2d,  la  cui  differenza  2i  è doppia  di  d;  e le  due  egua- 
li geometriche  a:aj  ,h:  bq  danno  la  duplicata  ab  : abq'^  ^ 
il  cui  quoziente  q^  è duplicato  o quadrato  di  q.  Perciò 
la  ragion  duplicata , triplicata  ec.  dicesi  anche  la  ra- 
gion dd  quadrati , dei  cubi  ec. 

204.  Due  ragioni  eguali  (202.2°.)  forman  la  pro- 

porzione, che  è o aritmetica  o geometrica  se  le  ragio- 
ni sono  aritmetiche  o geometriche  : 1’  una  si  distingue 
con  tre,  l’altra  con  quattro  punti  tra  le  due  ragioni. 
Perciò  a\a-v  d è la  formula  generale  del- 

le 
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le  propofziom  aritmetiche,  ed  a : aq\\h  •.  hq  ^cWe  <reQ. 
inistriche,  e in  prommzian  così:  a sta  ad  a -i- h o ad 
aq,  come  arhmeticamcnta  o geometricamente  b a b -4- 
d o a bq . Il  primo  e 1’  ultimo  termine  clicorisì  estre- 
mi , i due  di  mezzo* inter medj , e la  proporzione  senz’ 
altro  aggiunto  s' intende  sempre  geometrica . Non  par- 
leremo dell’  armoìiica , poco  in  uso  tra  i Matematici , 
e risultante  da  quattro  termini  tali  che  il  primo  stia 
all’  ultimo  come  la  diiferenza  de’  due  primi  a quella 
de’  due  ultimi  : se  ne  Ua  un  esempio  in  6,8,14,31. 

205.  Quando  di  quattro  termini  dati  il  primo  sta 
al  secondo  o come  il  terzo  al  quarto  o come  il  quarto 
al  terzo,  i due  ultimi  diconsi  in  ragione  o diretta  o 
inversa  de’  due  primi  • Nell’  un  caso  i quattro  termini 
formano  proporzione  (204),  non  già  nell’altro;  e per 
ristabilirla  bisogna  o sottrar  dall’unità  i due  termini 
inversi  scrivendo  a:  a -i-d  i — b — d:i — Z>,  o di- 
viderli per  1’  unità  scrivendo  a : ug  : : i : ~ ; infatti  o 

bf  h 

quei  due  termini  si  sommino  con  o si  moltipli- 

chino per  Z»*g  ( 202  ) , rinascono  le  proporzioni  pri- 
mitive . 

206.  Se  queste  hanno  quattro  termini  diversi , si 
chiaman  discrete  , se  gl’  intermedi  sono  uno  stesso , « 
dicono  continue  . Tali  sono  a:a-\-  d •••  a -+\{  ; a , 
ed  a : aq | I aq *. aq^ , che  piu  in  breve  si  scrivono  — a:a-+- 
d:  a-^-‘2d  e -H-  a;  aq  : «g* , 

20".  Una  serie  finita  o infinita  di  proporzioni 
continue  forma  la  progressione  , le  cui  formule  facil- 
mente si  deducono  da  quelle  della  proporzìon  continua 
(206).  Eccole 

Progressione  aritm».  -~a:a-\-  d:a  2d:a  ~i-  cd ...  a -+• 

in—i)d  ^ " 

Progressione  geom*  a : aq  : ug*  : ug’ ....  aq”~'  suppne 
sto  n il  numero  dei  loro  termini  . E da  tutte  queste 
formule  nascon  le  proprietà  di  cui  dobbiam  parlare . 

20S.  I.  In  ogni  proporzione  aritmetica  •••,  0 geomc- 
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trica  I le  somme , o i prodotti  degli  estremi  e degli  in^  * 
termedj  si  eguagliano  . Infatti  da  a:  a-^d  .•-  h:b-+d  sì 
Iia  a -I- fc d — a -4- li -+  fc , e da  a:aq[  '.b:bq  si  ha  abq  = 
aqb  . Onde  dati  tre  termini  qualunque  può  sempre  a- 
versi  il  quarto  proporzionale  jr  ; |)oichè  se , per  esem- 
plo , manchi  il  terzo  nell’  ariÉmetica , sarà  a-ffc-t- 
li  = a li  -H  X ed  4T  = Il  ; se  manchi  il  secondo  nella 
geometrica , sarà,  ahq  = bx  ed  x = aq  : del  pari  se  man- 
chi il  primo  nell’ inversa  aritmetica  x:a~^d  . . i — 
h — d:  I — b , sarà  je-4-i  — /»=a-H<i-4-  i — b — d^ 
ed  x = a\  se  manchi  il  terzo  neH’iaversa  geometrie^ 

fl  : a?  4-  > sarà  ~ = aqx  ed  x—l~. 

b b bq 

209.  n.  In  Ogni  proporzion  continua  ~ o ^ la 
somma  0 il  prodotto  degli  estremi  eguaglia-  il  doppio  o 
il  quadrato  del  medio  . Infatti  da  ~ n : n -+•  d : a 2ii  si 
ha  a-fnH-3d=2(a-t-d),edaf4<i:a?:  <^q'  viene  a . 
aq^  = {aqY  • Onde  per  trovare  il  medio  x dati  gli  e- 
>tren?i  a,a-^-o,d  ovvero  a^aq^,  vi  vorrà  la  division 
per  2 nell’  aritmetica , e 1’  estrazion  della  radice  se- 
conda nella  geometrica  j poiché  a -+•  a -+  2ii  = 2;v  ed  a:  == 

= ovvero  a.aq'  = x'  ed  = \/(aj)*= 

2 

210.  m.  Ogni  proporzione  o I ; dà  un  equazio~ 
nc  , il  che  è evidente  (208.209),  ed  ogni  equazione 
dà  una  proporzione  .•<  0 -H- . Sieno  le  tre  equazioni  qua- 
lunque I*.  mn:^pqi  2*.  xy=i  i 3*. a*  — x' =^b'^ — y'". 


se  si  vuole  la  proporzione  aritmetica , sarà  i'.  i : ^ 
— 1 > 2°.  — i ; 3”,  a*  : I>*  -.x^:y^-,ese 


si  vuole  la  proporzion  geometrica,  verrà  \°.m:p 
q:n’t  Q.°.  — x:i  :y  ; 3*,  a,-4-  x ’.b-+  y\\  h — y : a — x. 

21 1.  IV.  Salva  la  proporzione  possono  metter- 
si gli  estremi  in  luogo  dei  medj , e un  medio  o un  estre- 
mo in  luogo  dell'altro:  2°.  sommarsi  o sottrarsi  nell' r. 
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t moltiplicarsi  o dividersi  nella  1 1 per  una  stessa  quan-' 
tità  m tutù  i termini;  ó anche  per  m i due  primi,  e 
per  f i due  ultimi  ; o per  m il  primo  ed  il  terzo , e per 
f il  secondo  ed  il  quarto:  3*.  sommarsi  o sottrarsi  nell' 
uria,  e moltiplicarsi  o dividersi  nell'altra  i corrisponderi- 
ti  termini  di  due  proporzióni  omogenee:  4".  moltiplicar- 
si 0 dividersi  nell’ tutti  i termini  per  m ; e tatti  nel- 
la ■ : alzarsi  alla  potenza  o deprimersi  alla  radice 

m : S°’  riella  sola  \ ridursi  i pruni  e gli  ultimi  due 
in  un  sol  termine  sommandoli  o sottraendoli  > per  metter- 
li in  proporzione  v col  primo  e col  terzo  i o col  secon- 
do e col  quarto  , o con  le  differenze  o somme  dei  due 
primi  e de'  due  ultimi . Infatti  presa  per  compendio  la 
proporzione  a\b  c i d\  sussiste  nei  casi  enunziati  la 
Ibndamentaì  proprietà  ( 208  ) delle  proporzioni  : 


1° . b : a I d : c , a : c l b t d 

2,“ . m -i-  a :m  -b  b e : d c •+J':  d -+fima  :mh  c:d 

fcifd  ec. 

^ztp'.b  ^ q c ^ r : d=t  s -,  ap"^^  : 

• ±i  ±i  , ±i 

bq  II  cr  : ds 


±I 


±i 


. . ±r  ±i 

±r  ' ±l  m ,m 


±i 


4*.  am  : bm  c.  cm  i dm  ; a :b 


m 


±I 


.m 


^'.a-^kb  :bl  lcdcd:d,  ar±b’.a^bl  lc:±d:c  +-d,  ec. 

212.  V.  In  una  serie  di  proporzioni o II  la  som- 
ma degli  antecedenti  sta  aritmeticamente  o geometrica- 
mente a quella  dei  conseguenti , coinè  uno  o pià  antece- 
denti ai  lor  conseguenti,  uniti,  nelle  aritmetiche,  alle 
rimanenti  differenze  > Infatti 

l'’.a:a-kd-cb:b-kd-.-c:c-i-d‘.‘f:frkd  ec.  ci  danno 
a H-  b-i-c-kf:  a’+b-kc  ■+/■+  4Ì  « ; n d-+  31Ì 
2*.  a : aqllb’.bql  le  :cq  I if \fq  ec.  ci  danno 

a-+b-*-  c^f:{a‘+b^-^c-kf)ql  laiaq  (8) .-Passo ^1-, 
le  progressioni.. 
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£11  5.  I-  In  ogni  progressione  o I ‘ le  somme  o ^ 
prodotti  degii  estremi , e di  tutti  gli  equidistanti  dagli 
estremi  si  cguagUanoi  Infatti  da  -V-  a:a-^dia^ad 
a -i-  ( n-  3 fd  :.a  -+  ( n — i)d  viene  a-+a-+{n  — i ) d=^ 

' • 1 n — 3 

2.)d  ec.i  e ds.  ^ a:  aq:aq  -.^aq 

Jt—l.  n— I . 

aq  viene  a^aq  —aq.aq 

£114.  n.  In  ogni  progressione  o rr  il  primo  ter* 

simo  . 

mine  sta  al  terzo,  di  qiutrtOi  all  n , come  aritnieti~ 
camentc  0 geometrie àmente  i doppi  o i quadrati,  i tripli 

pii  sime  j , I 

o i culi , gli  ( n - I ) o le  potenze  ( n - i ) del  pri- 
mo e del  secondo.  Infatti  da -i- a:  a-t-if... a-t-(n  — J)d 
viene  a:a-i-(n — i )d  •••  (n — i )a:(n — i ){a-+d),& 

n — I . n. — I , . n — I , 1 

Aà  ir\- a:aq....aq  viene  a : aq  ..a  . ’ 

£115.  III.  Se  i vari  esponenti  d'  una  quantità  sieno 

in  vro^rcssione  aritmetica , le  varie  potenze  della  quàn* 
^ _ a 

iità  saranno  in  progrcssion  geometrica . Infatti  p • 

p'^~^'  ec.  formano  una  progrcssion  geo-» 

metrica  (313);  di  qui  ]a  felice  idea  dei  logaritmi. 

316.  IV.  La  somma  s d' una  progressione  dia 
termini  si  ha  in  due  modi  suoi  proprj  : i*.  se  fatto  (a 
r ultimo  termine  , si  osservi  die  ella  risulta  da  tante 
somme  a-ew  quanti  sono  i suoi  termini  presi  a due 

a due  (31 5);  perciò  l5=(a-f  <y)  — : 3*.  se  si  avverta 

che  ogni  termine  è composto  del  ]irimo  a,  onde  nella 
somina  si  hanno  na  termini , e che  le  difTerenze  formano  la 
progressione  di  n — i termini  -I-  d : -Id  ; 3^  . . • ( n - i ) d , 
la  cui  somma,  per  la  I.  formula,  è (d-+-(n — i)d) 

( ) = dn{  ) ; perciò  Il5  = n(a-4-d  ^ ) . - 

Da  queste , sol  che  nell’  una  si  pongano  i valori  di 

a,n  presi  dall’ altra,  si  ha  III  5 = n ( «— 

3 
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IV  5 = ( ) ( I -t-  ) ; c dnè  qualunque  delle  quat* 

tro , come  la  I e la  IV , danno  la  V n = i -4-  — . 

fi 

217,  V.  In  due  modi  suoi  proprj  si  ha  pur  ta  som- 
ma s d.'  una  progression  ~ di  n termini:  i*.  osservando 
che  tutti  i suoi  termini  sono  atìtecedenti  fuorché  i’ul* 
timo  w,  e tutti  son  conseguenti  fuorché  il  primo  a; 

onde  (212)  5 — w ; J — a ; ; a : ug  ; perciò  I s=  : 

? — * 

2°.  moltiplicando  pei*  q l’ equazione 

n — I 


aq 


:'s,  onde  viene  ng-4- ag*  h- a?’ 


. S-  aq*  = 


5g  = 5 — u-4-ag“;  perciò  II  5 — —^ — Da  queste 
pure,  posti  nell’ una  i valori  di  a,g  presi  dall’altra, 

si  ha  iii^= rv  #= 


n 

(i>  — a 


n — 1 




n — 1 


— a • 


1 

n — I 


j e due  di  esse,  come  la  II  e la  III, 


0) 


danno  la  V ar=:-",. 

9 ‘ 

2 1 8.  vi.  / termini  d’ una  progressione  4-  o sommati 

a 2 a 2 , <z  3 a 3 ad  m ad  m , danno  una  nuova  pro- 

gressione ^07-7  (213),  in  etti  la  differenza  d si  cangia  in 
dm*  e il  quoziente  q diventa  q“.  Infatti  la  somma  dei  ptl- 

nu  m cermim  sarà  (216. 217)  wi(a-t-d( — - — j),o — 3 — ^ 

e quella  dei  secontfi  ( essendo  il  primo  di  essi  a-^md  o 

• V / I d(m — l).  aq"  (q" — i\ 

aq"  ) SI  troverà  wi  ( a •+  md  H ^ o — = f : ora 

2 g—  I 

queste  due  somme  formano  i primi  due  termini  della  nuova 
progressione  j dunque  rfw*  e q"  che  si  hanno  col  sottrarli  o 
dividerli , ne  saranno  la  differenza  o il  quoziente . 

219.  VII.  All’incontro  i termini  d'  una  progressione  0 
~ che  ha  d per  differenza  o q per  quoziente , possono  ri- 
guardarsi come  somme  di  m termini  d'  un'  altra  ignota  7—0 
~ , in  cui  la  somma  s di  m cernuni  i a , il  numero  n è 
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in , e k differenza  d o il  quozienti  q'  ( essendo  dzzdm*  ^ 

d ^ . . . • . 

5 z:  5'"  (218)  ) sono  — - o 2"  ; onde  il  primo  termine  dell’  igno- 

m(2a  — d)~^-d,  ^ , ,, 

ta  aritmetica  viene  a =. — i ( 3lo. Il)» della  geo- 


X 

metricaa'  = — — — 3I2.II).  Così  data  3,5  ec.»  ove 
2 — 1 

. V ^ 3 / 7 1 

a = 3,d=2,  se  sia  in  = 3,  vena  -- — ,a  lapro- 

OT  p 9 

6 


gressione  ignota  sarà.  ~ j ^ 

a — 3,21  ec.,  ove  ti=.^,qzzi  y se  sia  m=2,  verrk3"  = 

1.  I JL 

'2,  a'n— (7»  — I ),  c la  progressione  ignota  sark  H’ 


ta 

7 


■l)»-j(7  — 7^)j«<^-;  e<l 


è chiaro  che  i primi  e i secondi  tre  termini  nel  primo  ®- 
sempio,  e L primi  e i secondi  due  nel  secondo,  eguagliano 
il  primo  e secondo  delle  date . 

220.  Del  resto , dalle  dieci  formule  già  trovate 
(216.217)  si  ricavano  le  40  seguenti,  per  cui  date 
tre  delle  cinque  (juautità , aydo  q,n,(ff,Sy  si  hanno 
r altre  due  , qualor  per  servirsi  delle  geometriche , si 
conosca  la  teorìa  dei  logaritmi  e dell’  equazioni  supe- 
riori . 
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Tatola  per  le  Progressioni  aritmetiche 


Date 

Si  ha 

J:-  0 R M . U L E 

ea  1 . 

d ,n,<t) 

a.z=:ti)-d{n~  \ ) 

fisa. 

223. 

d^n,s 

d,w,s 

a 

n ;ì 

a=~d=t>/  ^2ds) 

224. 

n,ù) ,» 

2S 

a=z jw 

n 

225. 

, ^ T- 

^ u — a 
n — 1 

226. 

ain,s 

d 

j 2(s — an) 
■“  n{n  — i)  ' 

327. 

228. 

a ,u,s 
n , w , 5 

j w — a 

2s  — ,a  — u> 
, 2fwn — s) 

T) 

229. 

a,d,u 

co  — a 

230. 

a,u  ,s 

n 

2s 

a-+co 

33?. 

a,d,s 

2 d > 

232.  ' 

d,ù),s 

2 d 2'  d' 

233- 

234. 

a,  dfTì 
a,n,s 

« = a-+-^f(/z  - I ) 
25 

« = a 

n 

235- 

336. 

s 

^ f Ti  j S 

(a 

w= — ^rf=fc\/( 2ds-^(a*t-  ■—)*) 

iJ 

71  2 

237- 

CLyTLtii 

n , . - 

5 = — (aH-w) 
2 ' ’ 

238. 

a.  yd,n 

239 

a,d,u 

s 

, <0  — a.  , w — a. 

,‘'  = (-5- )(!+-,-) 

240, 

d,n,u 
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Tiiiiola  per  le  Progressioni  Geometriche 


V 


Dace 

Si 

FORMULE 

941. 

4 ,ft,w 

(• 

242. 

q,n,s 

a. 

« = . 
?■— I ' 

24^. 

q,u>  ,S 

I _j 

244. 

345- 

a fU  ,us 

I 

/ ^ \" * 

246. 

a,H,s 

q 

c;"-  — j-f  — - I =0 

a * a 

247- 

d y U)  f ^ 

s — a 

248. 

tX  ^ U3  $ S 

n V I W 

■ 5 — 4 — w 

249. 

L(i)  — La 

«=*^-lT~ 

550- 

251- 

252. 

0 j tj3  y S 

a,q,s 
g ,u , 5 

TX 

Lu  — La 

n — l~t*T/  T/  \ 

L(s  — a)  — JL(s  — w) 

L(a-^4(o  — i))  — La 

n — 

Lq 

L« — Lfwg  — 5(5  — I )) 

353- 

a tq,n 

Cd  = aq^  ^ 

j 1 

«54- 

255- 

a,n,$ 

a^q,s 

0) 

(5  — u)u>"~‘ =(5  — <i)a*  * 
u,=s 

q 

25^- 

q,n,s 

)(  89  )( 


1 

Date 

Si  ha 

F 0 R M 

25:- 

a,n,u 

n H 

I I 

258. 

a ,g,7z 

S 

q—l 

259- 

a,q,u 

uq  — a 

~ 3-^ 

260. 

q,n,u 

q"  * '5: — I ' 

Applicazioni . I.  Tra  due  termini  a , « inserir* 
m termini  in  progressione  . Basterà  dunque  trovar  d 
a q i e poiché  abbiamo  a > « ed  u = m -4-  2 , verrà  d = 

I 


!ir-i(225),5=(S)'"-^-'(245).  Co»ì  « m = 4,  si 
m-i-l  o- 

2. 

, , u — a / . « — « 

had  = »?  — ( — ) c perciò  a ; u -i- : a •+ 

5 ® 5 

a(w — a)  o(w — a)  , d(u — ‘a)  „ j i ... 

— -:a-h~ -.a-i-— i : «:  del  pan  — « : 

5 . 5 ^ ^ 

( : ( u’w*)’*  : ( u*w*  )^  :(  )'5  ; w . 

II.  Uno  giocando  aggiunge  sempre  2 alla  sua  po- 
sta , ed  un  altro  sempre  la  raddoppia  ; la  prima  volta 
giocaron  3 e perderono  per  dieci  volte:  cerco  le  per- 
dite . La  progressione  per  il  primo  è aritmetica  , per 
il  secondo  geometrica , ed  alibiamo  u = 3 , d — i;  = 2 , 
n=To;  dunque  il  primo  perde  0'=  120  (238),  ii  se- 
condo 5 = 3069  (258). 

III.  La  popolazione  d’  un  paese  ò cresciuta  uni- 
formemente di  tanto,  che  in  4 anni  i Passeggieri  son 
jivinti  da  1000  a 3000,  e i Paesani  da  loocx»  a 14641  : 

M 
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con  qual  progressione  si  son*  fatti  gli  aumenti?  Dei 
Passeggieri  cresce  la  somma  e dee  cercarsi  d , ma 
de’  Paesaui  cresce  il  prodotto  e dee  conoscersi  q : or 
poiché  per  gli  uni  iooo,a)  = 3ooo , per  gli  altri 
loooo  , 14641 , e per  ambedue  n = 5 ( men- 

tre^ al  cominciar  de’  4 anni  già  si  hanno  i primi  ter- 
mini 1000  c 10000  ) sarà  d = 500  (225),  c q — 

^ loooo  io'  ^ 


IV.  Un  Vascello  inscgue  una  Nav»  ; quésta  nel  primo 
giorno  fa  13  leghe  e quello  6,  nel  secondo  l’una  ne  fa  15, 
l’altro  li  ec. , ambedue  in  progressione  ~o^-,  cerco  se 
la’Nave  sani  raggiunta  c quando  e dove.'  Poiché  i Legni 
vanno  in  progressione,  è forza  che  per  raggiungersi  faccia- 
no egual  vi.Tggio  in  egual  numero  di  giorni  : dunque  nelle 
due  progressioni  sarà  s — s'  ed  n—n.  Or  per  l’aritmetica, 
posto  a=  13, cZ=:i5  — 13^:2,  i/  = 6,d'=iii  — 6 = 5 , si  a- 


' / o\  / d(/2 — / f -r  d'fn' — i), 

vta  (238)  s~n{a-\ {)  ed  s H ■' ) , 

. d{n — l)  , d'(n  — l)  , 2a-frZ' — 2a' — d 

2 3 d—d 


• • • • • I 

5 — , giorni  di  viaggio;  onde  s—a'—  100  — , leghe  o di- 

3 .9 

stanza  dal  porco . Ma  per  la  progicssion  geometrica , posto 


a=:l3*g=;-?,  a=6,q—^-,  si  troverà  (258)  a{^ = 

,-g'" — I.  «(7'— l)  g'"— I . , 

a ( i-r ovvero  —yi -zzi equazione  che  con 

2-1  . «(2-I) 

la  doppia  falsa  posizione,  fatto-n  — 3 , “4,  da  per  primo  va- 
lore nzz^,f,y,  per  secondo  n — 3,61  , per  tyzo  ri  zz  2,616 , 
giorni  di  viaggio;  onde  s :r;  s'  —57,25,  leghe  o distanza 
dal  porto . 

V V.  Un  Vascello  ed  una  Nave  partono  nel  tempo  stesso 
da  una  distanza  di  leghe  136  — — Z»  per  incontrarsi  : la  Na- 


ve nel  primo  giorno  fa  4 leghe  e il  Vascello  6,  nel  secon- 
do quella  ne  fa  6 e questo  8 ec.  , ambedue  in  progressio- 
ne f- o yf  ; cerco  quando  s’  incontreranno  c dove.  Si  ha 
dunque,  come  sopra,  n zz  n'  ed  inoltre  la  spmma  de’ due 
viaggi  s~\-s'zzh.  Or  per  la  progressione  aritmetica,  fatto 


Digilizod  by  Googic 


)(  91  X 

«=4>^— 2,a'— d,d'c;2  , verrà 

n ( = cioè  n---  _ 

2 3 dH-d^  ^ 

I . \ a - 2Ì  i ^ I _ o 

J-+d' viaggio;  onde  s = <5i  A, 


/ 3 

•s'=Z4— • per  la  progressioni  geometrica,  posto  a = 4, 

9 — I 

a'  ( <7^*  — I ) 

— ,— -j~  = i,cioè6(2-.l)(5'  — i)  = a(2^— 1}(2-«— l)-f 

a'  ( 2 — I ) f 2^“  — I ) , ove  fatto  « 5 , — 6 , si  ha  per  primo 

‘valore  /i=:5,4’t  e per  secondo  nr^  5,513,  giorni  di  viag- 
gio-, onde  sz=ó6,29S,  viaggio  dellà  Nava  , s'=:  69,704,  . 

viaggio  del  Vascello . ' . 

Per  aver  poi  una  progressione  di  n termini  quando  n = 
h . , , . .... 

S ~ ì come  in  quest  ultima  applicazioni,  b.ista  risolvere  . 

in  m termini  ognun  dei  or -4.  r termini  della  data  (‘Ì19)  e 
pr  ender  dell’  ultimo  le  parti  7i. 

REGOLE 

• • 

De/  Tre , di  JUlsa  Posizione  e d' Interesse  . 


5 — — , a'  — 6tq'—  —,  si  avrà  s H-  s'rz  — ^ — Lì 


2 


261.1.  ijAti  tre  termini,  sì  sa  come  può  aver- 
si il  quarto  proporzionai  geometrico  (208),  e la  Re- 
gola che  si  adopera , dióesi  Regola,  del  Tre  , frequen- 
tissima in  tutte  le  Matematiche . Ella  è scmplica  quan- 
do dati  tre  termini  si  cerca  il  quarto  , ed  è compo- 
sta quando  datine  cinque  , sette  ec. , si  cerca  il’  .se- 
sto , l’  ottavo  ec.  Se  il  terzo  termine  e.ssendo  maggio- 
re o minor  del  primo,  lo  stato  della  questione  esiga 
che  anche  il  quarto  sia  maggiore  o minor  del  secon- 
do , la  Regola  è diretta:  all'  incontro  c inversa  se  il 
quarto  debba  esser  minore  o niaggior  del  secondo  (205) . 

262.  Dei  tre  dati  termini  due  sono  o pos.son  ren- 
dersi omogenei , cioè  della  stessa  specie X altro  ,è  so- 
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Utitrìo  o di  specie  diversa , a cui  poi  viene  omogeneo 
il  quarto  cercato  ; e dei  due  omogenei  l’ uno  è con  in-^ 
^terr orazione  , 1’  altro  è senza . Ora  1'  omogeneo  scnzci 
interrogazione  si  colloca  il  primo  a sinistra  , quindi  il  . 
solitario  y poi  1'  altro  omogeneo:  avvertendo  che  nella 
regola  inversa  il  .solitario  e il  suo  omogeneo  cercato 
debbono  esser  denominatori  dell'  unità  (205) . Fatto  ciò , 
e ridotti,!  termini  all’ espressi 011  più  semplice  se  il  ]>ri- 
mo  abbia  dei  fattori  comuni  con  uno  o con  ambedue 
gli  altri  (202),  si  opera  al  solito  (208). 

Esempi  I,  Che  varranno  lib-  70.  d’ argento  se 
lib.  14.  vagliono  lir.  714.?  Qui  la  regola  evidente- 
mente è diretta;  il  solitario  è 7141  V omogeneo  con  in- 
terrogazione h "lo , V altro  è 14:  dunque  14:714.*: 
70:  .V  ovvero  i : 7M:  : 5 : = 5 • 7 H.  = 35^0  • H.  57 

Artelìci  fanno  una  ceri’  opera  in  5 giorni  : in  quanti 
la  faranno  19  ? Qui  la  regola  è inversa  , perchè  un 
minor  numero  di  lavoranti  esige  maggior  tempo  al  la- 
voro : dunque  57  : — * 19  : — ovvero  3 : JL  ; ; i : -1  ed 

5 * 5 * 

15  giorni.  HI.  Con  scudi  8-^  ho  Bb  2 A di  pan- 
no ; ne  vorrei  Canne  2 ^ : qual’  è la  spesa  ? La  rego- 
la è diretta,  e se  la  Canna  sia  Braccia  4,  le  Can- 


ne 2 saranno  Bb  9 — : dunque  2 — : 8 — .*  ! o — : > 

15  3 42^3 

cioè  : Xy  ovvero  — : 17  : ; — : ,v  = 29  — . 


Se  la  lunghezza  del  Braccio  Fiorentino  è a quella  del 
piede  Parigino  X 2580,454:1440,  quanti  piedi  saranno  be'. 

25,55?  La  regola  è inversa  (261):  dunque  2580,454:  — X 

2'S>55 

1440:  — , ed  a:  — 45,7p. 

X 

263.  Ma  sia  proposto  questo  quesito:  20  uomini 
fanno  160  tese  di  lavoro  in  giorni  15:  quante  ne  fa- 
ranno 30  uomini  in  12  ? La  regola  è composta  y per-* 


Digilized  by  Google 


)(  93  K 

•«he  risultando  il  lavoro  c dalla  ragione  20:30  degli 
uomini  e dall’altra  15:12  dei  giorni,  i termini  omo- 
genei nascono  dalle  ragioni  composte  20x15 'e  30  x 
12  (203):  dunque  20  X 15: 160;  .‘30  X 12:  a-  ovvero  i: 
ló!  ; 12:  a:  = 192  . 

264.  Che  se  fosse  dato  quest’  altro  quesito  : 20 
uomini  scavando  un  Canale  debbono  asciugar  giornale 
mente  piedi  6 d’  acqua  per  fare  in  un  certo  tempo 
tese  160  di  lavoro;  quante  ne  faranno  nel  tempo  stes- 
so 30  uomini  asciugando  giornalmente  piedi  8 d’ ac- 
qua ? La  regola  quanto  ai  Lavoranti  sarebbe  diretta , 
ma  quanto  al  maggiore  ostacolo  dell’  acqtia  che  per- 
mette un  minor  lavoro  , è inversa  : dunque  20  X : 

160:  : 30x4-  j ovvero  — : 80  ; ; 180  tese. 

8 3 4 

265*  II.  La  Regola  di  semplice  Jais  a posizione  de- 
termina un  numero  vero  col  supporre  un  numero  fal- 
so . Voglio  un  numero  x la  cui  metà , il  quarto  e il 
quinto  facciano  456  . Suppongo  *•  = 20  , e perciò 


20  30  20  . , 

. — h— H — = io:  non  e dunque  20  il  numero  cer- 
245^ 

cato  . Ha  poiché  20  : a;  ; ; ^ ~ st  — x'. 

22445 

~x  ( 21 1 ),  sarà  (212)  io):  — x -H 

— a:  H-  X ( =c  456  ) ; ; 20  : = 480 , numero  vero . 

4 5 


266.  III.  La  Regola  di  doppia  Jalsa  posizione  de- 
termina un  numero  vero  x col  supporre  due  numeri 
falsi  a,b . Così  nell’  esempio  di  sopra , posto  a = 20 , 
e poi  5=  100,  i risultati  sono  19  e 95,  mentre  do- 
vevano essere  456;  onde  tra  il  risultato  del  vero  nu- 
mero X e dei  supposti  a , si  hanno  le  differenze  o 
errori  — 437  = — m , e — 361  ==:  - n : ma  i risultati 
di  due  cagioni  son  proporzionali  ad  esse  ; dunque  an- 
' che  le  lor  differenze  o gli  errori  lo  saranno  ^le  dif- 
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ferenze  tra  11  véro  numero  ed  i supposti . Perciò  si  a- 

. . -,  an  — ,, 

Via  -m:-n.  ‘,x^a:x  -b  ed  x = > o,  se  1 un 

n — m 


degli  errori  m,n  sia  positivo, 


an  -4-  bm 

X = 

«-t-n» 


Di  qui 


la  regola  seguente. 

2Ó7.  Supposti  due  numcri^ad  arhitrio  , sperimento 
in  essi  le  condizioni 'del  problema;  se  l'  uno  o V altro  ^ 
vi  soddisjamio , il  problema  è sciolto;  se  no,  scrivo  idue 
errori  positivi  o negativi  c/te  ne  risultano . Moltiplico 
quindi  ciascuna  posizione  per  l'  error  dell'altra,  e se- 
condo che  gli  errori  son  simili  o dissimili  ( cioè  con  lo 
stesso  o fon  diverso  segno  ) divido  la  differenza  o som- 
ma dei  prodotti  per  la  differenza  o somma  degli  errori  : 
il  quoziente  è il  numero  cercato. 

Esempio  • Un  Giocatore  scommette  I2  contro  8 
ad  ogni  partita;  ne  fa  io  e tira  20:  quante  ne  ha. 
vinte  ? Suppongo  9 , e dovrà  aver  ^2  ; dunqne  ne  per- 
do I,  e dovrà  dar  12:  tirerebbe  perciò  (So,  e dovea 
tirar  20  ; vi  è dunque  un  errore  di  -+  40  . Suppongo 
8,  e dovrà  aver  (54;  dunque  ne  perde  2,  e dovrà  dar 
^4  : tirerebbe  perciò  40,  e dovea  tirar  20;  vi  è dun- 
que un  errore  di  -h  20 . Dispongo  così  i numeri  e gli 
errori 


Pos.  I.  9 Po.s.  II.  8 

Er.  -f  40  Er.  2or 


IMoltlplico  9 per  20,  e 8 per’ 40,  e poiché  gli  erro- 
ri son  simili,  divido  la  differenza  140  dei  prodotti  per 
la  differenza  20  degli  errori,  cd  ho  " partite  vinte  . 
Se  invece  di  8 avessi  .supposto  3,  la  vincita  sarebbe  24, 
la  perdita  84:  il  dare  60  c perciò  1’  errore  — 8o:  mol- 
tiplicando 9 per  80,  e 3 per  40,  e dividendo  la  som- 
ma 840  dei  prodotti  per  la  somma  120  degli  errori  , 
che  son  dissimili,  verrebbe  ? come  prima. 

268.  La  Regola  si  estende  ai  problemi  d'ogni  gra- 
_ do , quando  almeno  posson  ridursi  ad  una  o due  condì-* 
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iloalj.  poiché  in  quelli  stessi  del  prillo  che  ne  hanrto 
tre,  riesc*  assai  nojosa  . lilla  è però  di  grand’ uso  in 
certe  equazioni  analitiche,  geometriche,  astronomiche 
ec. , le  quali  senza  di  lei  sarebbero,  affatto  intrattabili. 
Serva  di  modello  1’  equazione  at*  -f  15  = lo.v  che  si  sa 
risolvere  (189)  e la  cui  minor  radice  approssimata  è . 

*•  = 1 , 8377  • Poste  in  un  membro  le  quantità  note  , 
nell’ altro  l’ ignote,  onde  sia  15='»' (io — Ar),suppon-. 
go  X — I , ~ 2,  e sostituendo,  ho  gli  errori  - 6,  -i- 1 : 
opero  al  solito  (267),  e viene  t , 857,  onde  saia 
forse  tra  i , 8 ed  1,9.  Con  queste  due  nuove  posizio- 
ni ho  gli  errori  - 0,24,-1-0,39  edAr=l,838,  cioè  a; 
tra  1,83  ed  1,84.  Sostituite  quest’ altre  due  posizioni, 
gli  errori  sono  - o , 0489 , -+  o , o 1 44  ed  x = ì ,837725 , ' 
cioè  X,  tra  1,837  ed  1,838.  Infatti  queste  due  posi- 
zioni danno  gli  errori  - o , 0045Ó9 , o , 00 1 756  ed  a:  *=  , 

1 , 8377225 , che  avendo  le  stesse  quattro  o cinque  de- 
cimali di  prima,  è sicuramente  .x  = i , 8377 . 

269.  Usando  la  Regala  in  questo  modo,  il  calco- 
lo condurrà  rettamente  al  valor  dell’  incognita  , anche 
esatto  se  mai  vi  sia , come  può  vedersi  nell’  etjuazione 

i6  = a?(io-a'),  prése  le  posizioni  a = 3 , = 4 , o je  = , 

9,  = IO.  Ma  si  avverta  1°.  di  applicarla  a problemi 
possibili,  perchè  in  caso  di  x assurdo,  lo  sarà  anche' 
il  risultato:  2“.  di  prender  negativi  i risultati  quando  lo 
esiga  l’indole  del  problema,  poiché  la  Regola  lì  dk  po- 
sitivi se  tali  furono  le  posizioni:  3°.  di  operar  sulla  se- 
conda posizione  con  l’ordine  stesso  che  si  osservò  nel-_ 
la  prima,  altrimenti  1’  errore  non  sarebbe  proporzionale 
(266)  e la  Regola  fallirebbe.  . . 

270.  IV.  La  Regola  d\Intcrcsse  0 Frutto  determi- 
na 'il  frutto  annuo  o d’ ini  puro  capitale  o d’  un  capi- 
tale unito  ai  suoi  frutti  : nel  primo'  caso  1’  interesse  è 
semplice,  nel  secondo  è composxo.  Ecco  i due  piò  co- 
muni problemi  dell'  uno  e- dell’  altro  . 

Frutto  semplice  . I.  Detti  lir.  15Ó00  a 8 ]>er  1*00;' 
che  mi  si  deve  ppr  sor^e  e fratti  dopo  anni  5?  Sia  r = 
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5 il  tempo,  pr=  15600  la  sorte,  r il  frutto  annuo  d uni 
lira  che  si  ha  dalla  proporzione  100 : 8 1 .*  i : r = o , 08  : 
e poiché  lire  i in  anni  i frutta  r,  le  lire  p in  anni  t 
frutteranno  prt  ( 263  ) : si  avrà  dunque  tra  sorte  e frut- 
ti la  somma  s=p  ( i -+rt)  = 15600  ( i-t-o,o8.5)  = 
21840  lir. 

II.  Riscossa  oggi  la  mia  pensione  annua  "di  lir. 
1000,  la  lascio  in  seguito  per  anni  8 al  5 per  100  ; 
quanto  mi  si  dovrà  dopo  quel  tempo?  Sia  t = 8,p  == 
loo*,  r il  fhitto  annuo  d’  una  lira:  e poiché  la  pensio- 
ne si  paga  al  fin  dell’  anno , onde  nel  prini’  anno  non 
frutta,  il  frutto  del  secondo  sarà  pr,  del  terzo  2pr, 

C del  f”*  (t  - I ) pr;  dunque  i frutti  sono  4-  o-\rpr-h 

apr ...-+(é-i)  pr=~  {t  — i)  ( 232 ) , che  uniti  al- 

le  t pensioni  o a pt,  danno  la  somma  s — ~pt  (2  -+ 

r ( t-  I ))=  4000  ( 2H-o,35)  =9400  lir. 

Frutto  Composto.  I.  Impiegai  lir.  20000  al  5 per 
100,  e dopo  un  anno  formai  un  nuovo  capitale  di  esse 
e del  loro  frutto;  così  feci  per  6 anni:  che  mi  sì  deve 
in  tutto  ? Sia  t = 6,p  — 20000  ,c  = o,o5,5=i-t-r  = 
1,05,  capitale  e frutto  d’  una  lira  : e poiché  la  sorte 
1 produce  q sorte  e frutto  nel  prim’  anno , la  sorte  q 
produrrà  sorte  e frutto  nel  secondo,  essendo  i:  q'.’. 

q:q'  ; così  produrrà  q^  nel  terzi’ anno  e / nel  . Ora 

i:/:;p:pg‘  = 5 = 20000.1,05^  = 26802  lir.  in 
circa  . 

II.  Per  anni  t = 8 impiego  annualmente  al  4 per 
100  una  pensione  annua  p = 2^oo  coi  frutti  degli  an- 
ni scorsi  : qual  é il  mio  credito  dopo  quel  tempo  ? Posto 
r = o,o4e  j—1,04,  poiché  nel  prim’ anno  il  mio 
credito  è p , nel  secondo  p {t-i-r)-hp=p~i-pq,  nel 
terzo  [p-{-pq)  { i-{-r)  -{■  p—p  -i- pq  -h pq^  ec.  fino  a t 

anni,  il  totale  sarà  ~ p pq  'i-  pq' ^ pq^  ^ = 
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eisirzl(358)=s= 

r 

circa  . 


3400  ( 1 , 04*  — 1 ) 
0,04 


= 22114  lir.  in 


È superfluo  d’  arrertire  che  in  tutte  queste  equa- 
zioni d’ interesse , date  tre  delle  quattro  quantità  p , r 
io  q)s.ft,  si  ha  sempre  la  quarta , purché  si  abbia 
presente  quanto  dicemoio  altrove  (220). 


^VLCUNE  NOZIONI  SULLE  SERIE 

271.  X^Icesi  Serie  un  aggregato  di  termini  ch« 
JL-/  crescono  o scemano  con  certa  legge  , 
come  le  progressioni  : è finita  quando  ha  un  numero 
finito  di  termini , ed  infinita  quando  ò continuata  all’ 
infinito  : è divergente  o convergente  secondo  che  i suoi 
termini  crescono  o scemano  di  valore  ; e diverge  o 
converge  tanto  più  rapidamente  , quanto  più  il  valor 
di  ciascun  termine  cresce  o scema  riguardo  al  prece- 
dente . 

Diconsi  prime  differenze  d’  una  serie  i residui  del- 
la sottrazione  di  due  contigui  termini  di  essa;  secon- 
de differenze  i residui  della  sottrazione  di  due  conti- 
gui termini  delle  prime  ec. 

Sia  la  serie  21 , 34 , 55 , 89 , 144  ec. 

13,21 , 34  > 55  prime  diflerenze 
8 , 1 3 » 2 1 seconde  differenze 
5 , 8 terze  differenze  ec.  ec. 

Serie  algebriche  dell'  ordine  zero  son  quelle  in  cui 
tutti  i termini  son  costanti;  del  primo  ^ secondo,  e in 

generale  delf  ordine  son  quelle  che  hanno  co- 

Stanti  o le  ])rime  o le  seconde  o le  rn  diffe- 
renze : tali  sono  le  serie  d , , d ec.  ; u » a -h  1/ , u -u  2d  cc.  ; 

N 
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a*  , {<i-hdy  ,(a~^2dy  ec.  e in  generale  a",  ( a-f-rf)*, 
( n H-  ‘2d  )"  ec.  ; e si  diiaraano  algebriche  , perchè  1’  Al- 
gebra comune  è bastante  a trattarle  . 

3"2.  Esse  sono  di  numeri  o figurati  o poligoni,  e 
di  potenze  dei  numeri  . 

I.  Le  serie  dei  llgiirati  comincian  così 


^ ^ Costanti  I > I > I j I > I , I ec. 

Naturali 1,2,  3,  4,  5 , 6 ec- 

CT  ^ Triangolari i » 3 > 6 , io  , 15 , 21  ec. 

V.  Piramidali i , 4 , io  , 20 , 35  , 56  ec. 


È legge  di  queste  serie  che  ciascun  dei  termini 
sla  la  somma  dei  corrispondenti  nella  serie  precedente  : 
così  la  seconda  ò la  continua  somma  dell’  unità , la  ter- 
za dei  termini  della  seconda , ec.  : onde  queste  serie  han- 
no contanti  successivamente  i termini,  le  prime  diffe- 
renze , le  seconde  ec. 

II.  Le  serie  dei  poligoni  son  la  somma  dei  termi- 
ni consecutivi  di  una  progressione  aritmetica  che  comin- 
cia da  I ; diconsi  triangolari , quadrati , pentagoni  cc.  se- 
condo che  la  differenza  delle  progressioni  è i , 2 , 3 ec.  ; 
onde  queste  serie  liauno  costanti  le  seconde  tliffc- 
renze  . 

Progr.  Aiìt.  Num.  Polig. 

1,2,3,  4,  5 ec.  Diff.  I 1,3,  6,10,15  cc.  Triangolari 

l>3>.5>  9 ec.  DlfF.  2. ...1,4,  9,16,25  cc.  Quadrati 

1>4»7>io>I3  fc.  DifF.  3. ...I  ,5,  12,22,35  ec.  Pentagoni 

1 >5>9>  i.3>  17  cc.  DifF.  4. ...  I ,6 , 15,  28,  ec.  Esagoni 

Si  chiaman  Poligoni  perchè  le  unita  dei  lor  termini  pos.son  di- 
ppoi.si  in  triangolo,  in  quadrato  o in  altro  poligono:  così 
può  dar.si  una  forma  triangolare  alle  unita  1,3,6  ec.,  qua- 
drata alle  unità  1,4,9  cc. 

III.  liC  serie  delle  potenze  nascono  dalle  diverse 
potenze  dei  numeri  naturali  1 , 2 , 3 , 4 , 5 ec. , onde  an- 
che que.ste  hanno  successivamente  costanti  i termini , le 
prime  differenze  , le  seconde  ec. 

2'"3.  La  principale  operazione  su  queste  tre  spe- 
cie di  serie  consi.ste  nel  sommare  o tutti  o itn  certo  nu- 
mero dei  loro  termini,  e vedremo  tra  poco  come  ciò 
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9\  fàccia  . Vediamo  intanto  il  Metodo  dei  Coefficienti 
Tiìdetefiìiiiìciti  y col  cjualo  non  solo  si  risolve  in  serie 
un  espressione  qualunque , ma  si  calcolano  anche  le 
serie  algebriche  e un’  infinità  d’  altre  . Egli  è mirabi- 
le per  la  sua  utilità  e per  lo  spirito  d’ invenzione  che 
vi  regna  5 c se  si  usi  con  unci  ccntix  cLvvei'teiizci  , non 
è inen  pregevole  per  la  brevità  che  per  la  sicurezza  . 
Suppongo  dunque  che  voglia  ridursi  in  serie  il  rotto 


*.  ciò  può  farsi  con  la  divisione  e con  la  fin-rau- 

J)  -r  .V 

la  del  binomio  che  danno  in  generale  una  serie  della 
forma  A B.v  H-  C.v*  h-  Da.-’  -i-  ec. , ove  A , B , C , D cc. 


sono  i coefficienti  indeterminati.  Dunque ?—  = A-i- 

Ba-- -+-C.v'-f  D.v’ -’r  ec. ; e moltiplicando,  ordin-ando  e 
trasponendo  p , si  ha  ^ 


( Ap  Hpx  — Cp AT  * H-  Dp AT  ’ -f  Ep  AT  ec. 

(_<Ph-Aa^  -j-Ba?*  -ì-Ca-’  -1-D.V+  ^ ec. 


Or  poiché  il  secondo  membro  è zero  indipendentemen- 
te da  qualunque  valor  di  jc , niun  termine  potrà  esser 
distrutto  o dai  precedenti  o dai  seguenti  : é dunque 
forza  che  ciascuna  colonna  sia  zero,  con  che  ho  tan- 
te equazioni  quanti  sono  i coefficienti  A,B,G  cc., 
che  così  si  determinano:  dunque  i“.  Ap-p  — o:  2“. 
Bp.v  -h  Aa’  =:  o:  3°.  CpA'*  -4-  Ba*'  :=  o ; 4“.  Dpv* 
Ca^’  = 0:5.  EpA-"^ Da-'*  = o ec.  La  prima  equazio- 
ne dà  A = ^ , valore  che  posto  nella  seconda , dà  B = 

— posto  il  valor  di  B nella  terza,  si  ha C = — ec.  -, 

P ' 

onde  mettendo  i valori  di  A , B , G ec.  nell’  equazion 

primitiva  , si  ottiene  = J2.  ^ ec. , e la 

P-+*  P P'^  p’  ■' 

legge  è manifesta . Dunque = ^ i- 

^ A’'(p-hA’)  px’' 

*c. , il  che  si  avverta  per  sempre . 
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cz* 

Per  ridurre  la  serie  — r lo  pongo  = A *+ 

a 1ax> — X 

C.v  ■+  Cx  * -t-  ec. , oride  a*  = ( -+  2a*’  — ) ( A -t- 

ec.  ),  o axoltiplicando , e trasponesdo  a*, 


o = 


{ 


rt*  A -X-  a*  -4-  a*CA?’  h-  ■+  ec. 

- a*  -1-  2.aAx  -4-  2aB.v*  -+•  2aCx'’  -h  ec. 

, - Ax^  - Bx^  - ec. 


onde  A = i,B  = — — , C=-^,D  = — ^^ec.  dal  che 


viene  — j 

a -4-  ’Zax  — x 


2x 

a 


6*" 


12** 


ec. 


a 


Voglia  ridursi  in  serie  — . Supposto  i •+ 

* . I — * — * 

•2a‘=(i-a'-a.''*)(Ah-B*'h- G**.-»-ec.),  fatta  la  mol- 
tiplicazione e trasposto  il  primo  membro  , si  troverà, 

A = I , B = 3 ec. , onde  = i h-  3*?  h-  4;^*  -t- 

H- I !*•*  ec. , serie  che  dicesi  Ricorrente  y perchè 
per  formare  il  coefficiente  di  ciascun  termine  convien 
ricorrere,  ai  due  che  lo  precedono . 

2*4.  Debba  anche  estrarsi  la  radice  quadra  di 
n* — x""  già  trovata  dì  sopra  (161).  Pongo  V(n*— » 
) = A -hB.v* -+-Gji:‘*-hD.v‘^  ec.,  il  che  dà 


r A'h-2ABv'-+  B*a?+ -1- aADA.'‘^-i-ec. 
l - n*  H-  -h  2AGa'^  -4-  2BG*'‘^  h-  ec. 


onde  A = u,B  = — — ,C= L,D  = -~ec.; 

2a  8a*  l6a^ 

cosicché  si  ha  (j.~  -- x‘  ) — a - — - ~ — %—  ec.  Da 

► 2(2  8«’  \6a^ 


questo  esempio  può  raccogliersi  l’ avvertenta  (i273)  con 
cui  convien  far  uso  del  metodo;  poiché  mentre  di  so- 
pra si  prese  A -+•  B*-  -4-  G*-*  ■+  Da;’  ec. , qui  si  è preso 
A-t-lÌAr* -4- GAr^-HD*-*^  ec.  ; ciò  vuol  dire  che  giova  ta- 
fora , e talora  è necessario  di  aver  prima  compresa  la- 
legge  o forma  dominatrice  della  serie  ; ne  vedremo  iit 
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ic^uito  degli  esempi  : il  valersi  del  metodo  senza  tal 
cautela , è un  esporsi  errori  gravissimi . 

Somma  delle  Serie . 

225*  Si  posson  far  sulle  Serie  tutte  le  operazioni 
deir  Aritmetica  : ma  la  più  utile  e più  difficile  è la 
somma  dei  loro  termini . Da  questa  per  lo  più  dipen- 
de la  soluzion  dei  Problemi  in  cui  entran  le  serie. 

Il  Termine  generale  della  serie  è un’  espressione 
algebrica  che  da  ciascun  termine  di  essa  sol  che  al 
numero  n dei  termini  si  sostituiscano  in  quella  espres- 
sione i numeri  1,2,3  ec.  ; così  il  termine  generale  del- 
la serie  i , 6, 21 , 52  ec.  è n’  — n*  h-  n,  perchè  fatta 
j,  = I , = 2 , = 3 ec. , si  hanno  i termini  1,6,21,  ec. 
!La  Somma  generale  o Termine  sommatorio  è 1’  espres- 
sione che  dà  la  somma  di  un  numero  n di  termini  : co- 
sì è il  termine  sommatorio  d’  ogni  progression 

q—\ 

geometrica  (212). 

226.  Data  la  somma  generale  S d’  una  serie , si 
trova  iì  termine  generale  T se  in  questa  somma  si  so- 
stituisce n - — I ad  n j poiché  cosi  si  lUvrà  la  somma  s 
di  n-i  termini  della  serie  ; dunque  se  s si  tolga  da  S , 
si  avrà  un  termine  espresso  generalmente , cioè  T = 

— H n ' 

S — s:  per  esempio , se  S = — — — » posto  n - i per  n 

^ \ 

si  avrà  T = n , c si?  sia  S = — , si  troverà  T 

2—1 

^ . Vedremo  in  breve  come  dato  il  termine  gene- 
rale , si  trovi  la  somma  generale . 

227-  Dati  i termini  ;n  -t*  2 della  serie  algebrica 
g,k,p r,  in  cui  son  costanti  le  loro  differenze 

per  averne  il  termine  generale  T,  osservo  che 
le  serie  i*  , 2* , 3* , ec.  ; 1 ‘ , 2' , 3'^ec.  ; e in  generale 
i'*,2'”,3'"  ec.  hanno  evidentemente  per  termini  genera- 
li n*  ,n'  . . . n*”,  cioè  le  varie  potenze  di  n relative  al 
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numero  m «Jelle  differenze . Questa  osservazione  guida 


a suppor  generalmente  T = an 


* 771 


, m — I 

ha 


cn 


ni' 


dr^  ^ • -4-  M n* , ove  <i , t , c cc.  son  coefficienti  che 

si  determinano  così: 

278.  Sia  m — o , cioè  nulle  le  differenze  o costan- 
ti i termini,-  onde  la  serie  sia  ^ìg->gìg  ec. : dunque 
T=  an° . Fatta  n = i , si  avrà  il  primo  termine  deila 
serie  (275),  e però  a 1“  =^gt  cioè  a—g  onde  T , 
come  visibilmente  dee  essere. 

2~9.  Sia  m = I ; dunvque  T — an^  -t-  lai  = an  -+• 
h . Fatta  n = i , 2,  sihau-+  e 2(i-f  6 ^ : sottratta  la 

prima  dalla  seconda,  si  ottiene  a = /:  -g',  e però  fc  — 
ng — k , onde  T = ( ^ — ^ ) n •+  -5  — k — g~h{n  — i ) 

( jfe o). 

280.  Sia  m = 2;  dunque  T = un*  Fatta 

n=  1,2,3,  fi'U'emo  I.  a-^h-^ c — g,  IL  4a-+2l>H-c=^ 
k,  III.  pa -4- 3^ -t- c = p ; sottratta  la  I.  dalla  IL  e la  li- 
dalla  III. , ho  le  due  ga-\-  b=zk-  g , b:=p  — k , 


; . o — 2k-¥p  . 

che  pur  sotti'atte , danno  a = , 0 


Bk~  <£T- 


3p 


— ^=3S' 


35' — o^~^P  ’ ® quindi  T = 


(g— 

2 I 


S»=I£ZSÙ  „ ,, 


00 


" k 


■p  = 


o'  *4^ 
o 


(n-i)(k-g)-ì-  2k  -+g)  . 

281.  Sia  m = 3 ',  dunque  T = an'^  -4-  hn'  -+  cn  -i-  d . 
Fatta  n = i , 2 , 3 , 4 , si  hanno  V equazioni  u -i*  è -4-  c-t* 
d — g,  8u  4& ^ 2c  “4-  d = k,  2“a  -4-9/?  -4-  30  -4-  d = p , 
64aH-i6Z>-4' 4c-t-d  = r,  dalla  solita  sottrazione  nasco- 
no le  tre  -t-  3?,  -4- c = t~g,  tpa  *4-  ^b  ^ c=-p  — k , 
37a-4-^&-4-c  — r — p,chc  sottratte,  danno  le  due  i2n-ì' 
Q.b=p  -2,k-+gy  i8a  -4-  2&  = r - 2p-+  ik,  in  cui  rinnova- 

1 . . — jr — SP'4"'’  , 

ta  la  sottrazione , si  trova  a = ‘-g- , b = ■ . • 
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— 51^  — 260  — 42j5-f-rir 

2 — 6 >a  = 4o-0.t 

4P-r,  e 

— 2155-— 42/7 -MI  )•) 

, (5  — oè-+4p-r  = o H- ( _ 

J ) (*— 2 )-^ ^ -(p  — 2k-i-o)  -^  .....  . 

(r; — l)(n — 2)(n  — q) 

^ — oP~^o^  —8')  ■ Dopo  ciò  è fa- 

cile di  veder  la  legge  con  cui  procede  il  termine  ge- 
nerale che  sarìi  T — o-  -h  ( ;j  — i){k  — 5 ) -+ 

( " - ' > ( " (f  -at  H-  » ) + (rzDlf  , _ 


O -> 

’ O 


3P 


C.) H-  (i-;. li-- 4j  ( , _ ^ 


3.3.4 

6p  — 4^”+p  ) ec. 

383.  Supposto  T— o,  II  termine  generale  diviene  un’e- 
quazione del  grado  m la  cui  incognita  è n;  dunque  all’in- 
contro ogni  espressione  ridotta  a zero  , come  -+. 

„ m — 3 

~r  ec.  — o e un  termine  generale  che  fatto  a ~ o, 

“I>— 2 ec.  da  una  serie  con  le  differenze  costanti, 

onde  determinati  i primi  771  h-  i termini , si  otterranno  con 
poca  pena  i seguenti.  Sia  l’equazione  — 3z*-i-z  — 4::i;o: 
con  le  supposizioni 

* — — 2,zt3  Supp.  0123  4 ve. 

vengono  i risultati  - ■ 

come  qui  di  faccia, 
e ripetuta  la  diffe-  f 4 

renza 
ultim 


ripetuta  la  diffe-  / A 

iza  costante  6 deir  . I 
lima  colonna,  si  I.  J I 
iiuvanoi  termini  del-  . 
le  superiori  dicendo:  ì ° 

6 -f- 6=  12  , -V- 5 ...  ( 

17»  — I~i6(  nuo-  3-  ^ 6 


5 ~ 6 — I . 
I 5--1: 

6....  13  18 

6 6 6 


16  ec. 
35  cc. 
24  ec. 
6 cc. 


vo  risultato  della  sup- 
posizione 4):  6-M2~i8,-M7~35  ec.:  c poiché  qui  iter- 
mini  dell’ultima  colonna  son  tutti  positivi.  Io  saranno  anche 
quelli  delle  colonne  seguenti  > c i risultati  non  varieranno 
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più  di  segno . Giova  questa  dottrina  a risolver  1’  equazioni 
per  approssimazione,  come  vedremo. 

283.  Or  per  aver  la  somma  generale  delle  serie 
algebriche,  tento  di  scuoprirne  la  forma  (274),  ed  os- 
servo che  in  quelle  dell’  ordine  zero , essendo  T = g- 
(•278),  si  ha  evidentemente  S = n°',  e in  quelle  del 
prim’ ordine , essendo  T=5-H-(n — i)(it — 8 )(^Z9)* 

si  trova  S =gn-+—^ — — ^(238)  posto  a =g  e 

d = k — g.  Dunque  per  aver  S basta  moltiplicar  cia- 
scun termine  di  T per  una  certa  espressione  An,Bn, 
Gn  ec.  di  n . Posto  dunque  per  compendio  k g ~ 
g'  ,p  — 2k  "+  g = g''  ec.  f n — I = n' , n - 2 = n"  ec-  e 

• V m / / Tl  TX  Q Ti  TX  TX  Q > ^ 

perciò  T —g  -4-  n g-  h ^ n — i-  ec.  dovrà  es- 

3 2.3 

^ , nn'n"Q.^'  nn'n''n"'Tì^"  , 

sere  S=nAg~^nnBg  h — ! 1-  ec.  ; 

^ ® 3 3.3 

onde  se  qui  si  ponga  n — i in  luogo  di  n per  aver  5 

(2-6),  verrà 

nnV'Cir''  nn'n"n"'D3"' 


s = nn'Bg'  -+ 


o = 


Ag. 


-g-  ^g 


3 

/ TX  n n Lro 

3.3 

3 

T ovvero  S - 

3.3 

— 5 — T = 0 , 

A f ffr*  ff 

, gnniig 

4«'n'V"D/" 

•+“3 

-*+* 

2-3 

n'n"n'"'r"' 

_ 0 

2 

3.3 

ec. 


dunque  (273)  A=  i , B=§,C  = ^,D  = | ec.,  e la 
somma  generale  di  tutte  le  serie  algebriche  è 

_ n{n—l){k—g)  ^ n(  n — i )(n  — ‘2)  (j}—2k -t^g) 

I 1.3  1.3.3 

n(/i  — l)(n  — 2 ) ( n — g){r—5p~^3k—g) 

T.2.3.4 

284.  Esempi  - I.  Sia  la  serie  1,6,21,52,105  ec. 
che  ha  costanti  le  terze  difterenze;  dunque  o — \ 

o,p=;3i,r  = 53,  onde  S = n-h- — - -i-  . ..  . 


ec. 
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^w(n^l)  (n  — 3)  ^ n(/2— I )(  ;i^2)(y,  — 3) 

- 3 4 ' 

sarà  S = 185 . 

f285.  II.  Sia  un  nnmaro  r di  lettere  a,b,c,d,J'cc. 
di  cui  si  vogliano  tutti  i prodotti  prendendole  a 3 a a , 
a3a3,a4a4ec.  È evidente  i*.  che  i prodotti  di  2. 
a a saranno  a { b -*•  c -*■  d ec-)  h {c-+d 
cc.  ) -^  c{d  ec.  )~4-d{J‘~^  ec.)  serie  dei  numeri 
naturali  4,3,2,!,  i termini  della  quale  son  4 ser  = 
<5,  € sono  r — i se  r è indeterminata:  2“.  che  i pro- 
dotti di  3 a 3 saranno  a { bc  -+  bd  ~i  hf-+  cd  -t-cf-t-  dj’-^ 
cc.  )-+*!’(  cd  •+  c/‘-+-  dj'~i-  ec.  ) “+  c ( •^-+  ec.  ) , serie  dei 
numeri  triangolari  6,3,1,  i termini  della  quale  son  3 
se  r = 5,  e sono  r — 2 se  r è indeterminata:  3*.  che 
i prodotti  di  4 a 4 saranno  a ( bcd  "+  lhJ''+  hdj'~+  cdf  -+- 
ec.  ) -i-b  { cdf  -+•  ec.  ) , serie  dei  numeri  piramidali  4 , i , 
i termini  della  quale  son  2 se  r = 5 , e sono  r — 3 
se  r è indeterminata  ec.  Dunque  i cercati  prodotti  ap- 
partengono alle  serie  dei  numeri  figurati , e la  som- 
ma della  prima  1,2,3  ec.  si  trova  (283)  S==n..+ 
«(«—!)  (r— l)(r— 3)  r(r  — l) 

= r - I ' = — — - . numero 

dei  prodotti  di  2 a 2:  la  secqnda  i>3,6,  ec.  dà  S = 

I / — 1)(”  — 2)  , , . 

n-^n(n — 1)“^  “ — = f — 2*+(r  — 2) 

r(r— I)(r— 2) 

: ^2'.  3 » 

ro  dei  prodotti  di  3 a 3:  la  terza  1,4,10  cc  dàS  — 

3n(n — 1)  n(n  — 1 — 3)  ,nfn— l)f« — 3)62—3) 

— ?.-374~  = 

r(r— l)(>— a)(r  — 3 ) 

2-3-4 

. . V r { r — I ) ( r — 3 ) ( r — 3 ) ( ''  — 4 ) i 

c COSÌ  SI  troverà — - — cd 

r(r  — l)(  r — 3) (r  — 3)(i 

2.3-4-5-6 

dotti  di  5 a 5,  di  6 a 6 ec 

O 


<r-3)  -h 


(r  — 2)(r  — 3)(  r— 4) 


3.! 


n -4-  — 


, nurae'ro  dei  prodotti  di  4 a 4 5 


2.S-4-5 
^ ec.  mimero  dei  pro- 
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:i86.' Debba*  ora  sommarsi  la  serie  -7-  » r-  , T^ee., 

■ h 7iq  *2 

la  quale  , supposto  >>  i , è una  progression  geome- 
trica decrescente . Scrivendo  ; ec. , ^ , diver- 

liq'  hq  h 

rà  crescente  , c applicandovi  la  formula  ^ = . . . 
— 7)  (260)  che  serve  per  le  crescenti,  fatto  w = 

— , si  avrà,  s = • Se  sia  n = 00 , sarà  / - 

I = fl”  ( 192  ) , e SI  troverà  j = r-;— / = r;-— ~ • 

^ ^"2  (2~I)  M2— I) 

28*:;.  Questa  formula  dà  la  somma  dei  rotti  deci- 
mali infiniti  quando  se  ne  conosce  il  periodo  i di  m 
cifre  ; poiché  fatto  h=  io",  io*”  ec. , e perciò 

A = 5,  si  ha  a = io»  - i è 

un  numero  m di  9 ; dunque  Li  somma,  di  un  rotto  deci- 
male interamente  periodico  si  ha  dividendone  il  periodo 
per  tanti  9 quante  soii  cijrc  nel  periodo:  così  o , 1 1 1 ec.  = 

1 24  8 259 

— ; 0,2434  ec.  = -^  = — i 0,25935960.=  — = 
9 ’ ^ ^ 99  33  ^ 999 

“ . Che  se  nel  rotto  cominci  il  periodo  dopo  g ci- 


772».|«nr  3/?l“4*P' 

fre,  sarà  /i  = io  ^^7=10  e perciò  10^, 
onde  la  somma  del  rotto,  non  comprese  le  cifre  fuor  di 

periodo , sarà  5 = iof{io’^Tj  ’ somma  di  un 

rotto  non  interamente  periodico  si  ha  come  sopirà , pur- 
ché alla  destra  dei  9 si  ap;piiLngano  tanti  zeri  quante  son 
le  cifre  Jlior  di  periodo  c si  sommi  questo  rotto  col  rot- 
to ehe  non  entra  in  periodo:  così  o , 1666  ec.  = — -i- 


j6 

90 

li 

56 


lo  00  80.-5  .S71423 

= -T- 10,803571428571428  ec.=  — ^ — = 

6**  00  •‘r  Ofc't  1000^999999000 

ec. 

288.  La  formula  stessa  (28Ò)  somma  anche  la  sc- 
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cc.  , ove  1 numeratori  sono  in  a- 


ritmetica  e i denominatori  in  geometrica  progressione . 
Distribuisco  la  serie  nelle  seguenti , la  prima  delle  qua- 
li ha  n termini,  la  seconda  ne  ha  «-r,  la* terza  n - 
2.  ec- , onde  nella  formula  sarà  n = n — i per  la  se- 
conda, ;j  = n — 2 per  la  terza  ec. 

m a a <t  f q"  — 1\ 


h ’ hq  hq 

d d 


hq  ’ hq^  J hq^-'K  q — l ) 
d d — 

U—I  ) 


hq^ 


Or  toltane  la  prima  somma,  tutte  1’ altre  fino  al  ter- 


. mo  d 

mine  n-  , seno 


•+  CC  ...  -* 


n I ) , c q"~' , , q'~^  ec.'  è una  progressione  geo- 

metrica decrescente,  in  cui  n diviene 1 onde  fa- 
cendo nella  formula  (260)  w = n—n  — i , la 

somma  sarà  ^ = dunque  perla  somma  to- 

tale avremo  s 


hq” 


a ,q” — I\  d fi  — n\^ 
q”~'q — I \ 2 — 1/ 
dq  I (gg-fd  — a)(2’*—  l)—-  (2~  I ) dn 

V'M9- hq”-'(q~l)^ 
n = 00 , svanirà  tutto  ciò  che  è dopò  ^ , onde  0'^  = 
{aq-+d — a)  q”  {aq-\-d — a)q 

389.  Bastano  le  due  Sbrie  somm.ite  per  trovar  la  so.ui- 

ma  della  serie  ’cc.  coi  numeratori  in  serie  alge- 
h hq  , 

brica,  d i denominatori  in  progresslon  geometrica.  Poiché 

1®,  nella  serie  — ec. , ove  i numeratori  scm  costanti  cioè 
h hq 

. . ^ dn*  , „ — dx— (7"— I )/2*  , , 

»j“0,  «1  ha  T = ; — —,  «d  S = — c — -2  .nel* 

hq-  ‘ hq”  ‘{q-l) 
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la  serie  ^ ° ec.  ove  son  costanti  le  prime  differentO 
7i  hn 

dei  numeratori  eroe  m — I , si  ha  A — ° — ' 

— Dunque  (2:4) 

hq’*  ' (q  — n* 

nella  data  serie  i“.  T ed  S debborto  avere  ri  al  grado  medesi- 
mo: 2°.  il  denominator  di  T dee  essere  hq'^  ^ , e hq^  X 
( j _ I ^quello  di  S : 3®.  posto  àh^  -+  bii^  *.>4-  crì^  ^ H- 

ec.  per  numerator  di  T , U numerato»  di  S sark  An 

ec. : 4°.  1’ ultimo  termine  del  rtume- 
rator  di  S ( quello  cioè  in  cui,  secondo  il  valor  di  m,  si  ha 

m~m  _ ^ moltiplicarsi  costantemente  per  — (7”-^  l). 

Ridotti  dunque  T ed  S allo  stesso  denominatore , si  ha  . • . 

T = (g^  * 

^ H (3— i)  ’ • . 


.PI  H 7tl  I 

— An  — On 


-ec.  — ge  : 


n—t , ' .m'H-I 

hq  (3  — 0 


; se  in  S si 


ponga  n-—  1 in  luogo  di  ri,  e si  moltiplichi  tutto  il  rotto  per 
q , sark  s—  ■ ; . • 

- ^ m » m-l  ' *n~X  rn‘1-  . rh-t  m-2 

*—Kqn  ‘+Aqmn  —kqm.—^.n  AqrA n ec. 


— Bg  •+  Bg . m — I 


-Bgm — I. — ^ — *4ce. 


-Cg 


•-t'Cg . m -^3 
-Dg 


— ec. 
“4*  ec. 


, n—l  , , .ni-VI 

hq  ( 3 — I ) 


e poiché  S — s=T,  ovvero  S— s — T=o,  sata  o_ 
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— Bn 

— Aqin 


, . TOH-r  _ 

. — a{q-l)  -+Bq 


m~i 


H-C? 


^ a S 

t -+Bq  .m—i 

2 


u 


— c(2— 1) 


m-+i 


m-¥t 


Cg.  »2— r3 
-t*  Dg 
— d{q>~l) 

e trovati  ai  solito  i valori  dì  A,fi,C  ec.,  sark 

^ ~ /I^^|zi7  t ^ H-  ( tìm?  H-  . i )n"i-  * 

y I 0 -)- t ' — — ^ . ■'*-  m 3 

^771 ^ — I>c  .)n  -4-  . , 

,ì 


, f»-^I  >72— 2 0^-4- 42 -fi  r , fl_ft 

(„ . .... 

“3 ec. . . . . X-  ( ?'"-  I ) ] . 


3 ‘ (2 

ai  -^3 . C2^  2 — I • d ) n 


^Esctìipi’o.  Sia  la  serlt  et.  i cui  numera» 

tori  hanno  tostanti  le  tette  differente  : sara  ?»  = 3,  T =— 

6 


— •+  — > e perciò  a = ir=  -L,  ci=i,d  = o,cpoiA=r2,2=: 

4,  e il  quarto  termine  della  somma  ove  — rz“,  ( 

moltiplicarsi  per  _ ( g"  — i ) . Faeta  la  moltiplicazione 

Étituiti  i valori,  si  troverk  S = — — 

2./l"~''5*  ‘'2  3 


3 o w ^ 

n — rz“ , doifrk 

e 80- 

ìn'  . 

6à.  ~ w - - 3 

(4”— • i)-^].  Se  nx: I ,si  ha  S = -i  ; le  n = 3,  S=i  : senx: 
9 3 

31 


2.4«-'.q*  - 3 


S > S = ^ ec.  ; e se  nrc  w > i termini  Vìs-  LJA?IL  ^ 

16  3‘.4-  3‘.4-  33^- 

diverranno  in^nifesimi  (aòo)  e svaniranno  (ip7),  onde 

o -4.  ..  , 

,_I28  ’ ■ 

Si*  - . . 


-f 
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390.  OsEEnvAiiovi . I.  Col  metodo  stesso  si  somma  la  serie 

reciproca-^-».— ^ ^ -4rj-4.ee. A-  ec.  Fat- 
h hq  ^.hq  ' h h h 

ti  i cangiamenti  relativi  all’ indole  di  questa  serie,  si  troverk 


l.aqn”-+{q  — 1 .bq^amq)Ti'‘^  *'-f(77iX 


m~ 


m — i 9-+1 , . m — 3 . , 

— -—.aq^- - — m — l.bq-^q — l.cq)n  -¥{m — IX 


gl— 3 j 7-I-I gl— 

3 ‘ ^9— I ’~3 


I gl— 2 9* -4-47-4.1 


. . aq  gl  — 3 X 

3 (9-1)* 


■ 3 \ 5 /I  » 77X***/7J 

cq-^q—l.dq)n  ^ cc X(l— 9 )«  ]• 

Combinando  queste  serie  c le  loro  somme , si  avranno  al> 
tre  serie  e le  loro  somme  co»  poca  fatica . 

291.  II.  Se  non  può  sommarsi  in  termini  finiti  u- 
n»  serie  infinita , si  rende  più  convergente  che  sia  pos^ 
sibile;  poiché  se  una  serie  converge  velocemente , som- 
mati alcuni  de' primi  termini y posson  trascurarsi  gli  al- 
tri senza  errar  sensibile.  Così  in  V(a*  *4-Af*  ) ( 374  ) 
quanto  più  sarà  piccoio  il  valor  di  jK-  riguardo  ad  a , 
tanto  più  sarà  pronta  la  convergeiua  della  serie  a -\r 

**  .V+ 

- - Metodo  inverso  delle  Serie. 


' '''  1 ...  - gl  t rn-^n 

293.  Data  un  equazione  di  questa  forma  x—  ay  -voy 

«c.  ove  il  secondo  membro  si  sup» 

■ pone  ùfia* serie  convergente  si  cerca  il  valor  di  y.  Il  metodo 
per  trovarlo  si  chiama  Metodo  inverso  delle  Serie  o Ritorno 
delle  Scney  perchè  il  valor  cercato  si  ottiene  con  la  serie  del- 
le pstenze  di  X.  Liberato  y^  dal  suo  coefficiente,  e fatto 

. , gi-t-g  " gl_|.2n  j gi-4-3it 

* 1_  „ . a:  _ m by  cy  dy 

a a ^ 'a  a o. 

ec. , e per  conoscer  la  legge  con  cui  procede  la  nuova  Serie 

(274),  osservo  che  l’ equazioni  simili  alla  data  come  — — 

3 
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X «n  )( 

-y^ 


3H-2.3  , _ ,3-4-3  3H-a.3 

* :;t5~  • • » • t ~-y  Ti  ' 


v’  — — -= (-•^^ — ■; ec.  htnno  per  radici  y’ *— a, _ji* — a.a^, 

a’  Sa*'’" 

3.3 


0“  ó 

^ . 
o 


3a« 


S-+3  .0-+-3.3 


I_  IH-3  lH-3v3 

yi — a. a " ec. , il  che  da  =r  a ty~a  ty—a 

£ 

ec. , e perciò  pongo  in  generale  _y=rAu”* -f  Bu  H-  . i . 

IH- 371  IH- 371  ' 

*L-  m 

Cu  H-Du  ec.  Ora  poiché  o::r  — uH-y  *■ 

ec.  t avremo  o = 


u 


m 


m-¥n 


I b m-^n b *7nH-n 

Ih— V = H~ A 

a''  « 

c m-¥2n 

,-y  = 


jjiA*”  ^ Cu 

B» 

3 

, , . i . mH-n-I  _ 

H-(t7iH-70—  a B 

a 

c * mH-STz 

H-  — A 


ywH-STi 
in 


Trovati  al  solito  i valori  di  A,B»C  ec. , viene  y ~ 

L.  b ( I _j.OTH'3'i)6*  — 20COT  — "i— / 

" ■ -1-  — ^ u — .... 


«"  — U 

am 


2.a'm^ 


aul 

f277i*-^-97n7zH-97t*-4-3'”H-67iH-l)ò^ ( I H- tti  H- 37i)òc  ^ ^ 

\ Óu’tTJ*  U*/n*  0771' 


ti 

Applicawoki.  I.  Sia  _+ Y_y^ 

2 o 4 h 

ec. ; si  avrà,  orz  — , 6r:-^,czz  — ec. ,77iz:3,n:z:I» 

2 3 I ^ ^ .3  I 

» = -^=3x,  e «uindi>=«a  — H-^u»  — — u*  ec. 


H-ec 

H-ec. 

H-ec, 

H-ec. 


/ 
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— 1 li  li  I 

n.  Sìa  »=>  — 

■ r * _ I ' j _ * I 

«r:i, 6 = --, c_~-,d_--ec., w = _-, 

^ = x.e  pe.o.a,  .c. 

393.  Se  fosse  = n = I , la  formula  generale  si  cangiereb- 

, . ^ 1 , 2i* — ac  , , ^aòc  — a\l — si*  ^ 

fceinv=:a— 1 — u -f — H ec. 

a a a' 

I i » , 26*  — oc  , — ac)-^a*d 

— X tX  *♦•+ 

a a’  a‘  a' 

^ì*(2£»*  — 3ac)-+.3a*  (3Ìfl-*-c*  )— a’e  , 

5 a’  — ec. 

a* 

394.  E se  fosse  mzzl  ,n~3,  la  formula  diverrebbe y rr 

b . .3^^ — r Saie-  — a'fl  — I2Ì*  , I 

ft—  — u’  -b 7 — «'  H* , u'  ec.:;^  — a — » 

a a a'  m 

b , si* — ac  . 8ahc  — a*</ — I3i*  , 

— A»  -b---= — x^  -V ec. 


DEI  LOGARITMI 

La  lunghezza  dei  calcoli  nella  moltiplicazione  o 
divisione  dei  numeri  molto  grandi , e soprattutto  nel- 
la formazion  delle  potenze  c nell’  cstrazion  delle  ra- 
dici un  poco  alte,  suggerì  l’idea  dei  Logàrìtmi  a Ne- 
pero , uomo  di  raro  genio , con  che  egli  ridusse  le 
moltiplicazioni  a somme,  le  divisioni  a sottrazioni,  le 
formazioni  delle  potenze  a moltiplicazioni  assai  corte , 
e r estrazioni  delle  radici  a facili  divisioni . 

295,  Sia  la  progression  geometrica  (215) 

4-I-  n”  : il'  : a’  : n’  : a*  : ; a"  : : a®  ec.  ; 

fatto  per  esempio  « = 2,  sarà 

3“  : a'  ; 2*  ; 2*  : 2^  : 2^  ; 2*  : 2’  ; 2®  ec. , cioè 
I : 2 : 4 ; 8 ; 16  :32:64: 128  : 256  cc 

1°.  Vogliasi  il  prodotto  di  2’x2*  = 8.t6;  som- 
mo gli  esponenti  3 -t-  4 = , cerco  1’  esponente  " , e 

sotto 
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eotto  di  esso  trovo  128  j dunque  8.16=128:  2*.  vo- 

. -1  ' • j-  25Ó  ^ 

gliasi  il  quoziente  di  ^ ^ ; sottraggo  gli  esponen- 

ti 8 — 6 = 3,  cerco  T esponente  3 , e sotto  di  esso 

2^6  O 

trovo  4 i dunque  ^ — 4 * 3 • vogliasi  la  2*  potenza 

di  2^=16;  moltiplico  gli  esponenti  3.4  = 8;  cerco 
r esponente  8 , e sotto  di  esso  trovo  256  ; dunque 


2'^^=  256;  4°.  vogliasi  la  radice  3*  di  2®  = 64;  di- 
vido cir esponenti  6:3  = 2,  cerco  l’esponente  2,  c 

6-3 

sotto- di  esso  trovo  4;  dunque  2 =4'-  Tale  è in  so- 
stanza il  metodo  di  Nepero,  • . 

296.  Gli  esponenti  di  a sono  i Logaritmi  ; onde 
se  a = IO  e la  progressione  divenga  -f-f  io*  : io'  : io*: 
io’  ec-  = I : io:  ioo:  1000  ec  , 1’  esponente  p è il  lo- 
garitmo dell’unita,  l’esponente  i lo  è di  10,  l’ espo- 
nente 3 lo  è di-  IOO  ec.  Così  sì  hanno  i soli  logarit- 
mi de’ numeri  i io,'ioo,  1000  ec. , e m?ncan  quelli 
dei  numeri  intermedi  3 , 3 , 4 ec. , 1 1 12  , 13  ec.  e 

quelli  delle  frazioni  ; .si  aggiunsero  dunque  agli  espo- 
nenti alcuni  zeri  in  forma  di  decimali , e . la  progres- 
sione divenne 


0,0000000  • 1,0000000'  2,0000000  5,0000000 

ff  IO  - : IO  :io  : 10^  :cc.. 

Inserendo  9999999  medj  proporzionali  aritmetici  tra 

i primi  due  esponenti  della  progressione,  si  trovò  la 

progression  geometrica  . ' • 

0,0000000  0,0000001  0,0000002  0,0000005 

i^io  : IO  : IO  ; IO  ec. 

e i valori  di  questi  termini  sono  interi  e rotti  com- 
presi tra  I e io  - Ve  ne  sarà  • dunque  uno  = 3,  un 
altro=3,  un  altro  = 4 ec.  prossimamente:  così  può 

farsi  2 = 10  >3=10  ^ "',4=10 

ec. , è questi  esponenti  sono  i logaritmi  di  2,  di  3, 

di  4 > ec. 

29".  Con  tali  calcoli  furon  costruite  le  Tavole 
dei  logaritmi  per  tutti  i numeri  da  i fino  a 100000 . 

P 
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In  alcune  di  queste  i logaritmi  haimo  dieci , quindici 
e venti  decimali;  ma  bastano  d’ordinario  i primi  cin- 
que . Per  ben  comprenderne  gli  usi  è necessario  aver- 
le fra  le  mani. 

298.  Frattanto  senza  di  esse  si  intende  che  i lo- 
garitmi dei  numeri  tra  l 'e  io  comincian  per  o;  dei 
numeri  tra  io  e 100  per  i ; dei  numeri  tra  100  fe 
1000  per  2 ec.  Questa  prima  cifra  dei  logaritmi  ( che 
è il  numero  intero  dell'  esponente  ) si  chiama  Carat- 
teristica del  logaritmo , perchè  fa  conoscere  di  quan- 
ti caratteri  è il  numero  che  gli  corrisponde , dovendo 
egli  avere  una  cifra  di  più  delle  unitii  della  caratteri- 
stica. Così  il  logaritmo  4,814560  appartiene  a un  nu- 
mero di  cinque  cifre  perchè  la  sua  caratteristica  è 4. 


■Proprietà  dei  Logaritmi  in  generate. 


299.  Supposto  a’"==b  ed  a"  = c , sarà  m il  loga- 
ritmo di  hf  ed  n quello  di  c (296),  che  presa  L o l 
per  seguo  del  logaritmo , à scriveranno  m = L6  ed 
n = Lc.  ' ■ . • • 


m-t-n  , • -, 

a —bc,  ed  m 


-r»  * , • m n 

300  JJunque  i . a .a 

n=hlc  = Lb-ì-'Lc,  cioè  il  logaritmo  d' un  prodotto  è 
'la  somma  dei  logaritmi  dei  suoi  fattori:  2*.  a"  : a^ 


“ c=  & : c , ed  m — n = L ( 6 : c ) = L6  — Le , cioè  il 
logaritmo  d' un  quoziente  c la  diférenza  tra  i logarit- 
mi del  dividendo  e del  divisore:  3^  a ^~h^,eàmp=: 


hìF=phb,  cioè  il  logaritmo  d'  una  potenza  è un 

m 

multiplo  p del  logaritmo  di  b:  4*,  ed  — = 

' S 

I I 

Lb  * =z~hby  cioè  il  logaritmo  d'  una  radice  b ^ è un 

summultiplo  s del  logaritmo  di  b . Ecco  alcuui  casi  più 
CQmnni . ’ 
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liiìbcd  ec.  = La  -+  L6  -+■  Le  •+  Lei  ec. 

L(a*  — 4f’)  = L(  0--+-  A')-‘-L(a  — jc). 

L ^^  = La-fL&--Lc  — Lj^Le. 

de 

L = Lfc  H- L ( a -f  e ) — L ( m H*  rz  ) . 

m 71  . ' ' ' 


L ( —)  = L(,.H-Ar)-L{^-Ar). 

ex  ' “ ■ X 


La”*  = niLa La  ”*  = — mLj . 

m h Q 
■ ♦*»  — — 


La  p <r  =F=  ^La  -t-  fcLp  -4-  cjLc  . 


771 


m 


772 


La^'  =-La 


La  «=— -La. 

n 


L — La  -+•  iiLix  - zTji'  • 

r» 

LV  (a^  — jc*)  = — L(aH-iv)H-  — L(a  — a.'). 


•*  f7I  772 

LA/Ca^-Jf’)"—  — LCa-A-}-!-— L(a*-»-aj?H-jf*). 

L = -j  L ( <■  - »•  ) f ^ L ( ‘■-1- A- ) - 2L ( a H- * ) 

= ^L(a— a;)  — 

L^,-—-j=Li-|L(i-^*-)  = _LV(i  • 

L3a*-+La*-t-5L3  = L3-4-2La-4-4La-+-5L3  . , . . 

= ÓL3  -+  6La  = 6L3a  = L ( 3a  )'^ . 

I 

Calcolo  de  Logaritmi  per  mezzo  delle. Serie.  ' 


301.  Dato  un  numero  qualunque  xh-  I>  trovarne  il  lo“ 
garitmo.  Poiché  un  logaritmo  o ha  la  forma  di  rotto  p è un 

rotto  (396)  che  può  sempre  ridursi  a — — qualunque  sje- 

- p -TX 

no  la  serie  che  k)  esprime  procederà  al  solito  (243), 

e avremo  L(i-4-a)  — P— t-  Aj:  -H  Ba*  _4-  Cx’  -4,  ec  ; dunque  se 
« divenga  x{x-+2),  saia  L(  l -j.*)^  = (3oo)  3L 


Digilized  by  Google 


X X 

P _f.  Ax(a-  H-2)  ec.  ni  (F-f* 

Ax  _+Bx* -t- Cx’ _».cc.),  cioè  trasponendo  e riducendò 

onP  — Ax*—  48*’ — Bx* — ec.,e perciò? no, Bn — i A# 

— 2B  — 6C  — 12C 
— ‘I4D 

Cn  — A,Dn ^A  ec.  ; dunque  L(  i-+x)=:A(x 


I 


X’  X» 


-f  ec.  ) . 


3456 

302.  La  quantlt^i  A è indèterminata , onde  il  numem 
stcsio  1-+X  ha  un  infinita  di  logaritmi  differenti . Ma  il  più 
naturale  di  tutti  1 sistemi  essendo  quello  di  NeperooveAn 
I , i logaritmi  calcolati  in  que.sta  ipotesi  si  son  chiamati  Na- 
turali e anche  Iperbolici  attesa  la  lor  relazione  con  1’  Iper- 
bola  equilatera,  come  a suo  luogo  diremo.  Dunque  tutti  i 
sistemi  di  logaritmi  posson  ridursi  a quello  dei  naturali;  poi- 
ché in  ogni  sistema  il  logaritmo  di  I *-f*x  eguaglia  il  prodot- 
to del  suo  logaritmo  naturale  per  la  quantità  costante  A che 
si  chiama  il  Modulo.  Cosi  se  Lo  sin  il  logaritmo  delle  Ta- 
vole o Ordinario  d’ un  numero,  e L/  i]  logaritmo  iperbolico 
del  numero  stesso,  si  avra  Lo— A.  Li;  e se  Ln  .sia  il  loga- 
ritmo del  medesimo  numero  in  un  altro  sistema,  si  avrk  del 
pari  LnnA'.  Li:  onde  fissato  A, A'  come  insegneremo  tra 
poco,  e dati  i logaritmi  iperbolici,  si  avranno  subito  i lo- 
garitmi d’ogn’altro  sistema. 

303.  Supposta  dunque  A rr  i , ripiglio  l’ equazione  L ( l 

-4-x)=rx x’ — ec.,  e aggiunto  ai  due  membri 

^ o 

X*  x’ 

Za,  ottengo  £(a-+ax)  =Za-4-x- 1 ec.  Sia  ax — 


± * 


±i  ovvero  x=:  — , e sarà  Z (a-hz)  — La  H -f 

a a 2a* 


^ — ec.,£(o — z)r=.Za—‘  — — --T — ~ — ec.  ; dunque 

a 2fl*  ^ 


* / \ r , \ T /«r-l-ax  i* 

Z {a  -h  z)—  Z(a~^z)—Z  ( j — — ( 1 H i“b 

' / \ — j,/  aV  3a»  5a"* 


z®  \ . ^ ,,  a*+z^ 

— j-4-  ec,  J,  serie  sempre  convergente,  perche c quan- 
ta • a — z 

titìi  positiva  e perciò  a>z,^ 

304.  Applichiamo  questa  serie  al  calcòlo  de’  logaritmi  e 
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^ I ■ _ ® * fW 

Sapportghiamo = — : »ara 

ù.  — a 7»^l 

vero  Lm  — L(m-*~  i )—  — ^ — ( \ 

* lm — 1\ 

—r— ; H-  ec.  ì *,  onde  Lm  — L(i 

7(2OT— I)“  / ^ 

^ ■— ec.^ì  rta  il  logaritmo  di  m suppone  noto  quel- 
lo di  m — I ; dunque  si  arrk  quello  di  m per  mezzo  d’ unx 
serio  convergentissima,  specialmente  se  m sia  un  numero  al- 
quanto grande . Cosi  il  logaritmo  iperbolico  di  2 , fatto  m 


_ I ■ 

e L (—  ì r 

“ tin-l* 

I 

. L_ 

3(‘JOT— i)^ 

‘ 5(2m-l)“ 

I)H---| 

2OT-1 

iw  3(3/n-I)^ 

2,  è£2  = |-(i-4.~--+-^-^^-ec.)3:o»693i42i8  ec- 

presi  nove  termini  della  formula  : il  logaritmo  di  5 , fatto 

772  = 5 , è Ì5  = 212 -h  I -4*— — ec.^  n . . , , 

pV  3.9*  5.p‘^  / 

1,60943291.  Dati  dunque  con  questo  metodo  i logaritmi  de’ 
numeri  primi,  si  hanno  quelli  di  tutti  gli  altri  numeri  (poi- 
ché sommati  i logaritmi  di  2 e di  3 , si  ha  quello  di  6(300); 
quello  di  4 è doppio  di  quel  di  2 ; quello  di  '9  di  quel  di 
3 ec. 

305.  Determiniamo  ora  il  Modulo  A per  il  sistema  dei 
logaritmi  ordinar;  in  cui  a:r;io  e perciò  Lio— i (296).  Si 
avrà  dunque  (302)  Lo  lorr  A X Li  io:  ma  Lo  io  =:  i e Li 
Io  = LÌ2_j.  Lì5  (304)  =2,30258509  (357);  dunque  A = . .. 

= o,4342C>448  tc.f  Modulo  delle  Tavole:  e però 

a,3035»509  . ^ ^ 

i logaritmi  iperbolici  moltiplicati  per  0,434294481903251827 
651128918916605082294397005803666566114454,  si  lidttcono 
a (jicei  delle  Tavole;  e reciprocamente  quei  delle  Tavole 
moltiplicati  per  2,.9o2585o92(^4045684oi799i4546843642o76o 
1 101488628772976033328 , si  cannano  in  iperbolici^ 

306.  Così  si  determinerebbe  il  Modulo  A in  ogn’  altro 
sistema.  Quello  delle  Tavole  ( chiamato  di  Briggs  perchè 
Brigg*  le  calcolò  il  primo  ) serve  alla  Trigonometria  , quel- 
lo de’  logaritmi  iper^lici  è di  grand’  uso  nel  Calcolo  Inte- 
grale. Il  numero  a si.  chinina  la  Base  Logaritmica  del  siste- 
ma; così  IO  è la  base  del  sistema  ordinario-,  quella  del  si- 
stema di  Nepeto  è 2,71828183,  come  vedremo.  In  ^genera- 
le , la  base  di  uti  sistema  qualunque  di  logaritmi  è il  nume- 
ro il  cui  logaritmo  h I . 

307.  Dato  un  logajitmo  trovarne  il  numera.  Se  il  log,-.- 


Digilized  by  Google 


....  X ■>»)(.  . 

ritma  è ordinario  si  riduca  (305)  all  iperbolica  z,  e sia  l 
X il  numero  cercato;  si  avik  per  le  cose  dette  i.  — x 


f i ec.  Per  trovare  il  valor  di  * in  z,  p»esa  la  for- 

a 3 


% bz  2o  * — " ac  . • \ • 

mula  (203)  X -4* z ec. , si  avrk  a — I » 

' a a}  a’ 

è — L,  c=  — , d=z ?-cc. , ed  'I  -+«=  I -4-z -t- --  z‘ 


o 


— w » 

' _L  5 5 z* -4-  ec.  In  generale  un  numero  qualunque 

2.3  2.34 

,1  =:  I H-  Ln  L*  n n ^ eC.  onde  /z-"  = I -+• 

3 3.3 

ec.=  I -4*  7nLn*4-—  Ln"  X ec.  = I -4-  mLn  -4- 

3 


2-ni^L^n  ec.,  serie  che  convergendo  in  ogni  caso,  risolvof» 
3 

generalmente  il  problema. 

30S.  Applichiamole  a trovar  la  base  de*  logaritmi  iper* 
bolici , o il  numero  c il  cui  logaritmo  iperbolico  è I , cioè 

Qoì  si  ha  e=:n  I -4- 1 “4-— ec- —2^718281 

w ^ • ó 


83845904523536028  =(  1 -4-i  )«  ( 198). 

Dunque  e':rr  i •+*-4-ia-*-4-ec.  (30';)=::  ( i -4-  ^)®°(lp8): 
onde  1°.  e®®  ce  : 3°.  £ cc  — 00  Zf  = w , cioè  il  logaritmo  <V 
un  numero  infinito  è V infinito:  3°.  -^r  n — , e £ — (=Z,o)  = 

£,1  co  Le~ — 00,  cioè  H logaritmo  di  zero  è I infinito  ne* 

nativo:  4°.  se  verrà  LzLe—Lu,  cioè  Lz~Lu,%  — 

O T 

M 4/  ^ i rt 


y yLa 

(f  —ir  ; se  z = 


Li^  V 

n , ed  e *"  — z ; dunque  se  x — a , sarà 
*0  , verrà,  — 00  ; se  zz=z  — , sarà  = l ; ove  x = 0 dà 

X 

£i  —Lo  £» 


oe  ° —,  oe 


— Oe 


— oe®®  = I ; ed  X = 


J-., 


£i 


«o  e ~joe  “ooe  I.  Per  evitar  le  contrari* 

7.ionl,  .si  avverta  che  l’infinito  è di  più  ordini  (199),  e che 
r infinito  logaritmico  è infinitamente  minore  dell’  {/ finito  as- 
soluto già  considerato  altrove  (197):  infatti  questo  dà  00 .0 — 
-VI,  c quello  dà  — co ,o  — o£o=: £o®=  £l  = o (396). 


/ • 
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Uso  dei  Logaritmi  nella  risoluzione  di  varie 
Equazioni . 

309.  Molte  equazioni  che  sfuggono  le  regole  dell’Alge- 
bra ordinaria  si  risolvon  facilmente  coi  logaritmi . Ecco  de- 
gli esempi  • . ^ * 

I.  Sia  r 'equazione  a’^zz.b:  sarh  (300)  Là^  — xLazz  Lb, 
Lò 

onde  4j:r:— ..  Sia  “ c;  sarà  nix£a -+(  i — aa)  Lbz=.Lc\ 
L(i  b^ 

onde  mxLa  — nxLb~Lc — Lb,eàx-zz  — . 

mLa  — iiLb  Lia^-.b”) 

Sia  anche  a*  — — saia  xLa  — mxLb — tiLb — . jxilc;  on- 


nLb 


de  iczz — _ Sia  inrfine  — — —f"  sarànLò 

mLb—'qLc--ua  0 , 

— —Lb — mxLc^xLf — pLf,  onde  {mLc-^ Lf)x^- — (nZin- 

X 

pLf)xzz.  — rLbf  ovvero  x* Lo"  f—^aLb"^ fP  — — £6'",  che  riso- 
luta 

310.  II.  Se  con  100  000  abitanti  la  popolazione  aumenta 
ogn’anno  di  i-,  qual  sarà  il  loro  numero  al  fine  d’ un  se- 
colo? Sia  n = 100000  abitanti , che  per  la  condiiiondel  problema 

saranno  dopo  un  anno  n -i-  -/irtnC— V,  dopo, .due  divente- 

30 


ranno  n dopo  tre  n^^-J.;ec.  fino  al  termine'  di  un 

n j I o® 

secolo,  in  cui  l’espressione  sarà  n (— ^ . Dunque 1 00 000 X 

I lo® 

—X»  numero  cercato.  Ma  troppo  ci  vorrebbe  ad  al- 
zar  — alla  centesima  potenza  senza  i logaritmi,  che  subito 


30 


danno  Lx—L  100000 H-ioo£'^-:ma£iooooo  = 5, e loo(£3i — 

... 

£30  ) =2  1 ,4240439  ( per  Tavole  con  dieci  decimali  come  quel- 
le d’ Ulacq  dunque  £*  = 6,4240439,  e * = 26548;4. 
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X tao  X 

Nel  ripopolarsi  la  Terra  dai  tre  figli  di  Noè  e dalle  lo- 
ro tre  mogli,  in  qual  proporzione  dovea  crescere  ogni  anno 
la  popolazione  perchè  vi  fosse  un  milione  d’ uomini  in  2oo 

I I-fx 

ahni?  Sia  — l’aumento  annuo;  dunque  6 ( ^ . . . 

~ X Va»/ 

. J IH-Jt_/'I0O000Ov^  _ 1-4-^  I 

loooooo,  ed ( — J : perciò  L — X... 

a:  ' 6 ' X 200 

t — .5,2218487  = 0,03(51093  = Ii,oóip(53,  onde 

0 200 

^^^  = — — ed  X—16  in  circa.  Bisognava  dunque  che 


1 000  000 


il  genere  umano  crescesse  ogn’  anno  d*  -L , il  che  la  sanità 

10 

e lunga  vita  de’  Patriarchi  rende  assai  verisimlle. 

Qual’  è la  quantità  di  cui  dovrebbe  crescere  ogn’  anno 
un  popolo,  per  diventare  al  fin  di  ciascun  secolo  piu  nume- 
roso del  doppio  ? Sfa  n il  numero  degli  individui  e — la 

X 

quantità  ricercata;  avremo  per  ogn’ epoca  secolare,  . . . . . 


lOO' 


=*n  che  da  £li?=—  £2  = 0,0030103,  onde 
* ' X 100 

100(59556  . 

• = ed  x=  144,  poco  meno. 

X lo 000  000  • ' ’ 

Se  un  certo  numero  d’  uomini  aumenta  ogn’  anno  della 
centesima  parte,  quant’ anni  ci  vorranno  perche  divenga  de- 
cuplo ? Sia  n il  dato  numero,  x gli  anni  cercati  ; si  avrà 


(dopo  X anni,  « (—)  = lo/i,  e /— 'l  = lo;  c però  x = 
Vioo-'  Vloo/ 

£10  Io  000000 

r— ■* — -= = 331 . 

101— £100  43214 


.101, 
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RISOLUZIONE  DELL’  EQUAZIONI 

I 

Dei  Gradi  Superiori. 

Supporremo  in  avvenire  ogni  equazione  i*.  or- 
dinata: 2°.  con  tutti  i termini  in  un  membro 
e con  zero  nell’ altro:  3°.  senza  coefHciente  nell’ inco- 
gnita alla  piìl  alta  potenza:  4°.  senza  rotti  e senza  ra- 
dicali , giusta  il  metodo  che  presto  spiegheremo . 

31 1,  Le  radici  reali  d’ un  equazione  possono  esser 
positive  e negative , eguali  ed  ineguali , razionali  e sor- 
de : ma  V immaginarie , o positive  o negative  son  sem- 
pre sorde.  Le  sorde  di  grado  pari  e perciò  anche  l’ im- 
maginarie , hanno  a 2 a 2.  le  stesse  quantità , ma  in  o- 
gni  coppia  simile  la  quantità  sorda  è positiva  nell’  una , 
negativa  nell’altra;  senza  ciò  i radicali  comparirebbe- 
ro nell’equazione,  contro  l’ipotesi.  Quindi  le  radici  e- 
guali  non  sono  mai  sorde , se  pur  le  sorde  positive  ed 
eguali  non  sieno  unite  ad  altrettante  simili  negative. 

312,  Sia  l’equazione  x' — {a-+b)x~i^ab  = {x^  — 
a)(  x-b)  — o:  è chiaro  che  per  ridurre  a zero  il  pri- 
mo suo  membro,  basta  che  vi  si  riduca  un  sol  fatto- 
re X — a o X — b\  dal  supporre  ad  un/tempo  — a = 
Q — X — 6 , verrebbe  a = b.,  il  che  non  è . Il  primo 
membro  d' un  equazione  è dunque  il  prodotto  di  qnìijht- 
tori  semplici , dei  quali  ( se  son  di  fferenti  ) uno  solo  per 
volta  è zero . 

313.  Or  dal  prodotto  di  (,v  — a)(jr  — b){x  — c) 
( - d ) = o si 

ha  r equazio- 
ne qui  di  fac- 
cia , dal  cui  e- 


x^  — ax^-¥  ahx' 


same  si  dedu- 
cono le  seguen- 
ti verità . 


■b 

■ c 

■d 


-+  ac 
~k-ad 
-f  he 
-+bd 
cd 


— abex  H-  abed  — o 

— abd 

— ned 
— .-bcd 
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314.  L Un  equazione  ha  tanti  fattori  aempllcl , 
tante  radio! , e tanti  termini  più  uno  ( contando  tut- 
ti quelli  che  le  competono  ) , quante  sono  unità  nell’ 
esponente  massimo  dell’  incognita , 

315.  II.  I segni  dei  termini  sono  o alternativamen^ 
te  diversi  o successivamente  gli  stessi , secondo  che 
tutte  le  radici  a,b,c,d  son  positive  o negative  : in  ge- 
nerale quante  sono  le  alternazioni  o successioni  di  se-^ 
gno , tante  son  le  radici  positive  o negative , se  non  vi 
sieno  immaginar^  . 

316.  Ili-  Onde  con  tutte  le  radici  negative  i ter^ 
mini  pari,  il  secondo,  il  quarto  co. , verrebbero  co1-m 
ci  mutali  perciò  le  positive  in  negative  mutando  se- 
gno ai  termini  pari , o ( che  è lo  stesso  ) scrivendo 
- in  luogo  di  X . 

31'^.  IV.  Il  coefficiente  del  .secondo  termine  è la 
somma  di  tutte  le  radici  con  segni  centrar)  ; quello 
del  terzo , del  quarto  ec.  son  le  somme  dei  prodotti 
di  esse  a 3 a 3 coi  loro  segni , n 3 a 3 con  segni 
contrari  ec.  : l’ ultimo  termine  è il  prodotto  di  tutte 
con  -4-  se  il  numero  delle  negative  e il  grado  dell’  e- 
quazione  sieno  ambedue  o pari  o impari . 

318.  V.  Onde  i“.  le  radici  razionali  d’ un’equa- 
zione non  son  mai  numeri  rotti  la  cui  somma  e prodotto 
non  potrebbe  , come  .si  sa  ( 390.  XLIV.  ) , aversi  in  in- 
teri, contro  l’ipotesi:  3*.  dividendoun’equazionejv’-4- 
3jf*  - 35x--4-3i  = o per  qualche  divisor  Osi  dell’ 
ultimo  termine  3i  (3^),  se  la  divisione  riesce,  sarà 
x-ztD'21  un  fattoi"  semplice  dell’ equazione 5 tali  si  tro- 
vano X ~ I , X ~ X -+2  > e le  radici  della  data  sono 
1 , 3 , - 7 : 3“.  perciò  ogni  quantità  complessa  , come 
può  sciogliersi  nei  suoi  fattori  sol  che  si' trat- 
ti come  un’equazione  e si  faccia  x*  — c*  = o;  ciò  dà 
i fattori  x-c,  X'^c:  4°.  il  coefficiente  del  secondo  ter- 
gine in  un’  equazione  numerica  è una  somma  di  nu- 
meri semplici  o d’una  sola  dimensione,  e i coefficien- 
ti del  terzo,  quarto  ec.  soii  somme  di  numeri  compo- 
«ti , o di  due , tre  ec.  dimensioni . 
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51P-  VI.  Cercando  dunque  le  somme  P',P",P'"ec.  del» 
le  potenze  prima,  seconda,  terza  ec.  di  ciascuna  radice  d’ 

un  equatione  numerica  * — Ax  -4- B.v  — C* 
tc.  — Of  nell' espression  delle  prime  non  avran  luogo  dlmen- 
Bioni  oltre  la  prima,  nè  in  quella  delle  seconde  le  superiori 
alla  seconda  ec.  : di  modo  che  l’  equazione  si  ridurrk  per 

le  prime  ad  — A*”  ^ o = x — A,  per  le  seconde  ad 

— Ax'^  ^ -f- Bjc”  o — — Ax  ~f- B ec.  Quindi  po« 

Bte  in  vece  di 
X le  radici  dell’  P'  = A 
equazione  che  P"=:AP'  — sB 
suppongo  f,o-,  P'"=:AP"—  BP'  -4-3C 

h ec. , si  avrk  P'»  = AP'"— BP"  CP'  — 4O 

1°.  f=  A per  P”  rcAP'»  — BP'"h-CP"  — DP'  -f-5E 

r=  P»'==AP''  — BP'»h-CP"'— DP"-rEP'  — 6F 

Af-B'g^  = 

Ag—  B,  ed  /*  — A(  f-+g)  — cB  AP'—  2B  per  P : 

3°.  p = Ar~ B/-1- C,o^zzAg^~-Rg_^C,V-  Ah' - B/i -4- 
C,  ed/5-t-^’  =A{f'  -f- 

3C  — AP"  — BP'h-.^C  per  P'"  ec.  ; sicché  le  formule  proce- 
deranno con  manifesta  legge  Come  qui  di  sopra . 

V 

320.  VII.  Se  manchi  11  secondo  termine , la  som- 
ma delle  radici  positive  eguaglierà,  quella  delle  negati- 
ve: se  manchi  il  tefzo  la  somma  dei  prodotti  positivi 
a 2 a 2 eguaglierà  quella  dei  negativi  ec.:  se  manchi 
l’ ultimo , una  almeno  delle  ràdici  sarà  zero  ( 3 1 ? ) • 

' 32 1.  Vili.  Se  sia.  a = - b i c =x  - d ec. , spariranno 
i termini  ove  x è a potenze  impari , e il  coefficiente 
del  terzo  termine  sarà  la  somma  dei  quadrati  delle  ra- 
dici combinate  a 2 a 2,  quello  del  quinto  la  somma  dei 
prodotti  dei  lor  quadrati  combinandole  a 4 a 4 ec. 

322.  IX.  Sostituita  ad  V una  radice  qualunque  u, 
il  primo  membro  dell’equazione  diverrà  o (313);  e so- 
stituiti pì^ì  se  si  abbiano  due  risultati  con  ségni  con-, 
trarj,  sarà  positivo  l’uno  de’ due  fattori,  come  p-u, 
negativo  1’  altro  : perciò  si  avrà  p > u , q -<;  a , e la  ra- 
dice a tra  p e q. 

323.  X.  Per  altro,  se  le  radici  sieno  o immagina- 
rie o eguali  a 2 a 2 , a 4 a 4 ec-  * le  quantità  qualun- 
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^ue  p 7 «j  sostituite  per  x , non  daranno  mai  risaltati  con 
sedili  contrari:  poiché  le  immaginarie  non  posson  tro- 
varsi tra  le  quantità,  reali  p , ij  ; e le  eguali  come  ( p — 
a)',  (q-ay  danno  sempre  i risultati  positivi  (121). 

324.  XI.  Ogni  equazione  con  T ultimo  termine  ca 
negativo  ha  una  radice  reale  positiva  ; poiché  fatto  x — 

o , si  ha  - w ; e fatto  a-  = 00 , si  ha  00”*  ; vi  è dun- 
que una  radice  reale  e positiva  tra  « ed  00  (322). 

325.  XII.  Ogni  equazione  di  grado  'impari  con 
V ultimo  termine  positivo , ha  una  radice  realè  nega- 
tiva ; poiché  posto  ~ x per  x , le  radici  positive  diven- 
gon  negative  (316):  ora  in  tal  caso  f ultimo  termine 
è negativo  (314);  dunque  la  nuova  equazione  ha  una 
radh  e reale  positiva  (324),  e la  proposta  ne  ha  una 
negativa . 

326.  Xin.  Ogni  equazione  di  grado  pari  con  l’ul- 
timo termine  negativo  ha  ima  radice  reale  positiva  , 
come  si  sa  (324),  ed  una  negativa;  poiché  posto  — 
X per  X,  r ultimo  termine  non  si  cangia  (314);  dun- 
que la  nuova  equazione  ha  una  radice  positiva  (324)', 
e la  data  ne  ha  una  negativa  . 


32“.  XIV.  Ogni  equazione  senza  secondo  termine  c col 
terzo  positivo,  ha  delle  radici  immaginarie;  col  terzo  nul- 
lo, ne  ha  delle  reali  e dell’ immaginarie;  e col  terzo  nega- 
tivo , ne  ha  delle  reali  ; poiché  la  somma  — 2B  dei  quadra- 
ti delle  radici  (319)  sark  nel  primo  caso  negativa,  indizio  di 
radici  almeno  in  parte  immaginarie  (148);  nel  secondo,  sa- 
rk zero,  il  che  indica  radici  parte  reali  e parte  immagina- 
rie; nel  terzo,  sark  positiva,  indizio  di  radici  almeno  in 
parte  reali . ' 


^8.  Per  togliere  i rotti  dall’  equazione 


ma 


— =0,  ove  m è 1 , o un  fattor  comune 

ma  mg 


dei  denominatori  , pongo  , e sostituendo  viene 

madg 

[madg)”  ma[maJg)"  * md[madg)”~'  mg  * 
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moltipllco  tutto  per  {madgY , ed  ho  •+  ma*cdx 

-f(  a*d"/=:o,  senza  rotti.  Per  altro  la 

sostituzione  in  certi  casi  può  esser  più  semplice: 


6? 

così  data  — — **-♦■» 7=0,  non  solo  non  farò  .x  =: 

3 ló 

come  molti  usano,  ma  neppure  x— 

3.  ló  . 2.8  a..4 


■y 


^ 1-  -,  pongo  bensì  x — , ed  ho  I’  equazione  semplicissima 

y* — 6y' -+8y~-6z  = o.  - , 

3 

329.  Per  togliere  i radicali  dall’equazione  x = V^x® -t- 

3 3. 

pongo  ^/&x*  , \/&*c  :=«,  òndel  X , II  ix®(” 

)n:(x  — z)* , III  = *’ » valore  che  posto  nella  II,  la 


o 


cangia  in  IV  z*r= 


ixM-t*c  — x’  H*3x*z 


moltiplico  questa 


per  z e postovi  di  nuovo  il  valore  di  z’ , trovo  Va*  — . . . 

^b*cx — Z»x*z — i*cz -4-x’a  , ' , 

, che  paragonata  con  la  IV , da 

3-* 

il  valor  di  a da  porsi  nella  II. 

330.  Per  togliere  il  secondo  termine  dall’  equazione 

■bx  -+ ec -t-«=:o.  Si  fa  x—y-{- 


m m — I 
X -t-  ax 


f,  e si  ha  la  trasformata 

A - 


m _ m — r 
y •+mfy  m . 


B C fì 

^ec -(./■ 


1 y,  li 

-fy 


4-  ( ;n  — I ) qf  -h  ec.  H-  qf^ 

H-  b -t*ec.  ~{-bf‘ 


;.,L 

m-3) 


Posto  A = o , sparisce  il  secondo  termine , e viene  f.~ 

; cioè  si  tQolie  il  secondo  termiAe  dividendone  il  coof- 

fidente  per  V esponente y‘  ed  unendolo  con  segno  contrario 
alla  nuova  incognita.  Così  data  x’— -óx*— f4*  — 2— lac- 
cio x—y-{-2,  e trovo  15 — O • * x^-+-2x^— » 

4=0j  faccio  x—y , o per  evitare  i rotti,  , ed 

- 2 54 
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hrt  — -1- 8jf  — 6‘i—o.  Col  metodo  stesso  si  toglierebbe 
qualunque  altro  termine  se  i radicali  non  lo  impedissero. 

331.  La  passata  trasform.azionc  dk  il  limite  delle  radici  » 
cioè  quella  quantità  che  è maggiore  di  ciascuna  radice  . Som- 
mati infatti  i coefficienti  di  y nelle  colonne  A,B,C...  , 

ai  ha  A m f ■H-  d 

B"m  . — — — I ) qfH-i 

_ m — 1 m — 2-,  , ,;7J — 3 

C~m.  — T — • — 2JÌ/-1-C 


3 

-fw  j,m-  i 

=/  -ha/ 


Cl—f  "'  ~^af  ' ~¥bf  ’+cf  ec.  . . . H-  u, 

e se  si  prenda  il  minimo  valor  di  f che  fende  positivi  A f 
B,C  ..i.  n»  l’equazione  avrà,  tuni  i termini  con  dun- 
que i valori  di  _ji  e perciò  anche  di  * — /— jr  saranno  nega- 
tivi (315)  •,  dunque  / supererà  tutte  le  radici  positive  x,  e 
ne  sar'a  il  limite  : qùello  delle  negative  si  ha  nei  modo  stes- 
,so  cangiando  * in  — x(3l6j. 

333.  Dunque  i divisori  dell’  ultimo  termine  , eccedenti 
il  limite,  non  servono  alla  ricerca  delle  radici  (318):  e se  k 
testanti  sieno  molti,  si  fata  ±f  — ± i,  re:  ±3  ec. , e i divi- 
sori ± Dn  dell’  ultimo  termine  Xì  ( che  è 1’  equzione  propo- 
sta, mutato  * in  /(330))  daranno  (3l8)edx:p 

Dfì:p/::=oi  ork  *:^;Dwc:io-,  dunque  Dii  cioè 

i divisori  dell’  equazione  a*  -+  cc.  (330)  saranno  quelli  d’  Q 
diminuiti  o accresciuti  di  /,  esclusi  quelli  che  a colpo  d’  oc- 
chio si  vedrà  non  poter  essere  divisori  d’w. 

333.  Esempio . Si  voglia  il  limite  di  **  — 400  x •+  360 
rro-,  dunque  w = 3, <2  = 0,  A~''f 

— 400,0  = 360:  il  mìnimo  va-  « — 
lor  difeheda  positiviA,Bjn,è  r— o — 

/=2Ó.  Posto  - X per  X,  1’  e-  C-.,i2=/’ -400/-+ 360 

quazione  diventa  x’  — 400X  — 360=  o;  onde  m = 3,0=0, 
h — — 400,  c = — 360:  il  minimo  valor  di  / che  da  positi- 
vi A ,B,  n»  è /=  21 . Dunque  — 
dei  divisori  negativi  e positivi 

di  3<5o,  sono  inutili  per  le  ra-  r - n -^^^Aoof— 
dici  i maggiori  di  —20  e di-t-  —400/— 

21.  Ma  poiché  ne  restan  pur  26,  póngo  x = dr  i , e viene 

. d:  I 4:  400-^360  = ’’^  : col  segno  di  sopra,  i divisori  dell’ 

equazione  son  quelli  di  39  diminuiti  d’ l , cioè  -+3,-l-13, — • 
2,-4,  esclusi  gli  altri  ché  eccedono  I limiti  o non  divido- 
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cre/ctei  «“'Hi  «li  rS?  »c- 

bili . Sicché  i 4,  divUori^s^o  »■„  rfe'°;i7,S‘<,la^‘; 

4,  nel  s^coaJo  a 5,  ed  esclusi  i dissimili,  a g. 

Equazioni  con  Radici  Razionali  • 

334.  Per  risolvere  un’  equazione  o =:  A -j-  B*  -h  C**  •+  ^ 

1/71  * * * 

De^  > «e  cerco  1 divisori  razionali  sostituendovi  ± i 

J-  ° ambedue  la  riducono  a zero,  sa- 

Sia  X ip°  ’ entreranno  più  in  calcolo . 

V'ir  equazione  ( rf  è un  divisor  ridotto 

^ ’ pFodotto  di  J:-^dpcr 

un  equazione  deila  forma  o — L'  -t-  E"*  -t- 

Tj( tra  ) m — I . . ......Ir 

frid.r,r*  d’  1»  d«ita  (32  ) . Or  paragonando  i coef, 

«cienti  d ambedue , si  hanno  1 equazioni  poste  qui  di  faccia , 
che  tutte  dovranno  dar  nume-  ^ ’ 

rt  interi  o positivi  o neaativi 
per  E',E",E'"ec.,  e l’ultimo 
dovrà  ridursi  ad  ljSex~+dè 
divisor  della  data  : altrimenti 
ella  non  avrà  divisori  razionali. 

Esempio.  Sia  o = — loo  — 10*  -f  66**  -E  sx’  — 8a'*h- 

* » ^ riescono:  avremo  A ~ — loó,  B “ 

® = 3 = — 8.  I divisori  ridotti  di  100  (334I 

son  quelli  di^6  accresciuti  d’ i , cioè  2,  4,  5 , io , -Ì 

— fatto  d_ 2 nell  equazioni  di  faccia,  viene  E'=— «o, 
20, E _23,E»_^  — lo,  £•':=  1 V dunque  *-E2  è divi- 

sor  della  data:  fatto  d cr  4,  si  ha  E'=  — 25,  E"  — 1^,  nu- 
mero rotto,  e un  rotto  si  ha  pur  dad^rs,  io,  — 2' fattod  — 

- .S  , trovo  E'  = 20 , E"=  6 , - _ 1 2%'*  = - ó p"  ^ “ 

onde  anche  x — 5 è divisor  della  data.  ’ 

..o  .!•  I valori  di  E» , E'v , E'"  ec.  sono  i 

coefficienti  dell  equazioni  o=r  E'-eE"x-+- ec.  che  si  hanno  di- 

l*>  Hra^o  ....  t ^ 


A:d=zE' 
(B—E'):d-E" 
(C~E"):d=zE"' 

(Z-EC~U):d  = EW=f 


5:  esse  sono  x*  r—  io*’  -4- 


videndo  la  data  per  x -E  2,  x 

23**^20x  — 5o  = o,x+  — 3«J_  I2o;*-e6x-E20=:o.  II.  Sot- 
traendolo, SI  sarà  divisa  la  data  per  il  prodotto  di  ambedue 
(44-  V),  e avremo  x»  - 5**-2x.+  Io  = o,  ove  potrebbero 
esser  dei  divisori  eguali  ai  già  trovati.  Infatti  ripetuta  1’ o- 
perazione  coi  divison  stessi  -E2,-5,  s’  incontra  di  nuovo 
divisore  * ~ 5 . Cosi  si  hanno  le  radici  eguali  raziona^ 
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(sii):  le  Irrazionali  ( per  dirlo  qui  di  pas:;aggio  ) dovendo 
accuppiartii  con  altrettante  simili  di  contrario  segno  (31 1),  si 
hanno  col  risolver  T equazioni  all’ordinario. 

Equazioni  di  tutti  i Gradi  con  radici 
assegnabili . 


^ w t - t ni  m — 3 ,t 

330.  L equazion  generale  x — mx  \'ah 

w— 3 m — 4",  m — 4 wz  — 5 m—6  ,,, 

n — ~x  Va’i’H-... 

3 ^ 33 

m — S,  m — 6 m — 7 tn — 8 ...  rn — 6 m — 7 

m. u. . tx  Ja*b^—m X ... 

334  33. 

m — 8 m — 0 m — io  m — 7 m — S m — 9 

. .V . ^ X ... 

4 5 334 

-g— * va  — a»-—  -g  ' 


Vi  — u TO— 13  WZ— 13  m— 14  " ^ 

— — . -X  7 fJ  a' b'  ec. 

5 6 7 


•a  — 6 — 


o,  che  ha  per  radice  x — ^a~¥^/b  ( 159) , risolve  un’  infi- 
ta  d’  equazioni . 

Equazioni:  del  terzo  e quarto  grado  . 

337.  Sia  77z“3,  e debba  risolversi  1’ equazione  -4- 
— o senza  secondo  termine  e senza  divisori  raziona- 
li, come  supporrò  sempre  in  avvenire.  Dal  confronto  di  que- 


sta con  la  generale  ho  p — — Sf^ab,q  — — a — b,  d’onde  e- 

li  mi  nato  5,  viene  ed  a ^ — ± — — t- — ^ , 

" 37  2 V4  37^ 

~ ^ » dunque  x:=/ii/a-\-  is/b  = 

3 ^ 

6 = 0,  ove  p=:9,o=:6,  dà  ® n/v/3  — v'p. 

338.  L’  altre  due  radici  si  hanno  dall’  altre  due  cubiche 

di  0,6  cioè  da  y^a,  y^b,  e da  K^a,\^’b  (173),  com- 
binate 
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binate  però  di  modo  che  il  loro  prodotto  dia,  come  sopra, 

i^abzz  — — p,  ciò  che  si  ha  unendo  con 

3 

3 

con  7 vi,  giacché  y\~i  ( IZ3. 142  ) .^Sark  dunque  x ~ 
2 V2  ’^  4 27V  2 \ 2 

» 3 ^ 

fi/{- — h—  ))  *’  ® vede  cjie  il  radicai  quadratico  se  è 

reale,  da  immaginarie  le  due  radici,  e se  è immaginario, 
le  da  reali,  riducendosi  egli  allora  ad  A-+B.y/ — I (149)} 
onde  la  prima  radice  xzzAn-B/y/ — ^ih-A  — Ba/ — i~2A, 
come  pur  l’ altre  due  . Sicché  quando  con  p negativo  si  ha 

— p’  > — le  tre  radici  son  reali.  Vedremo  come  si  ot- 

37  4 . . . , , 

tengano  per  approssimazione,  giacché  l’aver  tentato  inva- 
no di  averle  esattamente,  meritò  a questo  caso  ilnomed’ir- 
ridticlbile . 


339.  Lo  stesso  metodo  risolve  anche  1’  equazioni  della 
forma  r4-  px**  -ì-  2*"  -f-  f — o , fatto  x"  ~y:  e a questa 
forma  appunto  appartcngon  quelle  del  quarto  grado.  Siir 
-+  j)x^ -i-  qx  -+  r — O — { x^ -i-  tx ~ìr  s)(  x^  — tx-+it)  che  sup- 
pongò  i due  fattori  quadratici  della  data:  paragonandola  col 
loro  prodotto  -i- s)  a*— 1.(  m — i — o,  ho 

1°.  ti — -+s—p-,  2”.  t(w  — S".  su  — r : sommo  e spt- 

traggo  u H-s=:f*H-p  ,«  — e viene  k z:: (pH-t*)-i- 


s— — 2-,  che  moltiplicate  danno  su~r~ 

2t  2 . 2t 

I 

— {p~k-t^Y onde  si  ha  1’  equazione  ridotta  r® -4- 

4 4^ 

2pt^ -+ ( p*  — 4'' ) **  — q^—o  della  forma  generale 
px^"  ec.  — O.  Se  la  data  x^-hpx'^  ec.  ha  razionali  i due 
supposti  fattori,  la  ridotta  avra  razionale  e e — f,  onde  col 
dato  metodo  (334)  se  ne  cercherà  uno,  presi  o i positivi  o 
i negativi  divisori  dell’ultimo  termine.  Così  pej  x* — 3**^ — 
I2x-+5r=o,  ove  p =:  — 3,  q=z—  12,  > —5  , la  ridotta  r®  — 
6t^ — Ut*  — 144  = 0 coi  divisori  negativi  di  I44,  da  f=3, 
onde  r/zri,.y=z5,  e i fattori  x*-!-3x  H- 5 ,x*— 3^- H- 1 . 

340.  Ma  se  la  data  non  ha  fattori  razionali , pongo  nel- 
la ridotta  = — 2p)  (33^)  > ® dalla  risultante  z’  — 

I3r)3s  — (p*^— 36r)3p  — ‘i-q'-=o  ho  le  radici  / = 

R 
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Or 


r >j  — ìj  — - \ooi,*o*y^)*  I 

2p  =.  —y'—y"  -/"  (31Z)  e <i  — ± Vy'y"y"\  o 
ta  ti^u~y  — y" — y'"^  '■i'y/ y"  y"[,  e ‘\'‘—y  —y'—y"' 
le  radici  della  data  o de’  suoi  due  fattori  saranno 


poiché  nella  ridotta  è 
onde  nella  da* 


a-=i(r-hV(t‘-4«))=-r(±vy±v'y':pv'y") 

*-S  ^ 

o;=i(r-v(r‘-4«))={(±vy4;yy'±yy") 

:,-±(.f-4.y(t*.4s))=^(^yy±yy'±yy-) 


a-n-^c-f*  y 4*))— “(+ yy+yy'^:v>"')>  pre- 


si i segni  di  sopra  se  q è positivo . Così  per  — ;>o.v*  — 
Jlla -+ 13  — o,  ove  p ~ — ù,o,q—  — 13>»  :r;]3,  la  ridotta 

sarà  f*— 4or'*-{-348t* — 144=10,  e fatto  t*=zy—  ■^(3-4.40), 

3 

viene  a’  — l668s — 6608  = 0,  le  cui  radici  a'  = — 4,a"=2-H 

6^46,8"'=  2 — 6-V/46  danno  yy'=^~(a' — 2p)=:  2\/3,yy'~ 

3 

^/l(3"_2p)  = (171)  V(7^V3)-4-V(7— ys),yy"- 
ó 

ViZ-^Vo) — y(Z  — Vs);  e poiché  q é negativo,  sara 

^ — ys  y( z y3)> ys— i*y(z  y3i> ys — 

y ( Z "i-  y 3 )j'^'=:v'3-*.y(7-»-v'3;. 

341.  Nel  modo  stesso  si  lisolvon  1’ equazioni  della  for- 
ma -hpx-’*-4- ra"-i- V = o , fatto  x"  = . Del  resto, 
r equazion  generale  (.336)  non  avea  qui  luogo,  dando  ella 
solamente  un’  equazione  del  quarto  grado  che  si  Tiducc  al 
secondo. 


E-jiuizioni  risolubili  del  quinto  Grado  , dd  sesto  ec. 

342.  Con  un  metodo  analogo  a quello  che  poco  fa  spie- 
gammo (33(3)  cerco  i divisori  o quadratici  o cubici  o bi- 
quadratici d’ un’ equazione  che  non  ne  ha  dei  semplici:  se 
vi  sono,  1’  equazione  è riducibile  -,  se  no,  è iniducibile . 
Tutti  i gradi  però  hanno  dell’  equazioni  che  la  formula  ge- 
nerale (336)  risolve  completamente. 

343.  Sia  in  essa  772=  5, =6,  = 7 ec. ; si  troveranno  sem- 
pre le  radici  delle  seguenti  equazioni 

I 
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5 ó 

•a»  ' — 5-’^^  is/ab-4.  — a — b — Q 

^6  6'  6 
— 6x*^ab-+  px^^a'^b^ — — a — b~9 

_ 7 7 7 

!s/ ab -{•  140;^  a^b^  — 1x>^a}b'^  — a — b~o 

ec.  * ec.  ec. 


Esempj . I.  Sia  x^  -4-  $px^  -I-  bp^x  -4-  27  — o ; sara  p — — 

t^uh,2<j— — a — by  ed  eliminato  i,  viene  azi: — ?— V(2*~^ 

pj),  i— — 2qpv'(2*-4-7)^),  ed  xz=  V(  — 5-4- v'(7*-^-p^))-t- 

fy/(  — q — \/(9"“+P^  ))•  II-  Sia  x^  — 6p*^H-9/j*A*  — 27  zzo  ; 
6 6 

Sara  p — ^ab,  27  zz  2 /^Z a^b^  •+  a h — 2p^  a -+  h\  onde 

a — q—p^±\^q{q — 2/>^  ) ,b—q  —p^  ^ V‘iii  ~'^P^  ) > «d  jeztl 
6 ^ 

V ( 7 — P’  ■+  V QÌ'I  — ])  -^  V (9  ~ —■  ^P^  ))  ’ 

L’ altre  radici  si  ottengono  come  sopra  (338J. 

Altre  Equazioni  di  tutti  i Gradi  con  radici 
assegnabili . 


344.  Facendo  il  prodotto  di^m  equazioni  quadraticBe  e 
reciproche  ( in  cui  cioè  nulla  si  cangia  posto  -i.  in  luogo 

X 

di  * ) come  x*H-tx-4- 1 zz o -4-«j;-4- 1 izio  ec. , si  ha  un’e- 


quazione parimente  reciproca  della  forma  a; 
2m — 2 


2ni 


■ px 


2m — I 


m 


• -+•  fX  — f-  ....  —4-  Cj^x"^  — f* px  *— f-  I ——  O > Clic 

di  nuovo  moltiplicata  per  la  reciproca  di  primo  grado  x -4- 

I :zz  o , diventa  * px  •+lix  -4-..,.-4-re*  -4* 

nr^w^I— o.  Quindi  le  reciproche  di  grado  impari  son  divi- 
sibili per' * _(.  I , con  che  divengono  di  grado  pari,  e di  que- 
ste si  hanno  le  radici  col  risolverle  nelle  componenti  qua- 
dratiche'. 

Esempio.  Sia  x^ — 2,vv^-4-  48*’  — 25** -4-  1=0:  prese 
le  reciproche  *' -4-ra: -4- 1 zz:o  del  secondo  grado  , e a;^-4- 
j)cv’ -4- 7jc*^ -4-px- *+ I = o del  quarto,  paragono  con  la  data 
il  loro  prodotto  r*  -h  f73-4-f)*^-4-()-4-7-*-/if)x^-4-f2p-4- 
qt  ) .V-  _j.  ( I q i>t.)  x^  -¥<  p -\r  t)  X 1 zxo , e trovo  I p -4- 
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tzzo^  onde  p — — 1\  II  I -+q  — t*rr  — ‘25;  III  qt  — 2^  rr  4 j ; 
Sommo  la  III  con  la  II  moltiplicata  per  — t,  e viene  — 
2S’t— 43rro,  onde  (337)  t:=  — 4,  x =:  2 ± Vs  ,p  =r.4  , n:  — 
Jo  e la  reciproca  x^-4-4x’  — tox‘ -v  4x -+•  i o , che  trat- 
tata come  la  prima,  da  xrzi  i , xc:i — 3±2\/2. 

f.quàziòni  Irriducibili . 


345.  DaU  r equazione  irriducibile  (342)  -f- 

qz  -h  i<  — o , cerco  il  suo  limite/ (331)  c posto 

m—f — 1,  faccio  z — m y , essendo  y decimali.  La  datjt 

■ X j-  « — I * 1 • / 

perciò  diventa  y •+mny  _4-  ec.  zr  o , da  cui  ( non  cu- 

tati  ty*  ec.  piccolissimi  ) ho  ^ e perciò  % con  due  deci- 
mali almeno.  Lo  chiamo  m' , c faccio  di  nuovo  z-m''-+y, 
e trascurato  nella  sostituzione  anche  y^ , trovo  il  valore  /n" 
3i  z con  tre  decimali.  Cosi  proseguo  finché  piace:  ma  per 
avere  z più  prontamente,  pongo  z — m"-\-y  ed  applico  alla 


bx*  2Ò* 

■+ V— 


■ac 


— ec. 


nuova  equazione  la  serie  y :=■ 

''  a a’  a‘ 

(294)  ì con  pochi  termini  della  quale  viene  * con  otto  o 
nove  decimali. 

Esempio.  Sia  x’  — 42  — 2 = 0,  il  cui  limite  è 3 (331) j 

faccio  xrr  2 -+y,  e non  curato  , trovò  j rr — 

3 3 

— l±J'^  , j.  . 

— =:o,2Icx  = 2,2I=:m  :di  nuovo  pongo  a re  2,31-1- 

, o>046i39 

e non  curato  y ^ trovo  y ~ — - — — ~ 0,004,  c s = 

. 10,65^3 

2,2l4rz/n'.  Infine  faccio  ari:  2,2 14 -4- ed  ho  0^003423656  = 
10,70539  jf-4-6,642  , a cui  applicando  la  serie,  viene  \ 

* = 0,003423656,  a—  10,70539,6  = 6,643,  c = I , d = c = 

CC.  = 0,  tà  , = , il 

10,70539  (10,70539)5 

cui  calcolo,  tornando  sempre  i numeri  stessi,  è facilissimo 
coi  logaritmi.  Quello  del  primo  termine  è 6,5048876  = 
Lo, 0003198067  , quello  del  secondo  è 2,8024715  = . . , 
Lo , 0000000635  \ e sottratto  dal  primo  il  secondo  numero  ^ 
viene  0,0003197433,  e 2 = 2,2143197433. 

346.  Quando  il  terzo  termine  dell’  equazione  è con  H- 
(327),  e i risultati  di  Q (331)  presi  finché  Io  indica  il  com- 
pendio (282),  conservano  il  se^no  stesso,  le  radici  son  tut- 
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te  immaginane  (323),  e si  hanno  cercando  al  tolito  (339)  i 
fattori  di  secondo  grado  che  esse  producono. 

34^.  La  data  equazione  diyisa  per  a — 3,214  si  ab- 

bassa d’ un  grado,  e col  metodo  stesso  si  ha  una  seconda 
radice  ec. 

Problemi  indeterminati  del  prlifio  grado . 

348.  Un  problema  ove  il  numero  dell’  incognite  supera 
quello  dell’ equazioni , si  chiama  iudeterminato  (l86)ì  Per 
esempio;  .si  voglian  tre  numeri  x,y,z  che  faccian  105  ed 
abbiano  una  stessa  differenza:  dunque  I.  * 105 ^ 
II.  x-y^y-~%,  e pre.so  dalla  II.  il  valor  di  x — 2y  — z,  si 
avra  nella  I.  > = 35  » onde  *'-+-35  -+*— 105  ed  » -4-  z = 70. 
Ora  non  potendo.si  eliminar  di  qui  nè  x nè  * , fatto  per  e- 
sempio  x=lo,  saia  z = 6o  e i tre  numeri  io >35, 60  scio- 
glieranno il  problema:  e fatto  x=  12,  si  ha  a cr  58,  e il 
problema  è sciolto  egualmente  dai  tre  numeri  13,35,58. 
Anzi  il  problema  può  aver  óp  ‘soluzioni  in  numeri  interi  e 
positivi,  perchè  può  supporsi  x eguale  a tutti  i numeri  da 
1 sino  a 69,  md  non  più  la,  essendo  ^o  ~x  Ha  però 
un’infinita  di  soluzioni  se  si  fa  x rotto  o negativo:  ma  tali 
valori  occorrendo  rare  volte,  cercheremo  gli  interi. 

349.  Sia  1’ equazion  generale  a = bx±cy  coi  numeri  a, 
i,c,  interi  e noti.  Se  b,c  abbiano  un  divisor  comune,  d e 

aia  b=ib'd,cz:zc'dy  verxk  ~-=zb'x±c'y , onde  l’ equazione  è 

ìrrisolubile  se  a nón  è multiplo  di  d : ma  se  lo  è , fatto 
a — a'd,  avremo  a'—b'x±.c'y,  equazione  simile  alla  data 
coi  numeri  b' , c'  primi  tra  loro  . 

350.  Supposto  perciò  che  nella  dati  sieno  £,c  primi  tra 

, , aqrcv  , a , a"  c 

loro  e b ■<  Cy  avremo  * = — ; onde  se  — = a H , — — 

o b * 0 / 

o"  , a":^c"y 

sarà  x=a  q:c'>  -4 — ^ , e trascurati  gl’  intcti 

à'yc'yy  tutto  si  ridurrà  a fare  — intendendo  per 
E un  numero  intero. 

351.  Ora  poiché  b,c  e perciò  anche  hyc'*y  Son  primi 
tira  loro , si  ha  sempre  o i colpo  d’ Occhiò  ò con  la  data  te- 

gola  (do)  un  numero  N(»>  per  cui  moltiplicando  — '^1. , 

b 
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venga 


X <34  )( 


tiaicurati  gl’interi,  lasci  y col 


coetUcienCc  i e si  riduca  per  esempio  a =z  E , intero  di- 

. b 


verso  dal  primo  ma  sempre  «spresso  per  E;  allora  y — bE± 
k ( mutati,  se  y è.  negativo,  i segni  al  primo  membro,  il 
che  non  interessa  1’  intero  ) ; e preso  per  E quel  più  picco- 
lo intero  positivo  che  renda  positiva  la  quantità  iE  ± 1:  ( e 
perciò  fatto  E = o se  vale  il  segno  di  sopra  ),  si  avra  il  mi- 
nimo valor  di  y che  posto  nella  data^  determinerà,  col  se- 
gno di  sopra  o di  sotto,  il  massimo  o il  minimo  valor  di  x,‘ 
come  è chiaro. 

352.  Sieno  g,h  i valori  cosi  trovati  di  *,^:si  avra  dun- 
que a—bx±cy  ed  a — bg±ch‘,  onde  do  bg:fibxzzcy — eh, 

. , ±'ia:a:  c me 

cioc -- — — — -,  supposto  m On  numero  intero  co- 
y — h b mb 

mlnciando  da  o;  dunque  poiché  i,c  sort  primi  tra  loro, 
verrà  x—g^mc  ed  y~h-rvih,  donde  tutti  i valori  possi- 
, bili  di  x,y.,  dati  i due  primi  g,h. 

353.  Dunque  1°.  Se  a— bxdicy  81&  col  segno  di  sopra,  a- 
vremo  x~g — me,  e per  aver  x positivo,  dovrà,  essere  me-<, 

g e perciò  m < — ; onde  il  numero  dei  valori  di  x,y  sarà. 


— -t-I  giacche  m comincia  da  o:  2“.  se  sia  col  segno  di  sot- 
c 

to  , sarà  x—g-+me  e i valori  di  x,y  saranno  infiniti.  In 
ambedue  i casi , questi  procedono  in  progressione  aritmeti- 
ca, poiché  fatto  m~o,  1,2  ec.  sarà  x—g,g:^c,g.^‘icec., 
ed  y — h,h~\-b,h^‘lb  ec.  Ecco  degli  Esempj. 

354.  I.  Risolvere  in  numeri  interi  l’equazione  ‘i~6x  — 
6y . Poiché  % non  è multiplo  di  6,  il  problema  è impossibi- 
le (349)- 

II.  Risolvere  5 — 3*'  — Sarà  .v  — — — E ~ 

3 3 

(350)  ed  j»  — 3E  — 2.  Fatta  Er=I  (35l),  sarà^— I co.  x — 

^ 3>  valori  mimmi  {351);  dunque  poiché  i = 3,c~ 

3 I 

4»S— » sarà  jf  = 3,2,  ii  ec.,  = i ,4,  2 ec.  (352) _ 

III.  Risolvere  2000  = -j- 13^.  Sarà  x — — 2?_i^  zrz 

E = (350)  (351)  (35o)e‘lj'=9E-- 


f 


A 
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4,  Fatta  E:=  I , sara  y — S valor  mimmo,  x — rr 

2[5  valor  massimo  (351};  dunque  poiché  9,c  =r  13,  <x — 
2l5,/i=:5.  sarli  ^^215, 202  , 189  ec.,^  = 5>I4>33  ec?,  e 

le  soluzioni  sono  — -+-iz=: — (353). 

^ ^3 

IV.  Un  Mercante  per  saldo  di  1200'  offre  una  stoffa  di 
il  Braccio,  un’altra  di  5^;  in  quanti  modi  può' saldare? 

Poste  y le  Br.  della  prima  stoffa,  x quelle  della  feconda,  sa- 

ra  1200  =:  ^x  -{•  2y  y °“de  x =: ^ =:  E = ^ 

5 5 6 

(350  — y = gE-  Fatta  E I , sarà,  >=5,  ed  a;  = 
b 5 

333;  le  soluzioni  sono  34- 

V.  Un  Mercante  cambiò  brillanti  in  perle , oltre  alle  quali 
ebbe  l6^',  ogni  Prillante  vale  1872^  e ogni  perla  253:  quan- 
te perle  ricevè  ? Sieno  y i brillanti,  * le  perle,  si  avra  l8^2^Z3 

. ^ j 1872V— 16  „ loiv— ló 

253*  •+  Io>  ed  X — :=£::= — . Ma  qui  il  nu- 

253  253 

mero  N(”*)  che  dee  moltiplicare  il  rotto , non  vedendosi  a 
colpo  d’occhio  (351),  opero'  come  di  fac- 
cia, e trovo  subito  (58)  N' “ 2,iN":z:3,  253 

N'"  = 5-,  dunque  E loi  . . . 2np 

253  51  . . , lerj 

— y — 80  . . . V / \ • 50  ...  1 — r 

— ( scrivo  — y perche  ( 00  ) 1 quo-  j 

■"'53  . 

zienti  sono  in  numero  impari  ) ed  rr 
253E  — 80  (351).  Fatta  E — I , viene  173  ed  a-  — 1280^ 
minimi  numeri  di  brillanti  e di  perle  che  il  Mercante  abbia 
potuti  dare  e ricevere. 

355.  Con  questo  metodo  può  esprimersi  più  semplice- 
mente un  rotto— rz—  quando  basta  una  certa  approssima- 
A A 

zione,  col  solo  fare  a~-^~—  E,  essendo  n un  in- 

tcro  da  aggiungersi  o togliersi  per  aver  1’  appro-ssimazione  ri- 
chiesta ; onde  il  segno  “ è qui  di  adequazione  piuttosto  che 

T V Tt 

d’ egualità.  Sia  Br::l29,  A=:28l;  dunque  =:  E 

^ (23yrfcnÌ28 

e poiché  SI  trova  ^58)  = 28,  verrà  È = — = 
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33 

14 

9 

6 

4 

1 


5=j» 

1-9 

I = r 
I = « 
1 =t 


)(  136  X 

, onde  v = I29E  ± 28/1,  ed  Jr  = 

139 

28lE±6in.  Col  segno  H-, fatta  E =0  ,n  = 

I,  sark  jr  = 38,*-6l,e— 

circa  : col  segno  — , fatta  E = I , n m , sa- 
»kv  = loi,*=22o,e-^=i  — incirca,  • 

questi  rotti  son  sì  vicini  al  dato , che  n\^n  altro  vi  si  ac- 
costa tanto  con  sì  piccoli  numeri,  come  può  vedersi  facen-t 
do  x=:ff:pOTc,  j^r:;/i-+  772Ò  (352).  Si  noti  però  che  se  la  de- 
terminazione dell’  arbitraria  n renda  28n>  129  ( come  se  si 
facesse  nn:5),  o dovranno  togliersi  gl’interi  dall’  equazio- 
ne E — prima  di  cavarne  il  valor  di  y , o dovrà  prene 

129 

dersi  E positiva  e negativa  nell’equazione  — l29E±2Sn. 

356.  Trovare  un  numero  x che  diviso  per  i numeri  no'^ 
tl  a,b,o  ec.  dia  per  resto  altri  numeri  noti  m ,n ,p  ec. Dun- 
que I.  ± = E-4--,II.  = III.  - = E"H-:^ec.,e 

a ab  he  e ^ 

la  I.  dk  IV.  A?  :z:  aE -b  m , valore  che  posto  nella  II.  da  un 
equazione  tra  E ed  E'v  onde  trovata  E da  questa  come  si 
trovò  y (351),  viene  dalla  IV.  un  nuovo  valor  di  * in  E , 
che  posto  nella  III.  da  un’  equazione  tra  E'  ed  E";  trovata 
dunque  E'  da  questa  (351  )j  si  ha  dalla  IV.  un  nuovo  valor 
di  * in  E’^  ec.  Preso  in  fine  per  E^^  un  intero,  su  hanno  i 
valori  che  soddisfanno  al  problema. 

Esempio.  Un  avaro  ha  molti  sacchetti  di  1200^  l’  uno . 
Contandogli  3333,  non  vi  è avanzo;  a 7 a 7,  ne  avan- 
za l;  a io  a io,  ne  avanzan  6:  i sacchetti  eran  più  di  loo 
ma  men  di  300  e se  ne  cerca  il  numero.  Sia  si  avrk  I. 

.f.-E,  II.  — -Ì=  E',  III.  E",  e perciò  IV.  * = 

3 7 IO 

r,  , . • 1 TT  - 3E—  1 r:'—  _ 

3E,  valore  che  cangia  la  II.  in  =:  t — ;; — 

? “ 

onde  Er=7E'-j-5,  e la  IV.  .diventa  a;=:21E'H-  15» 

valore  che  cangia  la  III.  in  — E'',  ondeE'rzioE 

lo 

9,  e la  IV.  diventa  * zr  2I0E" — 174.  Presa  E"  I , si  ha 
o;~36,  minimo  dei  numeri  che  divisi  per  3,  per  7 e pcf 
lo  danijo  i restio , I , (5 : se  E"=z 2,3, sara  x = 246 , 456  ; dunque 

i sacchetti 
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i faccnetti  sono  246. 

o5Z-  Con  questo  metodo  si  sciolgon  molti  problemi  relativi 
al  Calendario.  Vogliasi  l’anno  dell’ Era  Cristiana  in  cui  si  ebbe 
1“  di  Ciclo  Solare  , 6 di  Ciclo  Lunare,  e 5 d’indizione.  E’  noto 
che  il  Ciclo  Solare  è un  periodo  di  28  anni , il  Lunare  o 
Numero  Aureo  di  J9,  e 1’  Indizione  di  15.  Perciò  chiama- 


to * l’anno  cercato,  sarò.  I.  — ?^=:E,II.  E',  III. 

28  ly  . 

— — =E",  onde  IV.  .vn=38E-hI2>  valore  che  riduce  la 
1 5 

II  a zz  E'  = e 

ly  19  '19  19  ’ 

mutati  i segni  (351),  E nz  ipE'-f  3,  ed  *=:532E'h-  lol  , var 
loie  che  riduce  la  III.  a = . . . 

, . ^5  15 

I4E  -4- 12  —E' -4-12  . . . , 

^ ;; , e mutati  1 segni,  E _ i5E"-4- 12 , ed 

1 .‘i  I 


79SoE"h- 6485.  Se  E"— o,  l ec.,  si  avrà,  a-— 6485,  14465 
cc.  : ma  poiché  quest’  anni  appartengono  al  Periodo  Giulia- 
no, il  cui  principio  precede  di  4713  anni  quello  dell’Era 
Cristiana,  bisogna  sottrarre  47 13  da  queste  epoche  difterenr 
ti  per  ridurle  ad  anni  della  nostra  Era  che  soddisfacciano 
alle  tre  condizioni  del  problema.  Fatta  la  .sottrazione  da 
6485,  si  ha  1772:  sicché  dal  principio  del  Mondo,  come  è 
fissato  dall’ordinaria  Cronologìa,  il  solo  anno  1772  della  no- 
stra Era  ha  17  di  Ciclo  Solare,  6 di  Lunare  e 5 d’indi- 
zione. Sottraendo  del  pari  4713  da  144C5,  si  ha  9752  che 
nell’  Era  nostra  soddi.sfk  alle  stesse  condizioni  ec.  Que.sto  Pe- 
riodo Giuliano,  prodotto  di  28x19x15?  ^ preferibile  al  Dio- 
nisiano  che  essendo  il  prodotto  di  28X19»  abbraccia  pochi 
avvenimenti  e comincia  75  anni  dopo  Cristo. 


Problemi  indeterminati  degli  altri  gradi. 

rx  7,  • 7 m//b~hcx~+dx-ri-ec.'\ 

Data  l cquazion  generale  y ~ ,\/  ( I , 

V '■  2>-|-^*A  -fCC. 

trovar  per  y 1°.  dei  valori  razionali  : 2°.  dei  valori,  interi:  3°. 
tutti  i possibili  valori  interi.  Ecco  il  problema  che  com- 
prende la  completa  dottrina  degli  indeterminati  eccedenti  il 
primo  grado;  niun  Matematico  lo  ha  sciolto  finora  intera- 
mente, e quella  stes.sa  porzione  che  se  ne  è risòluta,  non 
può  quj  tutta  ingerirsi:  ma  almeno  toglieremo  a questi  pro- 

• S 
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blemi  una  certa  aria  di  mistero  con  aui  soglion  trattarsi  da> 
gli  Analisti . 

f ^ V i-4*  cx-4- ec. 

Sia  primieramente  m~l',  sark  y— . 

•'  p-*-gx-+hx^-ì-ec.^ 

ove  y non  supera  il  primo  grado , mentre  * ascende  ad  u- 
na  potenza  qualunque . Dato  un  valore  ad  si  avrà  sem- 
’ P*’®  y ’•  come  averlo  in  numeri  interi  e positivi?  Eccc- 
ue  le  regole  . 

ex  i} 

358.  Sia  V = ; fatta  la  divisione  attuale  finché  si 

elimini  x dal  dividendo , se  è possibile , si  ha  gy  — c ~+- 

e però  (gy — c)  (^x-4-p)=::Ì5 — cp:  dunque  i nu- 

meri  — c,5"x-+p  debbono  esser  due  fattori  del  numero 
bg—cp.  Chiamato  m uno  di  essi,  n l’altro  ( l’uno  e l’al- 
tro col  segno  ± se  bg  — cp  sia  positivo;  e l’uno  con  ± , l’ al- 
tro con  :p  se  sia  negativo  ) sarà  gy  — c — niygx  •+  p — n, 

, m c n — p . ^ , 

onde  y ~ , ; cioè  per  aver  y intero  , dovran- 

S ^ ^ 

no  prendersi  quei  fattori  m che  uniti  a c son  divisibili  per 
e i loro  corrispondenti  n daranno  necessariamente  intero 
anche  x.  , 

Esempio  . Sono  in  un  Albergo  degli  uomini  e delle  don- 
ne, • tanto  quelli  che  queste  spendono  24*;  ma  ogni  uomo 
spende  più  d’ ogni  donna.  Cerco  il  numero  degli  uni  e 
dell’  altre  . Sieno  x gli  uomini,  y le  donne:  si  troverà  y 

— , e però  c =34  ,ò  = o I ,p=  24  , ò"— cp  =:  — 

24  — X 

576,  i cui  fattori  ( l’uno  con  ±,  l’altro  con  q:  ) sono 
ro=:±576±288±i92±  i44±96rfc72±64±48 


n — :^:  I 4:  2:^  3qr 

m—rt  36 ± 32±  34 
« = 4;  164:  18^  24 


44:  64:  84;  94: 1® 


. , . m-4-c  n — p 

e poiché  y=. = — m — 24,  -=  34  — n,  per  n- 

ver  y positivo,  converrà  prender  per  m i soli  fattori  nega- 
tivi non  minori  di  35,  e perciò  i soli  corrispondenti  positi- 
vi per  72 ; onde  le  soluzioni  saranno  io  cioè 

jy=552, 364, 168, 120,72,48, 40, 

23>  33»  21»  20,18,16,15, 
y—  24,  12,  S 
x=  13,  8,  6 
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359  Si»  y-———- — ; verrà  (g  y — dgx  — cg~i-dp) 

{gx-¥p)  — hg^^dp^  —cgp.  Fatto  g“^y  — dgx  — cg  dp  — 

, n — p m-i-dn-i-cg — 2dp  . » 

m,gx-+p  — ft,s»rxx=.  —~,y  — j-s cioè 

o _ ^8 

per  avere  x intero  dovranno  prendersi  quei  fattori  n di  bg 
dp*  — cgp  che  diminuiti  di  p son  divisibili  per  g-,  il  resto  si 
fa  come  sopra:  e col  metodo  stesso  si  risolvono  gli  altri  ca- 
si assai  rari  dell’equazion  generale  y zz  ec. 

360.  Ma  sia  y zz d’  onde  x non  può  eliminarsi  : 

1°.  se  bzzg^dzmp,  fatto  xzznp±g,  vena,  y zz  n^p  ± -2 ng 
m , ove  g o m possono  anche  essere  zero  : 2°.  qualunque  sia 
i , si  cercherà  un  numero  p'  tale  che  p'p  -i-  b sia  quadrato 

(2 1 J , presi  per  p i numeri  minori  di  — p h-  I positivi  o nega- 

rivi,  tra  i quali  dovrh  trovarsi  se  pure  esista  (36.14°.):  e 
dedotto  di  qui  x ( per  esempio  x zz  f),sav\  anche  xzz  f ± 
jjip  (36.13°.).  Si  noti  però  che  se  p sia  numero  primo 
( fuorché  2 ),  e ò non  multiplo  di  p e non  quadrato,  non 

e_*ri 

saia  a,'*  ±b  un  multiplo  di  p se  non  Io  sia  (q:ò)  * — I : 

poiché  se  x'  ±b  h multiplo  di  p , si  avrà.  (36.9°.  4; 

f _ -Lui 

htXZz^gLb)^  ed  — I = (:f:ò)  * — i:  ora  il  primo 

membro  è multiplo  di  p (36-lS°*)* 


Problemi  indeterminati  del  secondo  grado . 


Sia  in  secondo  luogo  , 

e perchè  y sia  razionale  ^ovrà  trovarsi  per  x un  tal  nume- 
ro che  dia  ~ =Q»  intendendo  per  Qun  numero  <pia- 

CC. 

drato . Or  se  if  primo  membro  potrà  cangiarsi  in  ti,  che 
testi  un  quadrato,  diverso  certamente  dal  primo,  ma  sempre 
indicato  per  Q , si  avrà  * ± ci  = Q ed  x — Q 4:  d ; onde  preso  per 
Q un  quadrato  qualunque  intero  o rotto  ( cioè  fatto  Q = 


— essendo  A,o  due  numeri  arbitrar),  interi  e primi  tra 
a*  . 

loro  ),  si  otterrà  y razionale:  anzi  se  possa  giungersi  alme- 
no a quest’  altra  equazione  x zz  ^ {Q^^d ),  c si  sappia  ren- 
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dcr  razionale  Ja  formula  V(Q:^rf),  anche  in  tal  caso  sarà 
y razionale . Con  tré  principi  si  rifluirà  1’  equazione  R que- 
sti due  casi . 

361.  l'’.  Una  potcnzà  indeterminata  P"  può  cgtia^liarsi 
ad  un’  altra  o data  c”  o indeterminata  x"-,  poiché  essendo 
P arbitrario  , può  farsi  P = c , P = * , onde  P"  — c'"  , P'"  — -f"  : 
2°.  O’na  polcnza  a'”  moltiplicata  o divisa  per  un’  altra  b", 
ne  da  sempre  una  del  grado  m ; infatti  supposto  aKh  c 
Ovvero  a:ì}z=id,  saia  a'”  Xb"  = c"  , a"  : b" — d”:  3°.  La  for- 
mula si  rende  sempre  razionale  sol  che  si  Jaci- 

via  Q=(^=±3^)  ( ^53)»  e perciò  V(Q=f  = • ■ • 

zr_^_  ove  d è un  numero  dato  o da  prendersi  comunque. 

2A(* 

363.  Di  qui  si  ha  che  se  bc  sia  un  quadrato , lo  sarà 


anche—.  Infatti  da  ierzQ  viene  (361.2°.)  r-r 
b b 


U 

ónde  se  Q è un  multiplo  ci’  un  numero  non  quadrato  b , lo 
c anche  la  sua  radice  i poiché  da  Q = 6c  si  ha  — 


Q'ev^Q  = 5VQ'-  . . . , „ 

363.  Ma  si  applichino  quei  principi  al  .seguènte  problema: 
i miei  .scudi  Son  tanti  che  aggiunto  ad  essi  o tolto  i , tanno  un 
quadrato:  quanti  sono?  Siene  a:  ; e si  àvr'i  jr  -+-  i =3 , .v  — 
irrz.*.  Parrà,  che  * possa  trovarsi  in  più  modi:  l"'.  som- 

mando  le  due  equazioni,  il  ehe  dà  jf  = — -r — ; 3 . molti^ 


plicandole,  il  che  dà  ** — I — =:  Q (361 .3°.  ) **  — 

1,  ed  (361. 3°-)  5 3°-  dividendole  ^ il  che  dà 

firti  — =Q(3ÓI  .2°.),  ed  = Mi  la  relazione  in- 

determinàta  dei  due  quadrati  , o non  dà  i valori  di  t 

o Sili  da  uniti  coi  falsi;  Convien  dunque  determinare 
sottraendo  1’  equazioni , il  che  darà  2 = onde  z.*  -4- 

2 — y'  r=  Q,  e petelò  a*  =Q—  3 , z — ( 3^^  -S”-  )> 


...  , A*  a- 

e quindi  — — — : •+  4 

3'Ì4.  Po.sto  ciò,  abbiasi  1°.  yztt\/cx-,  dunque  cjir  = Q cd 
*0 

Arn:  ; fatto  Q si  ha  x intero:  yzz  \/ 

c a c 
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S 1 Q — A A‘- 

) , b~^cx  = Q ed  * = — — = 


a*i 


X iatero  si  ha 

c a~c 

nel  casi  di  sopra  (3Ó0):  3°.  3»  = -\/ ( c« Zjf*  ) » ex -\r  Ix^ — 

^ cx-\-lx*  , , OS  c . , , c a*c 

Q=  -j,-  (36,  .-2  .)  = --4-(,e6-  = ^-;  = -S-^;,n. 

isoluta  l’equazione  , còme s’insegncra,  viene  a; intero . 


X l 

365.  Sia  anche  y=z\/'lx'^f  onde  lx*=zQ  ed  -^=r—  ; 

quindi  se  si  sviluppi  (òl),  e trovati  i quozienti  p,p'^p" 
tc. , si  formino  le  consuete  equazioni  M = o,N=ii  ec.  (5S)» 
e si  prenda  per  .v  una  delle  varie  M e per,v/Q^^  corrispon- 


dente N,  si  avr'a  per  Q — lx~—o  un’ approssimazione  in  va- 
lori or  positivi  or  riegativi  (60),  che  sOno  anche  periodici 
(òl).  Liceo  questi  valori  calcolati  fino  al  ritorno  di  i,  nella 
seconda  colonna  della  seguente  Tàvola  per  ttuti  ì nunuri 
/y/1  non  quadrati  fino  a loi,  sottinteso  alternativamente  a 
ciascun  valore  il  segno  M-  e — : la  prima  Colonna  poi  mostra  i 
quozienti p',//'  ec.  (poiché p è in  principio  ) per  formar  l’ equa- 
zioni M = o,N=  I ,M'=i  ,N'=:p  ec.»  Di  qui  risulta  che  se 
in  Q' — lx~=.k  sia  k tra  quei  valori  o vi  si  possa  ridurre,  le 
AI  , N corrispondenti  a k daranno  per  Xty/Q  dei  valori  esatti . 
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Così  se  sia 

Z 13,  si  avran-  p —3 
no  dalla  Tavola  p'  —i 
le  quattro  serie  p’'  — i 
d’ equazioni  po-  p'"zzi 
ste  qui  di  faccia,  p''' ~l 


M zzzo 

N = I 

M'  =i 

N'  r:z  3 

c 

M"z=i 

N"  = 4 

M"'=2 

N"'z=  7 

Q-I3x»=<( 

M'v=3 

N''=u 

/ 

Mv  =5 

N’'  ZZZ18 

— 4 
•3 

'h-4 

I 


3'^5.  Abbiasi  ora*’  — {h-^-cy  dunque  7r -4*  cv -f- 

fy^  — Q » ® se  h-\rc-+J~  m'f  sarà  ■+  cy  -+Jy'  ~ (^  -4- 

fatto  Q = ot*  (361 . 1°.)  « ha  jF  — 1,  = — 1 : 2°.  su 

cangiato  segno  a c,  sia  h — c -+f  :;::z  m'^ , si  avrà  m'-ì-cy-+ 

fy^  — 0,-^f — c ; fatto  Qit:  772*,  viene  jf=: — I , zr  i — 

367.  Ma  in  generale,  poiché  x = V si  ri- 
duce a = prendo  Jt=c*~4À, 

Z = 4f  ed  ho  ^ -f  Ix'  — <i:  oz  da.  2^  c = ±=  VQ  si  ha^  = 

— > intero,  se  — «c  sia  multiplo  di  zf. 

368.  Dunque  i°.  se  si  presenti  per  x un  valor  che  sod- 
disfaccia all’  equazione  i-4*Zx*  = Q,  ii  problema  sarà,  risolu- 
to, e un  valor  di  * nè  dà  per  lo  più  molti  altri,  come  ve- 
dremo: 2°.  se  k-^l=g*,  sarà  H-Z»*=  Q -H  Zi  e Q = 

dìi  j?=  1 : 3°.  ,se  k — ui',  sarà.  ~ — Z,  ed  * =r  , . , . 


zA.am 


® J,02,  o summultiplo  dim,  da  x 

intero:  4°.  se  Z=wi%  sarà  «i’**z=Q— jb  ed«  = ^-^^-^— ; 

2Aowi 

fatto  am,  viene  2Aaj*=A*  — it,cioè  A*— 2A»i:c=:A{  A — 
znix)  = k =: gf  {g , f aon  due  fattori  interi  di  Z:,  ambedue  con 
zt  se  ^ è positivo,  « 1’  uno  co»  1’  altro  con  =p,  se  .è  ne- 
gativo). Posto  A—g,A — 2ai*=ff — ^mxr:tf,  sarà  ^ — —~x, 

Zni 

intero,  ove  la  differenza  dei  fattori  aia  multipla  di  zm\  5®. 
se  con  iiqzZx^rzQ  ai  abbia  kl—^y  .verrà  x^—  ^.~—~kl^z 

( 3^ I ■ 2”.  ) =g*  4:  ZQ , onde  < 163 . 3°.  ) VQ  = — , cd 

-CA  -4-0  Z 

zulO)  n(A*:pa*Z)  , , , 

~llA^aH)'  k±lx^zzq  si  ab- 
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bia  — fatto  viene  x—gi  7°,  se 

/I*  ed  l— — /*,  o l — e )izz — sarà  nel  primo 

caso  ni* -h  r=Q  ; p Q=;W1*,=Z71*  dkx:r:-^,  — 

nel  secondo,  — ("i*  -+•  n*)x*  — Q;  e Q n «i*x*,  ~ 

* ' . f f 

n***  da  re  8°.  se  it-4-Zx*  possa  sciogliersi  in  due 

71  771 

fattori  razionali , onde  k -4-  Ix^  — («‘x  -4-  f j (ix  -4-  li)  — Q “ 

(gxA-  f){ix-+h)  L'x-4-/’  V a*/’ — A*/i  ^ ; 

ÌÉ ' — ? 4,  verrà  x rr  — — : 0°.  seJt-i- 

(ix-ì-h)*  ix-i-h  A t — a 

Zx*  contenga  un  quadrato  (ix-t-s)*  e due  fattori  razionali 
(^xr4-jf)  ( ix  -4-  A),  fatto  ( rx  H*  s)*  z::  Q,  sarà,  x r::  — — , n:; 

a 

—A 

- * ■ 

3<S9.  Infine  se  l sia  negativa , come  k — ly'^  — 2.^,  biso-r 
gnerk  che  sia  Zy*<:J!:  ovvero  jr  <1  V-y  ' 

i numeri  minori  di  a/—  se  ne  trovi  alcuno  che  soddisfaccia , 

l '' 

Oppute^divldo  l’ equazione  per  y* , la  moltiplico  per  k,  c 

fatto  ~ — x,  — — v^Q,  si  ha  kl  -+  k»^  =r  Q,  che  si  scioglie 

yy^ 

col  seguente 

370.  Metodo  GeSerale  per  aver  x intero  o rotto  ( se 
sia  possibile  ) nell’equazione  k-^-lx'  — Q,  ove  gl’  interi  k,l 
non  son  quadrati,  k non  è multiplo  di  quadrato,  ed  Z è por 
sitiva.  Osservo  che  in  queste  ipotesi  x sara  primo  a v^*>^  ® 

a k\  poiché  se  fosse  x = ax',  /y/Qr:av/Q',  verrebbe  ^ -4- 

Zx'*:ziQ',  onde  volendo  interi,  dovrebbe  k esser  multiplo  di 
fl*  contro  l’ipotesi:  che  se  fosse  k z=.  a^' , x ax' y verrebbe 

k' -¥  alx'^  — ~ , onde  volendo  interi,  dovrebbe  Q esser  mulr 
a 

tiplo  di  a;  e giacché  q.  per  ipotesi  rjon  è quadrato,  dovrebr 
be  anche  ,v/Q  esser  multipla  di  a (362),  cioè  \/Q— 
che  si  è trovato  impossibile.  Perciò  se  k sia  multiplo  d’uno 
o più  quadrati,  come  in  k=za^g , k=za^b\f  ec. , dovranno  e- 
aaminarsi  oltre  l'equazione  it-4-/x*  — Q anche  g-+  ly^  = 
y"-4- /a*  — Q ec. , moltiplicando  poi  per  a i trovati  valori  di 
e per  b quelli  di 

571.  Osservo 
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Q Z**  - , . 

321.  Osservo  ancora  che  — — = l esigè  che'  il  primo 


membiro  sia  un  intero  : essendo  pertanto  * primo  a e 
a k (320),  farò  ± VQrrnar  — kx' ['n  ed  *'  sono  indetermi- 
nate ),  e riguardando  x,k,>s/Q  come  note,  si  sa  (351)  che 
quest’equazione  può  sempre  risolversi  in  numeri  interi.  Ver- 


rà dunque 


Q—lx^_{nx—  kx'  )*  — Z»* 

~r  ~ 


(-2 numero  intero  se  Io  sia  . . , 

n'-l 

— ^ — (3<S®)‘  Ciò  premesso:  / i <• 


372.  I®.  Calcolo  i valori  di  Q — Z**  (365),  e se  tra  que- 
sti .sia  k col  suo  segno,  il  problema  è sciolto , presi  per  VQ» 
X i valori  di  N , M corrispondenri  a k\  ma  se  ky  benché  mi- 
nore del  valor  massimo  di  Q — Za’*,  non  vi  è,  il  problema 
è impossibile:  2°.  se  k è maggiore  del  massimo  valor  di 

Q — Z**,  cercati  tutti  i numeri  k'  •< — -d- 1 (3^°)  cali  che 

sia  kk'-+l  — n*  ( se  non  ne  trovo,  il  problema  è parimen- 
te impossibile  (321  ))>  ppngo 

= nx  — kx' , e sostituito - 
nella  data  questo  valore  e quel- 
lo'di- n-'—Z=itZ:',  ottengo  I i: 
k'x^  — 2nxx'  -+  kx'^  : 3°.  molti- 
plico  questa  per  k',  e fatto  .y'Q'ar 
k'x — nx' y trovo  k'-rlx'*  — Q% 
simile  alla  data  , e che  tratto 
precisamente  come  quella , fin- 
ché k'  ; k"  ec;  sia  tra  i valori  di 
Q — Za*  . Ecco  di  faccia  1’  equa- 
zióni necessarie  all’intento,  del- 
le quali  si  vede  la  legge  . 

323.  Ese.mpio  Sia  loi-t-  i.3a;®=:Q,  ove  lol  , Z=:  13. 
Calcolo  Q — 13A'*  (3ÓS)  dei, cui  valori  è più  grande  k =: 

loi . Cerco  k'  •<  — -4-  l tale  che  sia  13  r:  n* , e 

■“■  ''l  . r 4*  'j''  « 

trovato  it’ — 1 2 , onde  n :r  35  1 pongo  I.  ±^(^':=:k'x  — nx'~ 
I2x  — o5*  » d’onde  l’equazione  12 -4- I3*^*=Q">  simile  alla 
data',  ove'  k'=zi3  supera  sempre  ! valori  di- Q — 13*^-  Cer- 

k'  - / 

co  dunque  k"C  — -i-i  per  aver  i2^"-4-  13  = • trovo 


k ■ -+  Za*  — Q 


kk'-¥l 

— n^ 

nx 

— kx' 

k'x 

— nx' 

Za'* 

kk''-¥l 

-n'^ 

z^^q'-n'x' 

-k'x" 

zy/(l"-k"x' 

— n'x" 

=Q" 

ec.  ec. 


T 
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,I.,3,  onde  n' ==1,5,7,  osservo  pure  che  12  = 
onde  debbo  esaminare  anche  requa2,ione  3-r  I3x  * = 
Q'  11  primo  valor  di  k"  — — 1 da  II.  ± /y^Q  y kx  =: 
_ 12V , e quindi  III.  ± VQ"  = T" 

x" , d’  onde  l’  equazione  k'  -vlx"'  — — I H-  I3Jf  — > sl“ 
mile  alla  data,  ove  1:"=—  I c.sscndo  tra  i valori  di  Q — 
I^i',  dal  suo  corrispondente  in  M*  ,N’^  ricavo  *"  = 5 , rh 
J’q'— da  que.sti  che  pongo  nella  III.,  ho  .y'  = 13,  — : 
23;  onde  la  II.  dk  ± VQ'— ~ 4T.*  —.^3»  e quindi  dalia  I, 
ottengo  « = 34, — 14,  ambedue  interi.  Gii  altri  valori  di 
*"  e 1’  equazione  3^I3*'*  = Q',  danno  per  x dei  rotti. 

Del  resto,  senza  tornare  indietro  per  1’ equazioni  III, 
II, I,  si  hanno  i valori  di  * dalle  seguenti 
. , na;'± 

per  una^equazione  x — p 

(n-^n')(/zV'±-x/Q">  « 

per  tre  x— pp-, * 

r f „ H-  n')  ( n'-l-  n"  ) - k'k’  ] [n' V^'±  VQ"'  ] __ 

per  cinque  a- — ^ k'Jni"' • ’ * 

(n-4-n')x'" 

' ' \ k'“  ' 

pcrscttex== r : — ITk'k  *'k'^  ” ^ ■ 

[ n' V»  ± ^ ~ — * ‘ 

374.  Se  *=I,  poiché  I è sempre  tra  i valori  di  Q -f 
Ix-  (,365),  la  formula  i-4-Z*’  = Q sark  sempre  ris^ubile  in 
interi:  chiamati  £,n  i più  piccoli,  si  avrk  per  tutti  gli  altri 

e VQ  • • ^ 

( « -4-  ty/z  )’*  •+  ( , ove  m è un  intero  qualunque  por 


stuvo 


n*  ' f^—aH  . 

375,  Gei  valori  «*  = ^ ’ ^ ' 

posto  in  A-+I**»  ^ * ”T 


— ))*>  supposte  M,t  iodetenninate  : quindi  — , . . . 
c 

e presi  r,u  interi,  si  avra  x rotto. 
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3?o.'Se  ?t  voglia  mreio,  fatto  c — i ed  — l si 

avranno  i valori  diversi  di  t,u  (3:4),  da  cui  verrà  x =z 

a {u^-ìrlt^)—2ftu  — au(au~~ft)~-a. 

327-  Sia  ora  y — 6 — t- cx' — H cZo:^  — f- ex*  ) ; dunque  ìh- 

c*H-tÌA’*-t-ea.’*  — Q,  ciò  che  si  ottiene  in  due  casi:  1°.  se 

b — m^,  si  ha  -+•  caf  zr  Q dx‘  — e** , ovvero  ( j c i ) ( ?« 

Q=(»-+?«)= 

J.  — d . . , . : 

da  X =" ; SI  ha  ancora  to*  h-  ex  ■+  da®  = Q — ea* , ov- 

vero  (,SI) 

V 2/n  2/«/  ^ 4H1®  2/n®  4//Ì® 

ea*,  ed  eliminato  ; (l63)»  * fa«o  = =:  h , 

4'”  2/71  2//1 

viene  xz=^^^-.  a'’,  gc  5 h- ca  H- 

dx^-+ex^  abbia  due  radici  eguali  che  si  otterranno  al  soli- 
(o35)j  sarà  ta-h  da® -{- ea*  ~ (^a -t- 2 )®  (^x-l- Q, 

onde  ^a-+/=Q  (361)  ed  a 

' 

378.  Se  la  formula  sia  da®-fea’ =r  QV;  J H-ca  (361),  sa- 

_Q  — d_A®-a®d  c , - 

* — V”*-  Se  Eia  e«*  ~ Q — ex . Sara  a 

e a e ^ 

Q_^ 

e a®e  ~ 

379.  Sia  infine  y ±:  v^(  i -t-ca-f  da*“f-ea*-f- ; dun- 
que ò-f-ca-f-da*-i-eà* -t-/à^c=Q  , ciò)  che  si  ottiene  in  tre 
casi:  1 , se  2)  :h:/m®,  sara  /n®  — t"Ca  — f-da®r:rQ— ea*  — /a^,  e 

il  *#  l 

.compito  il  quadrato,  eliminato  — 0 fatti  —rri/,  — ■?-  — 

» 4/7/  2tn  2/n 

^>Q=(/n-+^a-H/ia®  )*,  si  ha  a :±;  ^ : o®,  se  fz^m*, 

m O*— C.1:  — A ^ e rnmoìfn  il  . 


«ara  m — Q. — cx~^bf  e compito  ij  quaJiato> 

eliminato  —II,  e fatti  — = o-,  = 7i,Q- ( /ni®^^-4* 

4/n®  2/71  ® 2//1  ' ^ 

T^‘ , si  ha  X— : 3°.  se  6 ~ /n®  , f — n* , sarà  //i*  — |- 

y c—'2gh  > ./  » 

mex~\-  ti^x*  — Q — da*  — ea* , e compito  il  quadrato  e fatto 

^ ~ =77>Q  — ('”“b"aH-/7a*  )®  , si  ha  x — '’^-"—-- — i^fil  se- 
2/n  “ — e 

gno  ± c 4:  è perchè  m'  ,n}  sono  nell’equazione  senza /7/,n)-, 
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si  ha  pure  «**■♦-+- ~ Q — dx*  *—  ex,  e compito  II 
quadrato  e fatto  -^zz^,Q=(nx‘-fid-h7n)*,  sarà.  x=  . . 

c :p  2gm 
g'±2mn — ^ 

380.  Si  osservi  I ®.  che  1’  equazione  b -f  ex’  -+fx^  — Q 
risolve  nel  caso  di  f~m^  compiendo  il  quadrato  ex’ -+-;w*x'*’ 

c*x*  1 

/ ed  eliminandone  — allora  x=; — j(c*— 646^®);  e se 
4W1*  8c’hi 

h — m^ , fatto  Qri772®,  viene  x=~-  — : 3 . che  se  in  ex  -+> 
ex’  — Q sia  f—  in* , si  ha  (361  ) in*x*  -l-  ex  = Q — 

—,  e compito  il  quadrato  e fatto  ^ Q=  (m-x -H  ^)*  >, 

sarà  x=-^;  e se  c=:ni* ,/=  n*,  fitto  x = »*,  verrà  m*>+ 
es+H-n*»®  — Q cioè  n*x®  ■+ ez^  zz  Q — ot‘,  e compite  il  qua- 
drato , e preso  — —g,(^  = { nz^  -1-  )* , si  ha  z*  =:  x 

771*  "" 

— : 3®.  e se  in  ex — dx* -4-jfx^=:  Q sìa.  f—m*f  fatto  m*x^  — 

ss  o 

Q,  sarà  x:i: — — ; se  c=:in*,f=n*,  fatto  x = z* , verrà 
d 

m*  H- dz*  Q — n*z®,  e eompito  il  quadrato  e preso  “ 

^•,Q  = ( 772  -+jz*)*,  si  ha  z*  = xa:=^. 

381.  Ma  se  i-+cxH-dx*-+-ex’-4-yx^=:;QdIvengaex’-4- 
/x-’r=Q  = — H-/,  sarà  x zz  ~—  -—^-rry,  e se  divenga 

X y — / A — a'f 

dx*  -4-  /x+  za  Q =:  d -+fx*  , si  risolve  come  sopra  ( 368  ) . 

383.  Trovato  un  valor  di  x—fi,  sarà  5 -4-  ex  -t-  dx*  -4- 
ex’  -+fx*  — b-+ch~i-  dh*  -4-  eà’  ~\rfh^  zz  Q — ra* . Pongo  x — 
s-i-à,  e sostituendo  viene 
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i = ' -+h 

*4-c:c  r:  •+  ci  -+ch 

•+dx*zz  -1-,.  (/**  -H  2(ihz  ~^dh‘‘' 

•+ex^—  -+  ez’  H-  3f7iz*  ■+ i -+  eh^ 

-+fx'^  z=.  fa^->ri\fh7^  -+  6/7t*a-H-4//t^g-+/A.^ 

cioè  fz,^  -4“  /\fhz^  -+6fh^z'^  -4-  ^fh^z  -i*  »i*  Q 
' -M-  e -+  3eA  -^3t'/^* 

-4-  J H-  ‘Zdli 


formula,  che  avendo  -+  per  ultimo  termine,  si  risolve 
con  le  regole  date,  e il  valoi  di  z dà  un  nuovo  valor  di  x. 

Problemi  indeterminati  del  terzo  grado. 


383.  Sia  in  terzo  luogo  m — 3;  sarà,  v (6  -4-  c* 

dx^-+  fx^)y  e perchè  y sia  razionale,  bisognerà,  far  b 
ex  -4-  tix*  fx^  C ( intendo  per  C un  ninnerò  cubo  ), 
tiò  si  ottiene  in  tre  casi:  l“.  se  b — , sarà  H-  ex 

C — dx^—fx^,  ovvero  ( I55)  ( =C  — c/a,’*— /jf’ -4^ 

~~  ■+  i e fatto  — % C =:  ( m -4-  5-jf  )’ , si  ha  * =: 

3^’  22/?r*  3»*  ^ \ ù y » 

— 3®.  se  , sarà  m’j?’ = C — c*— 6,ov« 

" / V y d - d^x  d}  ^ 

vero  (155)  (mx^ )^  =C  — « — rH- — -^,efat- 

' ' 3/n»  ' 3/nJ  a^m® 

to  -^~r  — Sì  Cz=(ni*-+or)’ , si  ha  *=r  — ; 3*.  se  i = 

, f=n^ , sarà  to’  r±  C — cut  — dx* , ovvero  ( 155) 

( m -4-  n*  = C -4-  ^m^nx  -4-  3/n// *«*  — c*  — dx* , e fatto  C ~ 

/ - L c — 

im-^nxy  f Si  ha  x— — ^ 

3/n/i  — d 

384.  Si  osservi  i°.  che  se  nella  formula  b •+  ex  ^ fx* 

sia  fzzm^y  fatto  m^x^zzCy  sarà  anche  2°.  che  se 

c 

in  J -4- ca? -4- fi«*  ==  C si  contenga  un  quadrato,  onde  sia  per 
esempio  i -4- ex -4- d**  (p -4- J»  )*  = C,  si  avrà  (361) 

,a  .=sr^=£^i^:3".di. 

(p-hjx)»  p-4-2»  ?G  A’j 
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se  in  i H- d»* -f/A.*  = C sia  b=.  , fatto  m’=:C,  sara  au- 

— d 

che  xz=.—y-’ 

385.  Ma  s»  la  formùfa  h •4-  dx* — C divenga 
dx'  -h/*»  = C = ^ •+/ (36 1 ) , sar'a  x - I 

C — 6 A^  — a^b  „ ! 

divenga  iH-cx=:C,  sara  x__— ^ -j—  Se  diven- 

ga dx*=C  = — sara  x = Se  divenga  cx  = C,  sa- 

rk  X = — = — • Del  testo  un  valor  di  x , ne  da  per  lo  più 
c a*c 

molti  altri  (382).  ^ 

Problemi  indeterminati  di  tutti  i gradi  a una 
o due  incognite. 


386.  I®.  Sia>  = \/4x  di  grado  pan  ò impari-,  poi- 
ché Jx'”^*=:P'”=6x^  * (3dl  ),  sark  x = ; e si  os- 

servi che  se  m±l  è numero  impari,  sark  m numero  pari; 

onde  se  voglia  cangiarsi  fcx  in  quadrato,  sara  F — 
P*,  x=;P  ehx  =P  i :2°.siaj;»  — 

V ( ix”^ -i- z”  x”* ~ ^ ) di  grado  pari  o impari;  poiché  hx  -i- 

satk  x = 3“- 

sia  V'(i"-fdx"-+ ex  ) di  grado  pan  o impari;  poi- 

m . rn  m±I  - t»hi 

che  b -¥dx  -t-cx  =:P  , fatto  P zab  , viene  x zz 

±I  XI 
— de. 

38^  La  formula  generale  J-+-cx-t-  dx*  ■+ 

u x'*  diviene  una  potenza  perfetta  in  più  casi:  1°.  se  è po- 
tenza del  grado  m,  si  cangia  in  potenza  del  grado  « ; in- 
fatti se  è-Pc-xH- -H  ux"  =z{hx  ■+fj”' , posto  ( hx 

f )"  = ?",  stira.  hx~i-f==^'P’',  , e preso  P x: 

• 

j^m  _ A*'- f * 

— -,  saia  x~'—  — a°,  se  è il  prodotto  di  due  potcn« 

a • - ^ avi  _ . 


J 
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ae  del  grado  (t,  m — fi,  si  cangia  in  altre  simili  e nell’ es- 
presse dai  fattori  di  fx,m— |u,;  poiché  saia  Z» -+ c*  ■+ /. . . -h 

tó  -H  /fi  gx  ■+  k = ( 5-JP  -+ 

(361  ),  che  SI  tratta  come  il  primo  caso,  ec.,  e se  fizutqry 

si  avrk  ( hx,-^,f)^''{gx  -f.  k,  = — { gx  -+  kf^'~  ^ 

(361),  che 'pur  Va  come  il  primo  caso,  ec.,  ove  osservo 
che  se  m — /uni,  la  formula  si  cangia  in  potenze  dei  gra- 
di ;K,m— 1,  e hell’ espresse  dai  fattori  di  — poiché 

(hx’-i-f)  ^{gx-*'k)  = 


se  h ex  -\r 


WJf" 


3°.  se 


=f 3tì,  ) , ,aA  , = „ 

hx~vr  g—h?'»  a”g~A'^h 

è la  somma  o la  differenza  di  una  potenza  del  grado  /a  e 
di  un  prodotto  di  fattori  razionali , si  cangia  in  quella  po- 


■t>‘ 

m 


tenza  ; poiché  se  b ex  '~+-  (j)x"^z=  {hx~v  ff  ri? 

(gx-+k){rx  H-s  ) ec.  n p'",  fatto  {hx  -f/)'*=P^,sark*  n 

— k — s 01.  . . 

f X — ec.  : ^ , se  o *-f-  c *+  ....  -+•  u ~ n? , si  can- 
gia in  una  potenza  del  grado  r;  infatti  da  m' ^ ex 
ux”  = P'’L(.c'-4- . . . -h  ta,  postò  m*’nP'',  viene  ......* 

i^X  • • • *~f*  wx*** 

— ilT'Zr'T^  ^ ?videnteraenfe  soddisfi  jf  ^ I : 5°, 

C • • a ^ ^ 

se  tentando  si  trovi  un  valore"  adattato  di  jr . 

^ NV 

388.  La  formula  z — (^b'x^  dy^  j di  grado  pari,  si 

risolve  in  numeri  interi . Poiché  fatto  b'^x^ -i-dy^  — ?^" — 

dy*=b^x^  = q,  o ~ = d (361),  sarà  -^  = . . . 

y , y > 

ed  — — _ 

uAfl  ^ ~ A^^a^d^  

. 2AP»  __  AP”*  _ 2aP»  gP'” 


sP" 


a 
Z»pw 


a^A 


Eguagliando  P agli  otto  denomina- 


tori, si  hanno  otto  formule,  presi  A,  a in  modo  che  x,y 
risultino  interi , il  che  sempre  può  farsi . Ecco  le  prime  due  ; 


\ 
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^ = 2Ao(  A>  + i*=(  A*-aM)  (A’  •+aV)”"'; 

e si  noti  l“.  che  se  le  formule  abbiano  un  fattor  comune, 

come  X = — , v=-^— -,  SI  dovranno  divider  per  esso 

nf  nf 

* I * I \\ 

e poi  ridurle:  a®,  che  se  A*-4*a*d,  — (A*_f.a*iZ), p 

3 a 

ad  ec.  sia  potenza  m**”*°,  si  farà,  non  piùP  maP’"=;A*-+ 
a*J,  = i-(A’-t-«*ii)  ec.'  ’ . . , 

389.  La  formula  s ” ( £x* -4- rfy*  ) di  grado’ impari , si 

risolve  in  numeri  interi.  Infatti  sara  bx^  -4-  , 

„2m  -4-1  , , „ . , * 

ed  *‘=L — - Q = - wy  (361  ) , ov- 

6 * ■ * ' * - ' ^ 

' 2/TI  »-^T  f * • J - ’ 

vero  y*  = ? ZlÈ/L.  z=  Q = : ma  ...  . 

' ' d • 

) 

-4771-4-2  t,4771-4-2  r 

* ,„2OT-4-I  P^  ,-2/71-1-1  P^  . ,, 

JP  — -T--- e dP  = ^:Tn. — (386)-,  dùnque  so- 

A a ^ 

stituendo  ed  estraendo  la  radice- j*  si  troverà  y c=.  ‘ 


j/71  -4-  r 


.2/71  -4-  I 


2AaP"‘  ■ " AaP- 

b"  ( -4f  a^bd ) ~ j.b'^  ( A^  -4-  fl'W ) }^  ~ 


2AaP 


2/71-4-  I 


AaP 


2/71  -4-  I 


^ ec.  come  sopra  (388). 

<£'■'  ( -4-  a^bd  ) -d”  (A*  -4-  a^bd) 

Fatto  P —6  ( A* -4-  a^bd)  ec.,  ovvero  P d(A*  -4-  a^bd) 
ec.,  .sì  hanno  sedici  formule;  altre  sedici  se  ne  hanno  os- 
servando che  i due  fattori  ^,d  di  a'bd  posson  distribuirsi 
tra  i due  quadrati  A*,  a*.  )Poichè  se  sia  A*  -+  a^hd  — i.Pt 
A* — a‘^bd  — ‘zq , quadrando,  sottraendo  ed  estraendo  la  ra- 
dice, verrà  Aa  — aJ  S. ^ _P — ? onde  se  . . . 

^bd/^bd 

■^"^crA'*,^ — 1 — a'^ . sommando  e sottraendo  si  avrà 
od  ' 

2p  ( = A^  -j.  a-bd  ) =iA'*_f  da'" , 27  (=:  A*  — a'bd  ) = iA'"  — 

da'*  c ^Aa—zA’a'.  Ecco  le  prime  due  formule:  ^=2  A ai 

( A*  -4- 
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(A*- H-  = E qui 

pure  hanno  luogo  le  riduzioni  di  sopra  ( 388  ) . 

390.  Termineremo  1’  Algebra  con  alcuni  Quesiti  che  at- 
tesa la  loro  varia  natura  dovranno  sciogliersi  dai  Principian- 
ti parte  nel  primo  e parte  nel  secondo  anno  dello  studio. 

I.  Come  dimostrerete  che  il  comun  divisore  trovato  con 
la  data  regola  (56)  è massimo^ 

II.  Dimostrar  le  regole  date  ai  numeri  78,  79,  83. 

III.  Uno  mi  dice:  la  meta  de’ miei  scudi  col  loro  terzo 
e quarto  gli  supera  d’uno.  Quanti  scudi  ho?  Risultato,  i-j. 

IV.  L’  età  a di  uno  è di  quella  di  suo  figlio  ; tra 

' T>-  n'  . a{m  — n) 

alianti  anni  sara  n ? liis.  Tra  anni  — ; . 

m{n  — iy 

V.  Dando  3 soldi  per  uno  a dei  poveri,  mi  mancano  9 
soldi;  ma  dandone  2,  me  n^  avanzan  2.  Quanti  sono  i sol- 
di ed  i poveri  ? Ris.  I soldi  son  24  c i poveri  1 1 . 

VI.  Uno  avea  6^  quando  tirò  il  salario  di  5 mesi  : 2 

mesi  dopo  avea  già.  spesi  — del  suo  denaro;  ma  riscosso  il 

salario,  si  trovò  con  99^.  Quanto  avea  il  mese?  Ris.  30^. 

VII.  Uno  lascia  ai  nipoti  120000^,  cioè  12000^  a cia- 
scun maschio,  e 9000  a ciascuna  femmina.  Se  avesse  la- 
sciate 9000*  ai  maschi  e 12000  alle  femmine,  sarebbero  a- 
vanzate  9000*.  Quanti  sono  gli  uni  e 1’  altre?  Ris.  7 ma- 
schi e 4 femmine . 

Vili.  C Cacciatore  promette  a B un*  somma  b per  0- 
gni  scarica  in  vano,  e B promette  a C una  somma  a per 
ogni  scarica  in  pieno.  Dopo  un  numero  n di  scariche  o 
C,B  nulla  .si  debbono,  o C deve  a B una  quantità  ri,  o B 
la  deve  a C,  Trovare  in  generale  le  scariche  x a vuoto. 
an±d 

Jtiis.  X — , 

a “+■  b 

IX.  Diviso  un  numero  In  m ed  inm*+ 1 parti  eguali  ,il  lor 

, 1 -f- 1 

prodotto  si  eguaglia.  Cerco  x.  Ria.  x=: — ^ . 

X.  A raddoppia  coi  suoi  i danari  di  B e di  C,  quindi 
B’ii  raddoppia  ad  A e a C,  e poi  C ad  A e a B , ed  in  fi- 
ne ciascuno  ha  16*.  Quanto  avcano  in  principio?  Ris.  Sup- 
pongo x,y,z-,  c trovo  z=:8,  e di  qui  x,y. 

XI.  Con  a carte  si  fanno  b monti  d’ egual  numero  c di 
■ punti,  e la  prima  carta  di  ciascun  monte  vai  10  se  è figu- 

V 
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T.1,  n se  è asso,  12  se  è due  cc.,  ma  l’ altre  carte  del  ni on« 
te  v'agllon  ciascuna  un  sol  punto . Fatti  i monti  e rese  le 
carte  d avanzate,  se  ne  avanzano,  si  chiede  quanti  punti  x 
tacciano  le  prime  carte  di  tutti  i monti.  x~d-\-b(^c-+ 

0 — 

XII.  I crediti  di  1 persone  .sommati  a '6  a 6 sono  994, 
1036,840,910,896,952,882.  Qual  credito  ha  ciascuna? 
iiis.  Il  credito  d’ una  s — 91,  e di  qui  gli  altri. 

XIII.  Quaii  .sono  i numeri  x,y  la  cui  somma  è <z , e 

quella  del  lor  cubi  è i ? Ris.  yzz.~  -±  ® ‘1'^* 

XIV.  Qual  è il  numero  x le  cui  potenze  pre- 

se 1’ una  n e l’altra  g volte,  .si  eguagliano?  Ris.x  — ,J?-. 

XV.  Son  20  tra  uomini  e donne  in  una  Locanda,  egli 
tini  e l’ altre  spendono  24^;  ma  ogn’ uomo  spende  più 
ù’ognl  donna.  Quanti  son  gli  uni  c l’altre?  Ria.  Gli  uomi- 
ni sono  8. 

XVI.  Dimostrare  i teoremi  del  numeri  8.,  36., 44.  IV. 

v.,5.«;. 

XVII.  Un  mobile  fa  miglia  9 nel  primo  giorno,  8 nel 
secondo  ec. , un  altro  ne  fa  nel  primo  giorno  27,  nel  se- 
condo 18  ec. , ambedue  in  progres.sion  geometrica.  Qual  è 

il  loro  viaggio  per  tutta  l’eternità?  Rts.  8l.””^' 

XVIII.  Due  Corrieri  con  le  celerità  m,n  partono  nel 
punto  SSC.SSO  r uno  da  Firenze  per  Livorno , 1’  altro  da  Li- 
vorno per  Firenze,  e la  distanza  tra  questi  due  luoghi  è a. 
Ove  s’ incontreranno  ? Ris.  Sia  x la  distanza  tra  Firenze  e 

il  punto  d incontro,  e si  avrà  x~ . 

in  n • 

XIX.  Un  orologio  tra  le  5 e le  6 ha  la  lancetta  dei 
minuti  su  quella  dell’ ore.  Che  ora  è?  Ris.  Ore  5,3ì'~. 

XX.  Tre  cagioni  separatamente  producono  i tre  effetti 

e, e', e"  nei  tempi  Qual  tempo  x impiegheranno  a 

//,* 

produrre  insieme  l’ effetto  e"?  Ris.  x — . 

XXL  A pose  in  società  il  doppio  di  B c di  più  5*^*;  A 
ebbe  di  guadagno  660  ' e B 300.  Cerco  i capitali  e il  frut- 
to. Ris.  11  capitale  di  B c 25  ; il  frutto  è di  ,13  per  i . 
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XXII.  Un  pcSO)  un  numero  o una  itìisufa  di  due 
lerle  vale  p'  ,p"  e con  la  mescolanza  di  pesi,  numeri  o mi-  . 
siirc  m' ,m"  di  esse  vorrei  fare  i pesi,  numeri  o misute  m 
di  una  materia  media  onde  un  suo  peso , numero  o misura 
vaglia  p.  Date  quattro  delle  sei  cose,  trovar  1’ altre  due. 
Ris.  Si  avranno  1’  equazioni  m'  -+  r/z"  — m,  e pm  ziz  p'vi  -4- 

p"m'*  i 

XXIII.  Dovendo  A pagare  a B una  rendita  a per  t an- 
ni, compresa  o non  coinpresà  quella  che  scade  oggi,  con- 
viene di  saldarlo  interanityite  con  abbonargli  il  frutto  sem- 
plice ad  m per  loo.  Qual  somma  x riscuoterà  B .>  Ris.  Nel 

• . a ( 200-i->7zf  ) (r  *4- 1 ) . , , 

pnmtì  taso  x — — , nel  secondo  .v  . . . 

2 ( Z7zr-4- looj 

at[200-i‘m{t — , 

2 ( mt  -t-  I oo  ) 

XXIV.  Data  al  frutto  sernplice  di  m per  i una  .sorte  c, 
risolvo  di  consumare  in  t anni  e .sorte  e frutti  spendendo 
annuàlmente  un’ egual  somma  x.  Cerco  or.  Ris.  x =:  ...  . 
me  {m  -ir  i ]* 

{m-ir  I )*— I ■ 

XXV.  Col  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  calco- 

, . . o ±(2aa--+- A'^)  M-t- ( <2 ) tz*  , 

lare  i rota  i . — -, r 2 


7v/(a*-f  A*  ±a*)  — H-  rtzz  ±iz.r) 


o . ( 2aA- 

I . ± ~— 


/y/  (.V*  ± MA  ) 

à^ti' 


. Ris. 


a'u^ 


( o — t-  X ) 


( M-4- A)’  (<2-+ a)'^ 


6c.  : 


all 


(3a*-t-4a.v)M*  _ “+  I2a^  A 

S.vfnAH-A^)^  I ó.r  ( aA-+- A*  )u 


Sma*  )ft^ 


ec. 


,J3 

2A(aA-4-A*)^ 

XXVI.  Sommare  i rotti  decimali  1°.  0,00330033  cc. , 

2°.  0,4059090  ec.  Ris.  II  1°.  è il  2°. 

3®3 

XXVII.  Sommare  n termini  della  serie 

16  ^ x-i- i){x”—l) 

~2  ec.  lus.  La  somma  c — --t = 


2200 


n ( 2x  , \ 

XXVIII.  Per  la  Regola  di  doppia  falsa  posizione  calco- 
lare il  valor  di  r nell’ equazione  r’’  — 2000.  Ris.  rz=  4,8278. 
XXIX,  Le  tre  cifre  d’  un  numero  son  tali  che  il  loro 
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prodotto  è 54  > somma  dell’  efitreme  divisa  per  la  media 
e 6,  e sottratto  594  dal  numero,  si  han  le  tre  cifre  stesse 
io  ordine  inverso.  Ciie  numero  è?  Rin.  ^23. 

XXX.  Il  Comandante  d’  una  Fortezza  assediata  scrive 

al  Generale  che  tante  sono  le  centinaja  de’ suoi  soldati  quan- 
te le  unita  nella  radice  positiva  dell’equazione  — 

■2x*  — i8x:z;28.  Come  spiegherete  la  cifra?  Ris.  I soldati 
erano  200  . 

XXXI.  Determinare  i fattori  della  quantità.  — 

-Ris-  I primi  due  sono  cr::±(o — b),  gli 
altri  due  a-+b—±c. 

XXXII.  Estrar  la  radice  quadra  da  1 1 -t- V l2o , da  39  H- 

av's  e Ja  «V-  ■ -Eia.  2°-  V 

3j-^52IV  3.. 


V( 


XXXIII.  Quali  sono  i due  numeri  la  cui  somma  è a e 
il  quoziente  del  minore  diviso  per  la  radice  cuba  del  mag-* 

giore  è g}  Ris.  Il  minore  è g ("l  ^ ^ 0 "** 

XXXIV.  Risolver  1’ equazioni  x*-^-6x*  — I2a?-4-6=0  ed 
j?* — 1 8** 354: -F 6 = o . Ris.  I divisori  della  1*.  soao  x*  ± 
x^  — 6?:^/ — 6;  della  2*.  sono** — 5x-f6  ed  x^-F5*-M  . 

XXXV.  Trovar  per  approssimazione  la  radice  dell’  equa- 
zione x’  — I3x-F5  = o.  liis.  xrr— 3,2843. 

XXXVI.  Trovar  la  radice  della  generale  equazione  *"  — 


n — I , n — 2 n — Iti  — 3^, 

n . abx  — n . ao  ( a -F  o ) * 

2 33 


n—l 

2 


n — 2 n — ' 


— ^ai)(a®-Foi>-F6*)* 

5 4 


n— 4 


— ec.  Ris.  X — 


a\^b  — b\/a 


^a—^/b 

XXXVII.  Con  monete  di  io  e di  5 paoli  in  quanti  mo- 
di può  farsi  la  somma  di  paoli  405?  Ris.  In  40  modi. 

XXXVIII.  Quali  sono  i numeri  multipli  di  2 che  divisi 
per  4,. 5 e 6,  danno  l di  resto?  Ris.  301,231,1141  ec. 
XXXIX.  Certi  forestieri  spesero  20^  in  una  Locanda  a 

ragione  di  4^  per  Padrone,  di  per  Servitpre  e di 30^°  ’ 
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per  Cavallo:  quanti  erano  i Padroni  * , i Servitori  ^ eà  i 
Cavalli  a?  Rii.  Se  x—I,  si  avrà  , = 5 ® , — se 

x=:2,  aura  y = 3,z  = 4:  se  » = 3,  verrà  yz=j  ,2  — 4.^ 

XL..  L’  egli  possibile  di  far  ip*  con  monete  di  24*°^' , 
di  13,  e di  6?  %Rif.  Impossibile. 

XLl  Esprimere  più  semplicemente  per  approssimazione 


li  rotto  0,5^15.  Ris. 

. 2 

XLII.  Correndo  p di  Ciclo  Solare  e Lunare  e 3 d’ In-^ 
«mone,  apparve  in  Cielo  una  grande  e sìngolar  Cometa. 
Che  amo  era?  P.is.  Il  l68o, 

.'J.  III.  Trovar  due  numeri  x,y  la  cui  somma  sia  il 

Aa 

qaàd-:.,.  di  Ris.  *=— -r di  qui  y. 

(A — a)*-t-a*  •' 

_.7  Trovar  due  rotti  razionali  la  cui  somma  e il  cui 
}i  X ino  due  interi.  Ris.  E’  impossibile. 

7/  Aìi-olvere  in  rotti  o in  interi  l’ equazione  13**  — 

! Vii.  x — 4,  — ,~,2o  ec. 

9 3, 

X’  '•  Trovar  le  formule  del  n®.  374. 

XL'  Il  Trovar  tre  numeri  ài,y,z  tali  ché  moltiplican- 
c ? 3 3 e aggiungendo  a ciascun  prodotto  un  numera 

ti  c.,  ù,  Ri  abbia  sempre  un  quadrato.  Ris.  z zz 


A ^ -t-  .7.*  f ^ — b)  _ z 


All 


> >- T— » •'^  = -7- 

2 z 


^ presa  r ad  ar- 


bitrio . 

XLVIII.  Fare  un  quadrato  delle  due  formule  x‘  — 

2/Ta;’  (a  -f  I ) -L  a'  H- p®  Q , it®  — 2p**’  •+  n}x  -Pp^  zrQ  . 


Ris.  l“.  A-=: — l;  3*.  a:=;  — . 

2p 

XLIX.  Un  Viaggiatore  osservando  le  rarità,  di  unii  Casa 
illustre  di  Toscana,  s’ invaghì  di  varj  Quadri  di  due  diverse 
Scuole  e soprattutto  di  tino  in  Lavagna , opera  antica  ove  è 
dipinta  una  Musa.  Voleva  acquistarli  e ne  offeriva  In  prez- 
zo una  Cassetta  di  fondo  quadro  piena  di  Zecchini  disposti- 
vi in  144  piani:  onde  essendo  le  pitture  di  ciascuna  Scuola 
tra  80  e 100,  avrebbe  dati  per  ogni  peZzo  tanti  zecchini 
quanti  erano  i pezzi  della  Scuola  respettiva , e tanti  per  la 
M usa  quanti  erano  i pezzi  delle  due  Scuole  moltiplicati  in- 
sieme. Determinate  quante  erano  e quanto  sarebbero  im- 
portate le  pitture  di  ciascuna  Scuola,  quanto  veniva  a pa- 
garsi la  Musa,  quanti  zecchini  erano  in  «iascun  piang  del- 
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la  Cassetta,  e qual’ era  la  loro  somma  totale.  Pas.  Chiama* 
tc  X le  pitture  della  prima  Scuola,^  quelle  delia  seconda, 
si  avr'a  x — 4A*  — 4Aa  — 32*  , ed  ^ ~ 8Aa , e fatto  A 
6,a-zz'Z,  saia  x — — 96,  onde  il  prezzo  delle  pitture 

X c di  Zo^6*‘,  delle  pitture^  di  9216*',  della  Musa  di  8064*', 
la  somma  degli  zecchini  24336,  gli  zecchini  di  ciascun  pia* 
no  169. 

L.  Nello  scavo  di  certi  fondamenti  s’ incontrò  un  pa- 
vimento antico  di  ambrogette  quadre.  Quella  di  mezzo  era 
ros?a  ; intorno  a lei  ne  eran  disposti  quattro  ordini  tra  ver- 
di, bianche,  gialle,  e turchine';  e col  prodotto  di  tre  ordi- 
ni tra  rosse,  verdi  e bianche  in  quattro  ordini  di  turchine 
e gialle  terminava  il  pavimento . Se  ne  volle  ornare  una  sa- 
la quadrata,  ma  essendo  troppe,  ne  fu  c.scluso  il  prodotto 
di  un  ordine  di  turchine  in  uno  di  verdi  c in  uno  di  gial- 
. ‘ le.  Si  sa  che  ogn*  ordine  conteneva  un  egual  numero  di  am- 

brogette; ditemi  quante  ne  erano  in  ciascun  ordine , quante 
se  ne  trovarono  nel  pavimento  antico,  e quante  ne  furono 
impiegate  nella  sala , Ris.  Chiamato  x il  numero  dell’  am- 
brogette di  cia.scun  ordine  , la  prima  soluzione  sarà  x:=  8 , 
c perciò  il  numero  totale  dell’ ambrogette  Sol,  e le  impie- 
gate nella  sala  289. 


FtNE  DELL’  ÀLGEBRA. 


r 
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ELEMENTI 

D I 

GEOMETRIA 


W • 

391.  T-/A  Geometrìa  prende  il  nome  dalla  mi- 
sura dei  Terreni  a cui  for.se  fu  impiegata  in  origine . 
Archimede  ed  altri  Geometri  Greci  ne  estesero  l’ u- 
so  , e latte  con  una  Risoluzione  o Analisi  loro  pro- 
pria molte  scoperte  , ne.  pubblicaron  poi  la  Composi- 
zione , o la  Sintesi . Euclide  le  raccolse  in  un’  Ope-  ' 
ra , ove  fissò  le  nozioni  equivoche  c poco  familiari 
della  Geometria  ; considerò  1’  Estensione  nella  sua  o- 
rigine , e dal  Punto  che  non  ha  dimensione , giunse 
ai  Solidi . Infatti  1’  estensione  che  è sempre  con  lun- 
ghezza , larghezza  e profondità , può  concepirsi  con 
1’ una  senza  l’altra;  e si  cerca  la  lunghezza  d’ una 
strada  senza  chiederne  la  larghezza , e si  mi.«ura 
r ampiezza  d’  un  lago  senza  curarne  la  profondità  . 
Questa  astrazione  rende  più  semplice  la  Geometrìa 
Elementare  , e la  divide  in  tre  Parti  : la  prima  con- 
sidera la  lunghezza , cioè  le  proprietà  delle  Lince , 
le  qualità  degli  Angoli , e la  descrizione  delle  Fi- 
gure ; la  seconda  esamina  la  lunghezza  e la  larghez- 
za , e valuta  le  Superficie  ; la  terza  suppone  le  tre 
dlmen.sioni  riunite,  e determina  la  Superficie  c la  So- 
lidità dei  corpi . 
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PRIMA  PARTE 


DEGLI  ILEMENTI  DI  GEOMETRÌA. 


riG. 

I. 


2. 


J_^A  un  punto  A si  può  andare  a un  altro  B 
per  un’  infinità  di  linee  • Si  vede  però  che  una  dee 
essere  più  cona  d’  ogn’ altra,  e questa,  qualunque  sia, 
si  chiama  linea  retta, 

393.  Dunque  i*.  la  vera  misura  della  distanza 
di  due  punti  A , B è la  linea  retta  AB  che  gii  unisce  : 
2*.  una  sola  retta  può  tirarsi  da  un  punto  a un  al- 
tro , e perciò  due  punti  bastano  a determinar  la  posi- 
zione d'  una  retta  : tutte  1’  altre  che  si  conducessero 
per  gli  stessi  punti,  si  confonderebbero  con  la  pri- 
ma: 3*.  due  rette  si  tagliano  in  un  sol  punto,  poiché 
tagliandosi  in  più , avrebbero  comuni  tutti  i punti 
d' intersezione , e si  è veduto  che  non  possono  averli 
senza  confondersi . 

393*  Qiianuo  due  rette  s’  incontrano  nasce  la 
retta  spezzata.  Tali  sono  ADB,AFB,  terminate  ai 
punti  A , B come  la  retta  AB . Ora  AB  è più  corta 
d’ ogn’ altra  linea  terminata  ai  punti  stessi  ; dunque 
la  retta  è più  corta  d'  ogni  retta  spezzata , condotta 
tra  gli  'stessi  punti  • Dunque  anche  tra^  le  rette  spez- 
7.atc  son  più  lunghe  quelle  che  più  si  allontanano  dal- 
la retta , e può  esservene  un’  infinità  . Vi  sono  anche 
infinite  altre  linee  ACB,AMB  ec.  che  terminando  al- 
le stesse  estremità  A , B , cangiano , per  dir  così , di- 
rezione a ogni  punto  : si  chiamano  Lince  Curve , e tra 
esse  la  più  nota  e più  facile  a descriversi  è la  Curva 
Circolare . 

394.  Se  la  retta  AC  mobile  mtorno  al  punto  A, 
fa  un’  intera  rivoluzione  , la  sua  estremità  G descri- 
ve una  curva  CEBDG  che  dicesi  Circonferenza,  e lo 
spazio  da  Tei  racchiuso  si  chiama  Circolo  ( non  biso- 

X gna 
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gna  confonrler  qiieste  due  cose  ) . II  punto  A è il  Centro  2, 
del  circolo 4 ogni  retta  AB  tirata  dal  centro  alla  cir- 
conferenza si  l'hiaraa  Raggio  ; e BD , raggio  prolun- 
gato alla  circonferenza,  si  chiama  Diametro. 

395.  Segue  da  que>ta  descrizione  i*.  che  tutti  i 
raggi  sono  eguali:  2*.  che  lo  sono  anche  tutti  i dia- 
metri : 3*.  che  ogni  diametro  divide  il  circolo  e la 
circonferenza  in  due  parti  eguali . Si  chiama  Arco  di 
circolo  una  porzione  CEB  di  circonferenza:  Settore t 
lo  spazio  ACEBA  tra  1 arco  CEB  e i due  raggi  CA , 

A15  : Segmento , lo  spazio  CEBC  tra  1 arco  CEB  e 
la  retta  CB  che  è la  Corda,  deli  arco  CEB . 

396.  Onde  I*.  una  corda  CB  è più  piccola  del 
diametro  DB;  poiché  condotta  AG,  sarà  la  spezzata 
CAB>CB  (393):  ora  CAB  = DBj  dunque  DB  > 

CB:  2*.  nello  stesso  circolo  o in  circoli  eguali,  gli 
archi  eguali  hanno  corde  eguali  , i maggiori  corde 
maggiori , e reciprocamente  3*.  la  corda  CB  d un 
arco  CEB  è corda  anche  del  resto  GHB  ; ma  parlan- 
do d’arco  sotteso,  s’intende  sempre  il  più  piccolo: 

4*.  i gradi  e minuti  del  circolo  (95)  non  son  quanti- 
tà assolute  , come  un  piede  , un  braccio  , ma  relati- 
ve alle  circonferenze  di  cui  son  parti  simili . 


Angoli . 

39*7.  Se  due  rette  AG, CD  si  incontrano  in  C,  g, 
la  loro  inclinazione  forma  1 Angolo  ACD , che  ha  per 
Vertice  il  punto  G d incontro , e per  Lati  AG  , 
CD . Se  r angolo  si  indica  con  tre  lettere  , si  mette  ' 
in  mezzo  quella  del  vertice  ; se  con  una ella  è sem- 
pre quella  del  vertice . 

Gol  centro  G e con  un  raggio  CK  descritto  V an- 
co KE,  quest’arco  sarà  la  misura  dell’  angolo  ACD: 
poiché  se  1 angolo  aumenti  e divenga  ACd  , o scemi 
• divenga  AGI,  l’arco  KE  aumenterà  o scemerà  nel- 
lo stesso  rapporto . E benché  col  centro  G e con  va- 
raggi  possan  descriversi  infiniti  archi  tra  i lati  stes- 
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A.  si  CA,CD»  tatti  però  ioa  parti  simili  delle  loro  cir- 
conferenze . Onde  dicendo  che  1’  angolo  ACD  ha  per 
misura  1’  arco  KE  , s’  intende  sempre  il  numero'  dei 
gradi  di  KE  e non  la  sua  lunghezza  assolila  ; quindi 
la  grandezza  d'  un  angolo  non  dipende  dalla  lunghezza 
de'  suoi  lati:  c secondo  che  ha  per  misura  o 90*,  o 
più,  o meno  di  90®,  è retto  come  AGI,  o ottuso 
come  ACD  , o acuto  come  BCd . 

398.  Dunque  l’ intere  circonferenze  BHCB  — 7rEKFE=; 
-k'  misurano  i 4 angoli  retti  che  sono  intorno  ad  A , C , co- 
® me  gli  archi  DC=A,EL:z:A'  misurano  gli  angoli  DAC  = 

a,  ECL=  a':  perciò  ir  14;  * A:  a = — e : 4 * * A':  a' =: 

e quindi  a:a':  ; (508)  — cioè  gli  angoli 

son  proporzionali  agli  archi  divisi  per  i rag^ . 

399.  Il  Complemento  d’  un  nojolo  o ^rco  è 

, ciò  che  loro  manca  per  esser  di  90*  : così  1’  arco  di 

57*  3*^  complemento  32*  29';  dunque  un  an- 

golo ottuso  ha  per  complemento  ciò  che  deve  sot- 
trarsi per  ridurlo  a 90*,  onde  quello  di  119*  li' 36" 
è -29*  II'  3Ò".  Ma  il  Supplemento  d’  un  angolo  o d* 
un  arco  è ciò  che  loro  manca  per  esser  di  180*  : così 
un  angolo  di  35*  ha  per  supplemento  145“. 

400.  Onde  due  angoli  d’ un  medesimo  complemento 
o supplemento  sono  eguali  ; e perciò  gii  angoli  AGD , 
BCF  opposti  al  vertice  t col  medesimo  supplemento 
DGB,  sono  eg  uali . 

401.  Se  una  retta  DC  cada  sopra  un’  altra  AB  , 

. forma  con  essa  due  angoli  AGD , DGB  la  cui  somma  è 

sempre  due  retti  o 180*;  poiché  l’uno  è supplemento 
dell’  altro.  E perciò  la  somma  dei  quattro  angoli  AGD, 
DCB,liCF,FGA  vale  quattro  retti,  0 360“.  In  gene- 
* rale  se  le  rette  AGB , DGI , EGH  ec.  si  tagliano  in  un 
punto  C , la  somma  di  tutti  gli  angoli  ACD  •+  DCE  -1- 
ec.  che  son  da  una  parte  di  AB,  è 180* , e la  somma 
da  ambedue  le  parti  è 360”. 
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Llnet  rette  perpendicolari. 

Chiamasi  perpendicolare  o normale  la  retta  che 
ù.  retti  gli  angoli  nell’  incontro  d’  un’  altra  : così  DG  è 
-^normale  ad  AB  se  gli  angoli  intorno  a G son  retti . Le 
rette  DB, DA  diconsi  oblique. 

402.  1.  Se  AG  sia  normale  a DF  c il  punto  G d' in- 
tersezione sia  equidistante  dai  punti  D,F,  ogni  punto 
di  AG  sarà  equidistante  dai  punti  stessi  D , F . Essen- 
do C equidistante  da  D , F , sarà  CD  = CF  (392) , e 
il  semicircolo  DEF  del  centro  G e raggio  CD,  passe- 
rà per  F (395).  Condotte  dunque  da  E le  corde  ED, 
EF , poiché  per  ipotesi  i due  angoli  in  C son  retti , sa- 
rà DHE  = FIE±=9o'’  (397);  dunque  ED=;EF  (396), 
ed  E sarà  equidistante  come  G dai  punti  D,F  (392) 
ma  due  pimti  determinano  la  posizion  d’ una  retta  (392); 
dunque  ogni  punto  di  AG  è equidistante  da  D,F. 

II.  Reciprocamente , se  ogni  punto  di  AG  sia  e- 
quidistante  dai  punti  D ,Y  la  retta  AG  sarà  normale  a 
•DF . Poiché  descritto  col  centro  C e raggio  CD  il  se» 
•micircolo  DEF  e condotte  le  corde  DE , FÈ , sarà  DE  = 
FE  ( 392  ) e però  DHE  = FIE  = 90*  ( 396  ) ; dunque 
gli  angoli  in  C son  retti , ed  AG  è normale  a DF . 

Ili  E se  AG  è normale  a DF  ed  un  suo  punto  A 
è' equidistante  dai  punti  D,F,  lo  sarà  anche  ogn  ultra 
suo  punto  E.  Poiché  se  E non  lo  fosse,  non  sarebbe 
ED  = EF,  nè  EHD  = EIF  =90*,  nè  gli  angoli  in  G 
sarebbero  retti , nè  AG  sarebbe  normale , contro  l’ i- 
potesi . 

403.  Dunque  data  la  retta  su  cui  vuol  condili  la 
ittormaley  basta  un  sol  punto  per  determinàrìì^^fosi- 
-zione:  onde  una  sola  normale  può  condursi  j^H^pun- 
„to  sopra  una  retta  data . 

' 404.  La  normale  DG  è più  corta  di  tiu^^^oblique 
che  da  un  punto  stesso  D vanno  alla  ste^d  retta  AB, 
Descritto  col  centro  C e raggio  CD  il  semìcircolo  DEF 
e condotte  le  corde  D£,FE,  sarà  DF-<DEF  (393>: 
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c mJiDF  — 2DCeDEF=2DE(402.L);  <lunqne2DC<C 
2DE,  e DC  < DE.  Perciò  la  nornia'e  DG  mhura 
la  dista' za  dì  un  punto  D da  una  retta  AB.  Sciol- 
ghiamo  alcuni  Problemi . 

4^iV  rUttidcre  in  mezzo  la  data  retta  DC. 
Coi  centri  D,C  e col  r.ag:gio  stesso  DC  descrivo  (Ine 
archi  die  si  seghino  in  G,H,  e la  retta  GH  condotta 
per  G,H  dividerà  in  mezzo  DG.  Poicliè  condotti  i 
raggi  DG,DII,CG,CH,  sarà  DC  ==  DG  = DH  = 
CG  = CH,  e i punti  G,H  saranno  equidistanti  da 
D,C:lo  sarà  dunque  anche  il  punto  F (392)  e però 
DF  = FG. 

IL  Da  un  dato  punto  GJaori  d' una  retta  AB  co/r- 
dur  sopra  di  essa  una  normale.  Presa  un'obliqua  GD 
come  raggio , e descritto  col  centro  G i’  arco  DMC  » 
divido  in  mezzo  in  F la  retta  CD  (40.5-L),  unisco 
CG,FG»  e sarà  GF  la  normale  cercata.  Perchè  i 
due  punti  G,F  sono  equidistanti  dai  due  D,C;  dun- 
que lo  sono  tutti  i punti  di  FG  (392);  dunque  GP 
è normale  ad  AB  (402.  II.  ). 

IH.  'Da  un  punto  F dato  nella  retta  AB  alzar  so- 
pra di  essa  una  normale.  Presa  FD=FG  e coi  cen- 
tri D,C  e col  raglio  stesso  DC  descritti  due  archi 
che  si  seghino  in  G,  unisco  DQ,FG,CG,  e sarà 
FG  la  normale  richiesta . Perchè  DC  — DG  = CG  ; 
dunque  i due  punti  F , G sono  equidistanti  dai  due 
D , C i dunque  FG  è normale  ad  AB  . 

Perpendicolari  nel  Circolo, 

.406.  I.  Se  dal  centro  C oltre  ì raggi  CP,CG  si 
conduca  .sulla  corda  FQ  il  raggio  normale  CM,  egli  di- 
viderà in  mezzo  la  corda  FG , V arco  sotteso  FMG  & 
l'angolo  contenuto  FCG.  Conduco  le  corde  FM,GM. 
Essendo  per  ipotesi  CF  = CG,  il  punto  C sarà  equi- 
distante dai  punti  F,G;  ma  di  più  CD  è normale  ad 
FG;  dunque  anche  i punti  D,M  saranno  equidistaa- 
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tì  (U  P,G  f4©2. TU.  ) e però  I)P=:DG,  MF=r  MG,  % 
MIF^MLG  (396)  ed  FCM  = GCM  (397). 

II.  Reciprocamente,  se  la  corda  FG  è divisa  in 
imr.z.t  dal  rag^'io  CM,  egli  sarà  normale  ad  FG  e di- 
iìiderà  in  mezzo  l'arco  FMG  e l'angolo  FCG  • Perchè 
i due  punti  C,D  .sono  equidi.«tanti  dai  due  F,G,  Io 
è dunque  an.-he  M;  dunque  DF  = DG  , MF  = MG , 
MIF=31LG  ed  FC3I  = GCM. 

Nel  mudo  stes.so  si  prova  che  se  1’  arco  FMG  o 
l’angolo  FCG  è diviso  in  mezzo  dal  raggio  CM,  que- 
st(ì  è normale  ad  FG,  e divide  in  mezzo  FG  e 1 an- 
golo FCG  o 1 arco  F3IG. 

III.  E se  la  corda  FG  sia  divisa  in  mezzo  dalla 
normale  MD  , questa  prolungata  passerà  per  il  centro 
C . E.s.sendo  3II)  normale  ad  FG  ed  un  suo  punto  D 
equidistante  dai  punti  F,G,  lo  sarà  anche  ogn’  altro 
suo  punto  ( 40-2.  I.  ):  ma  il  centro  G è equidistante 
dai  punti  .-tes.d  F,G;  dunque  C è un  punto  della  nor- 
male 3ID  prolungata. 

Djiique  di  queste  tre  cose , esser  normale  a ima 
corda t dividerla  in  mezzo,  e passar  per  il  centro,  da- 
tene due , si  ha  necessariamente  la  terza  . Sciolghia- 
mo  alcuni  Problemi. 

407.  I.  Dividere  in  mezzo  un  angolo  DGG  o un  ^ 
arco  DMC.  Condotta  e divisa  in  mezzo  la  corda  DC, 

il  rasoio  normale  GM  dividerà  in  mezzo  l’angolo  DGG 
e r arco  DMC  ( 406  III.  ) . 

Dividendo  nel  modo  ste.sso  l’Angolo  DGM,  c poi 
la  sua  meta  ec» , si  avrà  un  quarto  , un  ottavo  ec. 
dell’  angolo  DGG  ; onde  può  d vidersi  un  angolo  in 
£,4,8,16  ec.  parti  eguali  : ma  il  dividerlo  in  3 , 

5 > ” > 9 er.  son  problemi  più  alti . 

408.  II.  Far  passare  una  circonferenza  per  tre  dati 
punti  A,  B ,D  non  posti  in  linea  retta  .Gondotte  AB,BD 
e divise’in  mezzo  con  le  normali  FL,GI,  se  si  con- 
ducano CA  , GB  , GD , sarà  ( 402. 1.  ) GA  = GB  = 

CD,  e la  circonferenza  descritta  col  raggio  GA  pas.- 
eerà  per  i tpe  punti  A,B,D.  , 
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Dunque  tre  punti  A , B , D non  posti  in  lìnea  ret» 
ta  determinano  la  posizione  d'  un  circolo  ; onde  due 
circonferenze  non  posson  tagliarsi  in  più  di  due  pun- 
ti : se  si  tagliassero  in  tre  > coinciderebbero . 

409.  III.  Trovare  il  centro  d'  un  circolo  .0  d'  un 
arco  . Condotte  due  corde  , e divise  in  mezzo  con  duo 
normali , il  punto  del  loro  incontro  sarà,  il  centro  cer.* 
cato  ( 408  ) . 

Tangenti . 

Una  retta  MT  che  ha  un  sol  punto  M comuno 
con  la  circonferenza  FMG,  si  chiama  Tangente  t e il 
punto  comune  M si  chiama  punto  di  contatto. 

410.  I,  Se  MT  sia  tangente  in  M , il  raggio  CM 
le  sarà  normale  . Poiché  CM  è più  corta  d’ogni  altra 
linea  COK  ( 394  ) : dunque  ella  misura  la  distanza  di 
C da  MT,  dunque  le  è normale  (404). 

II.  Reciprocamente,  sa  il  raggio  CM  sia  norma- 
le  alla  retta  MT , sarà  MT  tangente  in  M . Perchè  CM 
normale  è più  corta  d’  ogn’ altra  COK  (404);  dunque 
tutti  i punti  K di  MT  son  fuori  del  circolo  fuorché  M; 
dunque  MT  è tangente  in  M . 

41 1.  Dunque  se  voglio  una  tangente  al  punto  M 
d’  una  circonferenza , conduco  ad  M il  raggio  CM , e 
alzo  in  M la  normale  MT  ( 405.  III.  ) . 

412.  Se  due  o più  circoli  si  tocchino  in  un  punto 
o fuori  o dentro,  la  retta  che  passa  per  i centri  ^ par- 
sa anche  per  il  punto  di  contatto . Poiché  la  stessa  tau- 

' gente  MT  è normale  ai  raggi  CM , AM  ; questi  dun- 
que formano  una  solaxettaGA  = CM=tAM(4o2.III) 

• » . • 
Lince  rette  parallela. 

413.  Coincidano  le  rette  AB, CD  c s’intenda  CD 
allontanarsi  da  AB  ; se  l’ allontanamento  dei  suoi  punti 
è ineguale,  come  in  cd,  le  AD,  cd  sono  inegualmente 
inclinate  in  F , p ad  una  stessa  retta  NQ,  e dicon.si 
convergenti  o divergenti  se  prolungate  si  accostano  o ;si 
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Ftc; 


discostano  sempre  più.  Se  T allontanamento  d’ognì  suo  io. 
punto  è eguale , come  in  CD , le  AB , CD  sono  egual- 
mente inclinate  in  F , G alla  stessa  NQ,  e chiamansi 
parallele  o equidistanti , 

414.  Segue  da  ciò  i*.  che  le  normali  GE , HF  con- 
dotte a CD  tra  le  parallele,  AB, CD,  sono  eguali:  a*, 
che  due  parallele  prolungate,  mai  non  s’incontrano;  3*. 
che  l’ angolo  NFB  = FGD  o NFA  = FGC  , esterno 
ed  interno  : 4“.  che  anche  AFG  = FGD  (400)  o BFG  = 
CGF,  angoli  alterni  interni:  5",  che  anche  NFB  = 
QGC  o NFA  = QGD , angoli  alterni  esterni  : 6".  che 
BFG  -+•  FGD  ==  1 80° , angoli  interni  dalla  stessa  parte . 

Reciprocamente  , o gli  angoli  corrispondenti  ( e- 
sterno  ed  interno , o altèrni  ) sieno  eguali , o gl’  inter- 
ni dalla  stessa  parte  eguaglino  180*,  o sia  la  normale 
GE  = HF,le  rette  AB, CD  saranno  sempre  parallele, 
perchè  non  potranno  convergere  o divergere  ; ed  es- 
sendo equidistanti  in  due  punti,  lo  saranno  in  tutti  gli 
altri  (392). 

415  Per  condurre  da  un  punte  dato  G la  paralle-  - 
' la  GD  ad  AB,  descrivo  con  un  raggio  GF  e coi  cen- 
tri G,F  gli  archi  FLM,GK-  Prendo  FL  = GK;  e GL 
condotta  per  G , L sarà  la  parallela  cercata  ; poiché 

GK  = FL  dà  AFG=:FGD  (414), 

416.  Dunque  i*,  sono  eguali  i due  angoli  B AC, 

NLM  che  hanno  i loro  lati  AB,LN  e AG,  LM- parai- 
leli  ; poiché  prolungata  NL  fino  ad  AG , si  avrà  NLM  = - 

NDG  = BAC:  2°,  per  condurre  una  normale  AF  all’ 
estremità  A della  linea  AB,  si  condurrà  la  normale  CD 
sopra  AB  e poi  AF  parallela  a DC  ; 3°.  due  corde  paral- 
lele FG , IL  tagliano  due  archi  eguali  FI , LG  ; perchè  il 
raggio  CM  normale  ad  FG , lo  è anche  ad  IL , atteso 
CDF  = CHI  ( 414  ) ; ora  FIM  = MLG  ed  IM  = ML 

( 406  ) ; dunque  FIM  — IM  = MLG  — ML , ovvero 
FI  = GL.  Lo  stesso  è se  una  delle  parallele  fosse 
tangente . 

417.  Più  di  due  parallele  hanno  le  proprietà  stes^ 
se  delle  ‘ due  che  abbiamo  considerate  . 


i 
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418.  Determinar  l’arco  del  circolo  AHGA  chemi- 
*3*4nira  l angolo  del  segmento,  fatto  dalla  taiigeate  AB  e 

dalla  corda  AD , cioè  BAD . Condotti  il  diametro  HCij 
parallelo  ad  AD , il  raggio  CF  perpendicolare  ad  aD  , 
cd  il  raggio  CA  al  punto  di  contatto,  sarà  l’angolo  ret- 
to FCG  = BAG:  ma  ACG  = DAG  (414);  dunque 

AFD 

BAD  = FCA  ==  FA  = *,  -dunque  l' angolo  del  se^- 

mento  BAD  ha  per  misura  la  metà  dell'  arco  sotteso 
dalla  corda  AD. 

419.  Onde  l'  angolo  DAK  tra  due  corde  DA,AK 
ha  per  misura  la  metà  dell'arco  DK  tra  i suoi  lati:  poi- 
ché BAK  AFDK , BAD  =- AFD  , e BAK  — 

» 2 

BAD  = DAK  = ^ ( AFDK  — AFD  ) = DK . 

Dunque  i".  L' angolo  centrale  DCK  è doppio  dell' 
iscritto  DAK  appoggiato  sullo  stesso  arco  DK,  2*.  l' an- 
® gaio  iscritto  appoggiato  sul  diametro  è retto-,  3*.  gli  an- 
goU  iscritti  appoggiati  sullo  stesso  arco  dello  stesso  cir- 
colo sono  eguali  -,  4°  e se  sulla  base  comune  AB  avran- 
no eguale  un  dei  lati,  per  es.  AD  — 3G , avranno  necessét- 
riainente  anche  l' altro  BD  = AG  (396.  2°.  ). 

^ Quindi  può  condursi  una  tangente  da  un  punto 
• A dato  fuori  della  circonferenza . Unisco  A e G , e 
sulla  retta  AG  descrivo  un  circolo  che  taglierà  il  da- 
to ne’ punti  M-M';  e poiché  condotte  AM,  MG,  l’an- 
golo CMA  è retto,  la  MA  normale  a CM,  è tangen- 
te in  M ( 410.  IL  ) . Il  problema  ha  due  soluzioni, 
potendosi  condurre  da  A anche  la  tangente  AM'. 

423.  Determinar  1’  arco  del  circolo  BEFB  che  misura 
r angolo  eccentrico  BAD  col  vertice  dentro  al  circolo.  Sup- 
pongo acuto  l’angolo  BAD  e prolungando  BA,  AD  in  G,F, 

conduco  GE  parallela  ad  AD,  cd  ho  BAD  = BG£  -h 

’DE)  = 
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DE)  = — (BDh-FG)  (416).  Se  l’angolo  eccentrico  è ottu- 

2 ì2- 

so  come  BAF,  sarà  B AF  =180°—  BAD  = -(BFGDB  - BD  — 

2 

FG)  = — (BF-fGD);  dunque  V angolo  eccentrico  ha  per 

misura  la  meta  degli  archi  compresi  tra  i suoi  lati  e il  lo» 
ro  prolungamento , 

421.  Determinar  l’arco  del  circolo  BFMB  che  misura 
l’angolo  circoscritto  BAD  col  vertice  fuor  del  circolo.  Con-  I®* 

dotta  GE  parallela  ad  AD,  sark  BAD  =BG£cr:~BE  = 

— (BD— ED)= -^(BD— Gl).  Se  AD  divenga  la  tangente 

*2s  ^ 

AF  , Sara  FAB  = — (FB  — FG);  onde  se  AM  è l’  altra  tan- 
2) 

gente,  sar'a  FAM  = — ( FBM  — FGM  ) . i 
2 


FIGURE, 

422.  Figura  è lo  spazio  terminato  da  linee  per 
ogni  parte  . Se  son  rette , la  figura  è rettilinea  ; se 
son  curve , curvilinea . Le  linee  sono  i lati  della  fi- 
gura , e la  loro  somma  ne  è il  contorni  o perimetro . 
Qui  parliamo  delle  sole  figure  rettilinee  o dei  poligo- 
ni; e poiché  per  chiudere  uno  spazio  son  necessarie 
almeno  tre  rette , il  più  semplice  poligono  è il  trian- 
golo , figura  di  tre  angoli  e di  tre  lati  ; indi  viene  il 
quadrilatero  , figura  di  quattro  lati , il  pentagono  di  5 , 
r esagono  di  6 , 1’  ettagono  di  7 , 1’  ottagono  di  8 , l’ en- 
neagono  di  9 , il  decagono  di  io  ec.  che  tutti  facil- 
mente si  riducono  al  triangolo. 

Triangolo , \ 

423.  Un  Triangolo  coi  tre  lati  uguali  si  chiama 
equilatero  ; con  due , isoscele  o equicrure  ; se  tutti  son 
diseguali,  scaleno.  Se  abbia  due  angoli  eguali,  dice* 

X 
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8Ì  isogonio  t c se  si  consiliari  un  suo  angolo  o acuto  o 
Ottuso  o retto  si  chiama  o acuziangolo  o ottusiangolo 
o rettangolo:  il  lato  o))posto  a qne.'t  angoli  si  chiama 
hascy  e quando  1 angolo  ò retto,  anche  ipotcnusa. 
Ora  due  lati  d’  un  triangolo  facendo  una  linea  spez- 
zata , son  sempre  maggiori  del  terzo  ( 393  ) . 

424.  Un  triangolo  ABC  per  i cui  vertici  A,B,G 
passa  un  circolo  ( 408  ) , si  trova  iscritto  nel  circolo , 

e r angolo  ABC  = ^ AUG  (419),  ACB=  ^ AEB, 

BAC  ” BFG  i dunque  ABC  -4-  AGB  -t-  BAG 

— AEFDA=i8d",  somma  dei  tre  angoli  d'  un  tri- 
ti 

angolo . 

425.  Onde  1*.  prolungato  un  lato  GA,  l'  angolo 
gsterno  BAF  eguaglia  la  somma  de  due  interrii  oppo- 
sti ABC , AGB  ; poiché  ABC  -f-  ACB  -+  B AC  =180°  = 
FAB -4- BAC  : dunque  FAB  ~ ABC-4- AGB. 

426.  2°.  Un  angolo  d un  triangolo  è il  supple- 
mento della  somma  dei  due  altri  -,  perciò  data  la  som- 
ma 5 di  due  angoli  d un  triantiolo , il  terzo  è l8o*' — s. 

427.  3*.  Un  triangolo  ha  un  solo  angolo  retto  o 
ottuso,  e i due  altri  son  sempre  acuti. 

4°.  Un  angolo  acuto  d’ nn  triangolo  rettangolo  è 
complemento  dell’  altro  ; onde  se  1’  uno  è a , 1’  altro 
Sara  90“  — a . 

428.  5*.  In  un  triangolo  i lati  opposti  agli  an- 
goli eguali  sono  eguali , e reciprocamente . In  fatti  le 
corde  eguali  AB,BG  sottendono  archi  eguali,  e re- 
ciprocamente . 

6°.  In  un  triangolo  il  più  grand’  angolo  è oppo- 
sto al  lato  più  grande,  il  più  piccolo  al  più  piccolo, 
e reciprocamente  . Ma  le  corde  non  crescono  come 
gli  angoli  ; e un  angolo  doppio  , per  esempio , non  è 
opposto  a una  corda  doppia . La  Trigonometria  dà  la 
proporzione  di  questi  aumenti . 

- 439.  Z*'  Iti  tin  triangolo  isoscele,  dato  ua  ango- 
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lo»  si  hanno  ì due  altri.  Infatti  dato  A = C,»iavrk 
B=i8o“  — 52 A:  e dato  B,  si  avrà.  3A=  i8o*  — B, 

ed  A = C = 90*  — B . ' ^ 

8”.  Gli  angoli  opposti  ai  lati  eguali  nei  triango- 
li isosceli  son  sempre  acuti  . 

9°.  In  un  triangolo  eqiiiiatero , essendo  gli  angoli 
tutti  eguali,  sarà  ciascuno  = 6o° . 

435.  10°.  In  qualunque  triangolo  DEF  restando  la  stc8-  c. 
sa  ba.se  DF  e Crescendo  i lati  DE , FE  e pejciè  anche  an- 
goli FDEjDFE,  scema  continuamente  l’angolo  E,  onde  se 
il  vertice  E si  allontani  all’  infinito  da  DF,  l’angolo  E di- 
verrà infinitesimo  o nullo,  gli  angoli  FDE,DFE  non  diffe- 
riranno da  lSo“,  e i lati  DE,FE  saranno  paralleli  (414). 

11°.  Se  un  angolo  d’  un  triangolo  sia  infinitesimo  o nul- 
lo, la  somma  degli  alni  due  sarà  180®. 

431.  Se  dal  vertice  B d’uii  triangolo  isoscele  ABC 
si  abbas.si  la  normale  BF  .sulla  base  AG  , ogni  punto  ‘ 
di  FB  sarà  eqnidi.stantc  da  A e C { 40^.  III.  ) , e per- 
ciò la  base  AC  sarà  divìsa  in  mezzo  in  F . 

Osservazione  . Se  i due  angoli  della  base  sieno 
acuti , la  normale  abba.ssata  dal  vertice  caderà  dentro 
al  triangolo,  .se  un  di  essi  sia  ottuso,  caderà  fuori.  La 
dimostrazione  è facile . 


Similitudine  ed  egualità  dei  Triangoli  ^ 

432.  Due  triangoli  ABC,<iftc  .són  simili  se  hall 
tutti  2IÌ  angoli  respetrlvamenre  ugnali  cioè  se  ABC  = 
dbf,  BAG  = hdf  e ACB  = dfb . In  e.‘sì  i lati  oppo-  ® 
«ti  agli  angoli  eguali  si  chiamano  omologhi  ; e in  ge-  ^3* 
nerale  le  dimensioni  omologhe  di  due  figure  son  le  li- 
nce dello  stes.so  nome  o condotte  nella  maniera  -«^tes- 

Sa  in  ambedue:  tali  sono  in  due  circoli  i raggi , i dia- 
metri , le  circonferenze,  gli  archi  di  un  numero  egua^ 
le  di  gradi , le  loro  coi'de  ec. 

433.  I.  Due  triangoli  con  due  angoli  respettivamerì^ 
te  eguali , son  simili , perchè  anche  il  terzo  è egual» 
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22.  in  ambedue  (420):  onde  due  triangoli  rettangoli  con 
c un,  angolo  acuto  eguale , son  simili . 

S3.  434-  II.  Due  triangoli  son  simili  quando  tutti  i lo- 

ro lati  omologhi  son  paralleli , perchè  allora  tutti  i 
loro  angoli  son  respettivamente  eguali. 

435.  III.  Due  triangoli  son  simili  quando  i lati 
dell'  uno  prolungati  se  occorra , son  normali  ai  lati  dell' 
altro  che  saranno  omologhi  ai  primi . Faccia  1'  un  dei 
triangoli  un  quarto  di  rivoluzione  intorno  ad  un  pun- 
to fìsso-,  tutti  i suoi  lati  diverranno  paralleli  a quelli 
dell’  altro . 

436.  IV.  Se  un  numero  qualunque  di  parallele 
DF , IL , AC  taglia  i lati  d’  un  angolo  ABC , tutti  i 
triangoli  BDF,BIL,BAC  saranno  simili  ; perchè  oltre 
r angolo  comune  B , tutti  gli  angoli  BDF , BIL , BAG 
sono  eguali  (414). 

437.  Se  il  triangolo  hdf  a'  immagini  posto  sul  trian- 
golo simile  ABC  in  modo  che  1 angolo  b cada  sul  suo 
eguale  B,  e i lati  hdyhj' sai  loro  omologhi  BA  ,BC, 
il  lato  df  rappresentato  da  DF , sarà  parallelo  alla  ba- 
se AC.  In  fatti  il  triangolo  BDF  ( — hdf)  è simile 
ad  ABC  ; dunque  1'  angolo  BDF  = BAC  ; e DF , AG 
son  parallele  ( 414) . 

438.  V.  Due  triangoli  con  due  lati  e t angolo  con- 
tenuto eguali , sono  eguali  e simili  ■ Poiché  se  il  trian- 
golo BCE  oltre  l’ angolo  G e il  lato  BG  comuni  col 
triangolo  BCA,  abbia  anche  il  lato  CE  = CA,  i due 
triangoli  si  confonderanno. 

439.  VI.  Due  triangoli  che  sopra  basi  eguali  han- 
no eguali  gli  angoli  corrispondenti,  sono  eguali  e simi- 
li. Poiché  se  il  triangolo  BCE  oltre  la  base  BC  e 1’ 
angolo  C comuni  col  triangolo  BCA,  abbia  anche  1’ 
angolo  CBE==CBA,  i due  triangoli  si  confonderanno . 

22  44®-  VII.  Due  triangoli  ABC,  ahe  con  tutti  iloro 

g lati  omologhi  eguali , sono  eguali  e simili . Soprappa- 
ga. sti  i triangoli , onde  ac  cada  sopra  AC , essendo  AB  =;=  ub 
e BC  = bc,  il  punto  b si  troverà  su  i due  archi  de- 
scritti r uilo  col  centro  A e raggio  AB , 1’  altro  col 
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centfo-C  e raggio  GB-,  dunque  sarà,  nella  loro  inter-  ^2 
sezione  B , e il  triangolo  abe  si  confonderà  con  ABC . ^ ' 

441  > Vni,  Due  triangoli  abc , ABC  coi  lati  ab  AB , bc  rr  24. 
BC,  e con  gli  angoli  eguali  a,  A opposti  a uno  dei  lati  eguali, 
sono  eguali  e simili,  purché  gli  angoli  C,c  opposti  all’  altro 
lato  eguale , siruo  ambeCue  acuti  o ottusi . Soprapposti  i trian- 
goli^ essendo  £a  = BA>  i punti  i, a caderanno  in  B,  A, c per- 
chè 1’ angolo  B AC  n:A«c,  il  punto  c cadera  in  qualche  punto 
di  AC»  Ma  6c=:BC  ; dunque  il  punto  c dee  cadere  altresì  in 
qualche  punto  deir  arco  CE  descritto  col  centro  B e raggio  BC. 
Dunque  cadera  0 in  E o in  C . Ma  il  triangolo  BEC  è isosce- 
le , e però  gli  angoli  eguali  E,C  sono  acuti  (426)  c l’ angolo 
BEA  è ottuso;  dunque  se  gli  angoli  C ,c  sono  acuti,  il  punto 
«r  Cadera  in  C,  e abc  .si  confonderà  con  ABC  : e se  gli  angoli 
c,C,  o e, E sono  ottusi,  il  punto  e cadera  in  E,  ed  aeb  si 
Confonderà  con  AEB. 

442.  Onde  due  oblique  parallele  AB, CD  com-  • 
prese  tra  due  altre  parallele  AD,BG,  sono  eguali.  Poi- 
chè  condotte  AF,DE  normali  a BC , i!  triangolo  ABF  sarà 
ffìinile  al  triangolo  CDE:  ma  (414)  AF  = BE;  dunque 

( 439  ) il  triangolo  ABF  è eguale  al  triangolo  CDE  ; 
dunque  AB  = CD;  e così  si  proverà  AD=^BC.  È fa- 
cile anche  il  provare  che  due  rette  le  quali  compren- 
dono due  altre  rette  parallele  ed  eguali,  sono  eguali  e 
parallele . 

443.  2*.  In  qualunque  triangolo  ABD  può  iscri- 
versi  un  circolo  , cioè  può  farsi  un  circolo  che  tocchi 
tutti  i suoi  lati . Poiché  divisi  in  mezzo  due  dei  suoi 
angoli , e condotte  dal  punto  C d’ incontro  le  normali 
sopra  i tre  lati , i triangoli  ACE , ACG  e BGG , BCH 
sono  eguali;  dunque  CE  = CG  = GH  possono  esser 
raggi  d'  uno  stesso  circolo  iscritto  nel  triangolo  - 

444-  Si  ha  anche  BGr=BH,HDc=ED  , AErr  AG,e  chia- 
martdo  q il  semiperimetro  del  triangolo  ABD  sark  1°.  q ~ 
AE-+ED-+BH-AD-+BH,  2°.  2 = BD-4-AE  = AB  ^ ED; 
onde  sommando  le  due  equazioni,  2AE -t- BD  = AD -i- AB  , 

cioè  AE  =:  ( AD  AB  — BD  ) — >]  — BD , e perciò  DE  == 

q — AB;  dunque  il  punto  E è determinato,  e possono  e.sser- 
lo  nel  modo  stesso  i punti  G,H;  onde  basterà  far  passare 
un  circolo  per  questi  tre  punti . 
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44,‘i.  Se  11  triangolo  sia  rettangolo  in  B,  l’angolo  CBH 
meta  di  ABD,  ed  il  suo  complemento  BCH  sara.  di  45°  • 
11  triangolo  BCH  sarà  isoscele  ; onde  dalla  prima  equazione 
BH  — AD  si  vede  che  il  circolo  iscritto  ha  per 

raggio  il  semiperimetro  meno  1*  ipotenusa. 


' Altri  Poligoni  e toro  principali  proprietà  . 


446.  Vi  son  tre  sorte  di  Poligoni:  gli  irregolari 
che  hanno  gli  angoli  e i lati  ineguali;  i simmetrici chei 
hanno  tutti  i lati  opposti  paralleli  ed  eguali;  e i rego- 
lari  che  hanno  tutti  i lati  e tutti  gli  angoli  eguali . I 
Poligoni  diconsi  isopcrimctri  quando  hanno  un  egual 
contorno  o perimetro  . 

Il  quadrilatero  simmetrico  si  ch\nm3.  Par allelogram^ 
2*1.  mo;  il  regolare,  Quadrato;  il  quadrilatero  con  due  la- 
28.  ti  paralleli , Trapezio  ; il  parallelogrammo  con  tutti  i 
29  lati  éguali  ma  con  angoli  ineguali.  Rombo  o Losanga; 
c il  parallelogrammo  coi  lati  non  tutti  eguali  ma  con 
tutti  gli  angoli  retti , Parallelogrammo  rettangolo  o so- 

31.  lamente  Rettangolo . 

32.  Una  retta  AD  che  attraversa  un  poligono  da  un 
angolo  all’altro  si  chiama  Diagonale.  ì/  angolo  salien- 

33*  te  ha  il  vertice  fuor  della  figura,  come  ABC;  1’  ango- 
lo rientrante  lo  ha  d.-ntro,  come  CDE. 

44^.  Le  diagonali  AG , AD , AE  condotte  da  un 
32.  angolo  A dividono  il  poligono  di  lati  n in  un  numero 
n — 2 di  triangoli , come  è chiaro , i cui  angoli  son  gli 
angoli  stessi  del  poligono  : dunque  la  somma  di  questi 
angoli  è 8=183°  (n  — 2). 

Dunque  1°.  in  un  quadrilatero,  8=  3<5o“;  in  un 
pentagono,  8 = 540°,  ec.  ; a°.  l’angolo  d’un  poligono 

I C 

regolare  che  gli  ha  tutti  eguali,  sarà  — = 

Tl 

180*  (.1  *•-*-  )’  f^nto  piu  ottuso  0 pià 

prossimo  a 180*,  quanto  n è più  grande  (268). 

448. 1 supplementi  degli  angoli  salienti  son  360*- 


Digilized  by  Google 


^75  X FIG. 

Poiché  1 salienti  coi  lor  supplementi  son  i8o  xn,  « i ^2. 
soli  salienti  son  180*  (n-2)>  dunque  i supplementi 
son  i8o‘ Xn- 180“  ( n-2)  = 36o'’. 

44i>.  Se  il  Poligono  abbiii  un  numero  s d’ angoli  salien* 
ti  eJ  uno  r di  rientranti  CDE,FHI  ec.  sarà  (447)n~s-4.  33* 
r,  e la  somma  di  tutti  S:=(s-i-r  — 2 ) ^ posto  »r  ~ i8o°  ; e 
poiché  un  rientrante  interno  aie  equivale  a 27T—-CDE  (401), 
la  somma  di  un  numero  r di  rientranti  interni  sarà  c zz 
2irr — CDE — FHI  ec.;  perciò  la  somma  dei  soli  salienti 
S — crr(sH-r  — 2)jr  — 2t»  -t-CDEn-  FHI  ec. , e la  difFeren< 
za  tra  i salienti  e i rientranti  D — CDE  — FHI  ec. 


(i-  — r — 2;jr. 

Onde  1°.  se  * > r -f- a ovvero  s<rH-2,  la  somma  in 
gradi  dei  .salienti  supererà  quella  dei  rientranti  0 ne  sark 
superata:  2°.  se  s — r-4-2  e perciò  s H- r=:7irz2  ( r-n  J , la 
somma  degli  uni  eguaglierk  quella  degli  altri,  e i lati  o an- 
goli tifi  poligono  saranno  in  numero  pari:  3°.  se  s — r e 
perciò  i r zz.  u zz  2r , sark  D = — ix-zz  — 300°,  e il  poligo- 
no avrk  pure  un  numero  pari  di  lati  o d’angoli;  4’.  se  al- 
la somma  J'zz:  Qtt  zzsk  — S dei  supplementi  (44S)  si  aggiun- 
gano gli  angoli  rientranti,  sark CDE h- FHI  t&.zzsv-m 
r-+CDE-+FHI  ec.  = fjT  — D = (j-i-2) JT. 


Poligoni  simmetrici. 

450.  I lati  opposti  d’  un  poligono  simmetrico  do- 
vendo esser  paralleli  ed  eguali,  è chiaro  i“.  che  il  nu- 
mero di  questi  lati  è sempre  pari;  2*.  che  ogni  poligo- 
no regolare  di  numero  pari  di  lati  è simmetrico.  Onde 
condotte  da  ogn’ angolo  d’  un  poligono  simmetrico  le 
diagonali  agli  angoli  opposti,  i triangoli  opposti  al  ver- 
tice , come  AFB , DFC , sono  eguali . Poiché  il  lato  AB 

è eguale  e parallelo  all’ omologo  DG*,  dunque  l’angolo  g 
FDG  = FBA,FGD  = FAB,  e i triangoli  AFB , DFC 
son  simili;  ma  il  lato  omologo  AB  = DGi  dunque  sono 
eguali. 

45 1 . Onde  AF  = FC , BF  = FD  «c. , e tutte  le  dia- 
gonali AG , DB  ec.  si  tagliano  in  due  parti  eguali  in 
tm  punto  stesso  F che  può  chiamarsi  il  centro  del  poli- 

/ 
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24.  gono  ; perciò  qualunque  diagonale  AC  lo  divide  in 
e due  parti  eguali  e f'iiiiili:  e iu  generale  ogni  retta  ILi 
35.  che  passa  per  il  centro  F , è divisa  in  mezzo  in  F e di- 
vide il  poligono  in  due  parti  eguali  e simili,  attesa  l’e- 
guaglianza e similitudine  dei  triangoli  FIB,DFL,  ed 
AIF,LCF. 

452.  Quindi  per  descrivere  un  poligono  simmetri- 
35'  co  di  un  numero  dato  di  lati , per  esempio  di  sei , con- 
dotte comunque  per  un  punto  F tre  rette  EFG , DFB , 
AFC , prendo  FB=  DF , AF  = FC , EF  = GF  e per 
i punti  A,B,G,G,D,E  conduco  AB,BG  cc. , lati 
del  poligono:  perchè  i triangoli  AFB,DFC  con  due 
lati  eguali  intorno  ad  angoli  eguali,  sono  eguali  e si- 
mili; onde  AB  è eguale  e parallela  a DC  cc. 

Poligoni  regolari . 

X 455  Divisi  in  mezzo  con  le  rette  BC , DC  gli 
^ ■ angoli  eguali  ABD , BDF  d’  un  poligono  regolare , e 
congiunte  FC , GC  ec. , i triangoli  CBD , CDF  ec.  so- 
no isosceli  (428)  ed  eguali  (438);  dunque  il  circolo 
del  raggio  CB  passa  per  tutti  i vertici  del  poligono 
che  perciò  vi  resta  iscritto  . E poiché  nei  triangoli 
ACB  , BCD  isosceli , le  normali  CK , CL  dividono  in 
mezzo  i lati  AB,BD  (431),  e l’angolo  CBK  = CBL, 
saranno  eguali  e simili  i triangoli  rettangoli  CBK,CBL; 
dunque  CK  = LG:  così  si  proverà  CL=CM  ec.  ; dun- 
que il  circolo  del  raggio  CK  tocca  tutti  i lati  del  poli- 
gono, che  perciò  gli  è circoscritto. 

454.  Quindi  il  lato  di  un  poligono  regolare  iscrit- 

to  è la  corda  d’  un  arco  di  — . 360® , posto  n il  nu- 
mero de’  lati  : così  il  lato  di  un  triangolo  equilatero 

iscritto  è la  corda  d’  un  arco  di  . 360°=  120°  . 

3 

455-  Iscrivere  in  un  dato  circolo  un  triangolo 
equilatero . Col  punto  B della  circonferenza  come  cen- 
tro t e col  raggio  BC , descrivo  1’  arco  ACD  che  ta- 
glia 

I 
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glia  in  A,D  la  circonferenza;  per  A,D  conduco  05. 
AD,  e presa  AG=*=AD,  il  triangolo  ADG  saia  e- 
q i.ate.’'o  . Poiché  confiutte  AB, BD,  i triangoli  ACB, 

BCD  sono  equilateri:  dunque  gli  archi  AB,BD  soa 
di  60",  e 1 arco  totale  ABD  di  i2o°,  la  cni  corda 
è il  lato  del  tiiangolo  equilatero  (4,54). 

456.  Poiché  r arco  ARB  è di  60* , la  sua  cor- 
da AB  è il  lato  dell  esagono  regolare  : ma  AB  = GB  i 
dunque  il  lato  dall'  esagf>no  regolare  iscritto  è eguale 
al  raggio . Se  1’  arco  AB  si  divida  in  mezzo , la  cor- 
da di  questa  meta  sarà  il  lato  del  dodecagono  ; il  che 
può  dirsi  di  tutti  gli  altri  poligoni  • 

452.  Nel  triangolo  isoscele  BAC  la  normale  AQ  divide 
in  mezzo  il  raggio  CBr=r;  dunque  CQ  = — r e y'(AC*««» 

I . • 

CQ*  ) = AQ  = — r v'3  ; dunque  2AQ  =r  r>y/'3 , Iato  del  trian- 

goto  equilatero . 

453.  IL  Iscrivere  un  quadrato  in  un  dato  circo- 
lo.  Condotti  i diametri  AD,BF  normali  V uno  all’ al- 
tro,  essi  taglieranno  la  circonferenza  nei  punti  A, B, 
D,F,  e le  corde  AB,BD,DF,  FA  daranno  il  qua-  \ 
drato,  per  essergli  archi  AB=BD  = DP  = AF=  90“ . 

45p.  Onde  fatto  il  raggio  AC  — r,  si  avrk  il  lato  del 
quadrato  AFn  V (CA*-+- CF*  ; =:»V2.  Del  resto  anche  ap- 
plicando nel  circolo  i lati  AK  dell’esagono  e KF  del  dode- 
cagono ( 45Ó ) si  avrebbe  il  lato  .AF  del  quadrato;  poiché 
èssendo  l’arco  AK=6o®  e l’arco  KF  = 3o®  (454J,  sarebbe 
AKF:=óo“-^3o‘’  = >»o®,_ 

460.  III.  Iscrivere  in  un  circolo  dato  un-  decagono  re- 
golate. Sia  AB  il  lato  richiesto,  e si  conducano  i raggi  AC, 

BG  e la  retta  BE  che  divida  in  mezzo  l'angolo  ABC'.  Ora 
r angolo  ACB  = 36'’;  dunque  1’  angolo  ABC  BAC  =;  22°  : 
ma  BE  divide  in  mezzo  l’angolo  ABC;  ihinque  ABE  ac 
36°=: ACB;  dunque  i triangoli  AB'd.ACB  son  simili;  dun- 
que AE:  AB  ::AB:AC;  ma  1’ angelo  EBC  r:  36^  a=  ACB^> 
dunque  il  triangolo  CCB  è isoscele,  e perciò  ) B o AB  zz 
EC,  ed  AE:EC  ::  EC:  AC:  se  dunque  di  d'rvida  il  raggio 
AC  in  media  ed  estrema  ragione  nel  punto  E (494J,  il 
maggior  segmento  EC  sarà  il  Iato  AB  del  decagono  rejo- 
iato!.  Fatto  ACa=r  ,ECa=AB  = jc,  sarà  AEzzr  — Xy  e si  %• 

' Z 
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^5  ),  lato  del  decagono. 

461.  IV.  I->crIvere  in  qn  circolo  un  pentadecagono  re* 
gelare.  Presa  AB  eguale  al  raggio  e condotta  AD  eguale 
al  lato  del  decagono,  la  corda  BD  saia  il  lato  del  pentade» 
cagano.  In  fatti  1’  arco  ADB  60°,  1’  arco  AD  = 30“,  C 
go— 36=  ’4,  aroo  del  pentadecagono  (4*4).  Potrà  dunque 
aversi  anche  un  arco  di  la'*,  e di  ó",  e di  3®  (^->2),  e u* 
na  circonferenza  sar'a  divisibile  in  rjo  parti,  ciascuna  di  3®, 

462.  Colla  Geometria  tleinentare  iscrivonsi  dunque  in 
un  circolo  i poligoni  regolari  di  3,6,  J 2 lati  cc.  (456^  di 
4,8,  ló  ec.  f4,s8  di  5,io,2J  ec.  {460),  di  15,33,60  ec, 
(461).  Ma  gli  altri  non  posson  iscriversi  senza  risolver  dell* 
equazioni  tanto  più  alte,  quanto  è maggiore  il  nuqiero  dei 
lati , come  vedremo . 

463.  Per  cirooscrirere  a un  cerchio  dato  un  po- 
ligono regolare,  vi  si  Iscriva;  e dal  centro  G abbass 
sata  sopra  AD  la  normale  CB  , .si  faccia  passar  per 
B la  tangente  EBP  che  incontrerà,  in  E ed  F i rag- 
gi CA , CD  prolungati  ; qnimli  da  F si  conduca  la 
tangente  FMù  lino  al  raggio  GT  prolungato,  e coaj 
sncces.sivameute ; .saranno  EF,F(1  ec.  i lati  del  poli- 
gono cercato  V Poiché  condotto  il  raggio  Ol,  i trian- 
goli rettangoli  (4T0)  FGB,FCiyi  colla  base  comune 
CF  e col  lato  GB  = OI , avranno  anche  FQ  = FM 
(4^9-4°)  ® perciò  gli  angoli  BFG  = GFiM  ( 440  ) , 
BOP  = FG3I=MCG,  onde  FM  = MG  ed  EP  = 
FG-=eG.  ; dunque  ciascun  lato  del  poligono  EFGH 
ec,  tocca  il  circolo  BMN  ec.  ed  è perciò  circoscritto . 

4Ó4.  Se’  CA  r e AD  = b , luto  del  poligono  iscritto 


d'uno  stesso  numero  di  lati,  si  avrà.  AQ=: 


1 

2 


b , QC  zz  .... 


4/(  r*—  * 4*  ) e per  i triangoli  CAQ,C£B  simili,  QG  ( =: 

i/[r*  — AQ  j:  CB  ( z=  r ) : EB;  dunque 

2-b 

sEB  = ^-j— = EF,  lato  del  poligono  circoscritto. 


Onde  il  lato  del  quadrato  circoscritto  è 2r,. quello  del  tri* 
angolo  equilatero  è 2»--y/3,  doppio  dei  lato  deli’ iscritto  e&.  • 
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4<55*  prima  retta  sta  ad  una  seconda , co- 

tte una  terza  ad  una  quarta , queste  rette  son  propor- 
zionali fra  loro  direttamente  : ma  se  la  prima  sta  alla 
seconda  come  la  quarta  alla  terza  , le  due  prime  sou 
proporzionali  reciproì'amentc  alle  seconde  * Se  la  pri- 
ma sta  alla  seconda  Come  la  seconda  alla  terza , la 
proporzione  è continua  , _e  diverrà,  una  projorMs/one  se 
la  prima  sta  alla  seconda  come  la  seconda  alla  tèrza* 
come  la  terza  alla  quarta  > ec.  In  generale  tutte  le 
proprietà  dimostrate  delle  quantità,  convengono  anche 
alle  lìnee  rette  proporzionali  . Del  resto  , qui  si  trat- 
ta di  proporzioni  e progressioni  geometriche . 

466.  Prese  sulla  retta  AB  le  parti  AD=DG=s 
Gl  ec.  e condotte  le  parallele  DP,GH,IK  eo.  sulla 
tetta  AC , saranno  le  parti  AF  = FH  = HK  ec.  Poi- 
ché condotte  DE  , GB.  > IS  parallele  ad  AG , i trian- 

folì  ADF , DGE , GIR  saranno  eguali  ; dunque  AF 
)E  — GR  = FH  = HK  =±  ec.  ; dunque  AD  ; AF  : : 
DG  : FH  : : Gl  : HK  , e perciò  AP  somma  di  tutti  gli 
antecedenti,  sta  ad  AQ  somma  di  tutti  i conseguenti, 
come  un  antecedente  AD  al  sito  conseguente  AF,  o 
come  un  numero  di  parti  di  AB  al  numero  stesso  di 
parti  simili  di  AC  » pfef  esempio  AG  : AH  : ; AI  : AK  : : “ 

1)1  ; FK  èc.  ( 2 1 2 ) . 

46^.  Dunque  1*.  Sé  due  rette  AB, AD  son  fu- 
paliate  da  due  o piu  parallele  ED  , GB  , le  loro  parti 
-0E , BD  son  proporzionali  alle  rette  intere  AE  , AD . 

468.  2*.  Se  due  triangoli  ABC  , abc  son  simiii  » 
tutti  i loro  lati  omologhi  son  proporzionali.  Poiché  se 
l’angolo  B=s6*  presa  sopra  AB  la  parte  DB  eguale 
al  lato  omologo  ufc,  e condotta  DF  parallela  ad  AC,j 
4 triangoli  BDF,  ubc  saranno  egnali  (439):  ma  AB 
BC  BD  : BF ; dunque  AB  ; BG  ::  ahi  he.  Si  prove* 

'gà  egualmente  che  AB  : AG  ahi ac^  che  AC  : GB  :i 

tfc.  « ah  0 j ^ VA".»  - -.wr-.si.  •• 
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4^p.  Reciprocamente,  due  trìango'i  ABC,abc  son 
simili  se  hoLuno  tutti  i loro  lati  omologhi  proporziona- 
li. Per  la  costruzione  passata,  i trianiroli  DBF, ABC 
son  simili  ; dunque  AB  ; BD  : : AG  : DF  : : GB  ; BF  i m a 
per  ipotesi  AB  ; ah  ( = DB  ) : ; AG  : nc  : : BG  : bc  *,  dun- 
que DF  = ac  e BF  = bc;  dunque  i triangoli  BDF , 
abc  sono  eguali  e simili;  e poiché  il  primo  è simile 
ad  ABG ,'  lo  sarà  anche  il  secondo . 

4;’o.  Due  triangoli  ABG , abc  son  simili  se  han- 
no un  angolo  eguale  B e b,  ed  i lati  intorno  a quest* 
angolo  proporzionali.  Fatta  la  solita  costruzione,  AB; 
BC  ’.'.ab'.  he  : : BD  ( = ) : BF  : dunque  BF  = bc , on- 

de DF  = ac  ; dunque  il  triangolo  abe  è eguale  e si- 
mile a BDP  e perciò  ad  ABG . 

471.  Diviso  un  angolo  A d’  nn  triangolo  ABQ 
in  mezzo  con  la  retta  AD  , i lati  BA , AG  saranno 
proporzionali  ai  segmenti  BD , DG . Poiché  se  BF  pa- 
rallela ad  AD  incontri  in  F il  lato  AG  prolungato  , 
si  avrà  BD:  DG  • : FA  : AG  : ma  V angolo  DAG  «= 
DAB  = ABF  ==  BFC  ; dunque  il  triangolo  FAB  è i- 
soscels , onde  FA  = AB  , e BD  : DG  : • BA  : AG  . 

472.  E le  parti  di  due  rette  che  si  tagliano  tra 
le  parallele , son  proporzionali  alle  rette  intere . 

473.  Se  dal  vertice  dell'  angolo  retto  A si  abbas- 
si sull'  ipotenusa  BG  la  normale  AD,  i*.  i triangoli 
BAD,ADG  saranno  simili  tra  loro  e al  triangolo  to- 
tale BAG  : 2*.  la  normale  AD  sarà,  media  proporzio- 
nale tra  i segmenti  BD,DG;  3*.  ciascun  lato  AB  o 
AC  sarà  medio  proporzionale  tra  /’  ipotenusa  BG  e 
il  segmento  adjacente  a questo  lato , cioè  BC  : AB  f: 
AB:BD,  e BC;  AG  ::  AG  : DG.  1°.  I triangoli  ret- 
tangoli BAD , BAC  hanno  1’  angolo  B comune  , e i 
triangoli  rettangoli  ADC  , BAC  hanno  comune  l’ an- 
golo G;  dunque  son  simili,  e due  triangoli  simili  ad 
uno  stesso  triangolo , lo  sono  anche  tra  loro . II®.  I 
triangoli  simili  BAD  , ADC  danno  BD  : AD  ::  AD  : 
DG,  e. però  AD*=BDxDC.  IH®,  i triangoli  simi- 
li BAD  )BAC  danno  BD  ; BA  : ; BA  : BG , e i uiaa* 
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goli  simili  BAG  « AÓC  danno  DC  : AC  : : AC  : BC . 

474  Dunque  BA*  = GB. BD ,CA’ =BG . CD , 
e BA*”-h  CA’  ==  GB  ( BD  H-  CD  ) = GB* , cioè  nel 
triangolo  rettangolo  il  quadrato  dell'  ipotenusa  eguaglia 
la  somma  de'  quadrati  dei  lati . 

475.  Sia  AB  = u, AG  = 6,BC  = c,  e sarà  c*  = 
a*  -t-  Ì>‘  ; onde  dati  due  lati  d’  un  triangolo  rettango- 
lo , si  ha  il  terzo  : così  c = V ( a*  H- — V ( c*  - 
à*),  u = V(c*  — 6*).  Se  a = b,  sarà  c— aVu:  ma 
la  diagonale  del  quadrato  AD;  dunque  la  diago~ 
naie  è incommensurabile  col  lato  del  quadrato . 

~ 4"’6.  Se  dal  vertice  A d'  un  triangolo  qualunque 

ABC  si  abbassi  sulla, base  BG  la  normale  AD,  e sia 
BC  = a , AB  = b , AG  —d  e b C d,  avremo'  &*  — 
DB*  = AD*  = d*  — DG*  = d* — ( u DB)*,  preso 


Dunque  d*  b*  — DB*  •+  ( a DB  )*  = b*  -+•. 
fl*  +=  2a . DB  , cioè  nei  triangoli  acuziangolo  e ottu- 
siangolo  il  quadrato  della  base  AG  eguaglia  i quadra- 
ti dei  lati  AB,BG  meno  0 più  il  doppio  rettangolo 
del  lato  BG  su  cui  cade  la  normale,  nella,  retta  DB 


compresa  tra  la  normale  e 1’  altro  lato  AB . 


fìg: 

4Z- 

/ • 


48» 


49- 


Proporzionali  nel  Circolo  . 


•*  4ZZ-  normale  o ordinata  MP  condotta  da  un 
punto  qualunque  M della  circonjerensa  A'Ì'IB  sul  dia-  5®* 
metro  AB,  è inedia  proporzionale  tra  i segmenti  o a- 
srisse  AP,PB,'c  dà  P3I*  = APxPB.  Condotte  AM, 

MB , il  triangolo  AMB  ù rettangolo , onde  MP*  = 
APxPB. 

4^8.  Sia  il  diametro  AB  = 2r,  T AP  = 

onde  1 altra  ascissa  BP  — 2r  — V ordinata 
P]NI=j/;  avremo  generalmente  jy*  = ( ar  — jc)  .v 
S.rx  — X*  t equazione  fondamentale  che  esprime  la 
-proprietà  dej  circolo  (J’ aver  sempre  il  quadrato  d’ ogni 


\ 
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sua  ordinata  «guaio  al  prodotto  deiravcissc  cornspotiv 
denti . Perciò  si  chiama  questa  1 equazione  al  circolo  » 
dal  cui  punto  M conducendo  la  tangente  MT  fiiio_ 
all’  incontro  dell’  asse  AB,  si  avrebbe  la  normale  CM  = 
r,  la  siinnormale  CP  = r — jc,  la  suttangente  PT  = 

atteso  il  triangolo  rettangolo  C3IT  » 

«c.  ec. 

4-T9.  Se  sia  CP  = a:,  posta  tiel  centro  C i’ orig-; ne  dell’ a* 
Icisse,  il  triangolo  rettangolo  CPM  darli  T eqiuwione  zS 
r*  — **,  che  esprime  la  stessa  pr-^pricta  del  circolo  ^ ma  la 

auttangenfe  diverrà  PT=-^ — , e PT  *4-  CP  =:  CT  3 

r* 

— -,  di  qui  la  proporzione  Cp:CA::  CA  : CT  , onde  è facile 

conoscere  il  punto  T e condurre  al  dato  jiunto  M la  tangente 
TM  , la  cui  espressione  si  ha  dal  triangolo  rettangolo  TMC  chò 

ti  TM  = AS  (418)  3±V(CT*-GM»)=;±v(^  — 


r*  ^ 3 d:  ^ v^(r‘  — **). 

480.  Da  questa  doppia  espressione  della  tangente  A$ 
iS  raccoglie  1“.  che  come  il  negativo  si  oppone  al  positivo, 
cosi  la  tangente  negativa  dee  opporsi  alla  positiva;  onde  s* 
AS  presa  al  di  sopra  di  AB  sia  la  positiva,  AS'  presa  al  di 
cotto  sarti  la  negativa;  e ordinariamente  (108)  il  iialor  ne* 
pativa  d'  una  linea  dee  prendenti  in  un  senso  contrario  a 
quello  in  cui  si  -prese  il  positivo:  2°.  cbé  fatta  per  esem* 


pio,  CP=r*=:  — , verrà.  AS  3,±  — ; e fatta  xzzOt  Verrà 
ASr=±  00:  ma  prtsa  x negativa,  cioè  da  C verso  B,  e fat^ 


ta  CP'  =— «3  — — , verrà  AS  3 qc  — ; e fatta  — x zz  -*■ 

< . 5 4 

r,  verta  AS30Ì  cioè  la  tangente  AS  ha  successivamente 

Qr  2?*  Qr 

i valori  *+~,oo,  — — ,o,-+— 08»-^  — cc.  j e co* 

minciandq  positiva,  passa  per  l’ infinito  e divicn  negativa, 
passa  per  zero  e torna  po.sitiva,  ripassa  per  Tinfinito  e ritorna 
negativa  ec.  : quindi  in  generale  le  quantità  che  rontinuamen- 
te  variando , passano  per  V infinito  o per  zero , si  canuiano  di 
positive  in  negative  e di  negative  in  positive:  onde  giacché 
le  lince  variabili  possen  passare  pei  l’ infinito  o per  zero 
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•enza  prender  sempre  un*  opposta  situazione , la  eontrarie- 
tà  dei  segni  non  sara  sempre  un  indizio  della  diametrale 
epposizion  delle  linee. 

481.  £e  parti  di  due  corde  che  si  tagliano  in  un 
circolo  son  reciprocamente  proporzionali  ^ e si  ha  GFt 
AF  : ; FB  ; FD  , ovvero  CF  x FD  = AF  x FB  . Poiché 
pondutte  AG  , BD , 1 triangoli  AGF  , FBD  in  cui  1’ 
angolo  GFA  = DFB,  e GDB  — CAB  (419)  son  sj- 
jnUi , onde  GF  ; AF  ; : FB  : FD . 

Con  ciò  posson  risolversi  i due.  seguenti  problemi . 

I“.  Condurre  per  il  dato  punto  A la  corda  BAD  tale  ^2. 
che  sìa  AD:  AB::m:n.  Conduco  per  A il  diametro  FG,  cd 
essendo  dato  il  punte  A , è nota  la  sua  distanza  AC  dal 
centro  C.  Sia  dunque  AC  = CF ^ r , AD  e sarkAB:;:^ 

~,BAX  AD  = 5=FAxAG=:r*-ò*i  onde  AD=*=S 

rii  m 

IF.  Condurre  per  un  punto  A una  corda  BAD  eguale 
alla  data  retta  c.  Ritenute  le  denominazioni  di  sopra,  sarò. 

AB  =:c—  X e ABx  ADr;cj;  — Ji*  =:  r*  — ò* ; onde  AD :£ 

C -h-v/(  c*-4-4Ò* — 41*)  c — \/(c*-4-46*  — 4r*) 

' e AB  zc * — • 

a 2 

482.  Le  partì  esteriori  AD  , AE  di  due  f acanti 
AB,  AG  condotte  da  un  punto  A.  fuori  d^  una  circor^  63' 
frema  , son  reciprocamente  proporzionali  alle  intere 
secanti  f e si  ha  AD:  AE::  AG:  AB.  Poiché  condotte 
BE  , DÒ , i triangoli  simili  ABE  , ADC  , che  oltre 

r angolo  comune  A hanno  eguali  gli  angoli  B < G , 
danno  AD  : AE  : : AG  : AB , onde  AD  AB  =;  AE  x AG . 

483  Se  una  delle  secanti  divien  la  tangente  A3il) 
questa  sarà  media  proporzionale  tra  la  secante  intera  64- 
AB  e la  sua  parte  esteriore  AD , Condotte  MD , MB 
i triangoli  simili  AMD,AMB,  che  oltre  1’ angolo  co- 
mune A hanno  eguali  gli  angoli  AMD,  ABM  ( 418.. 
419),  danno  AD  : AM  ; : AM  : AB , e AM*  = AD  x AB. 

484.  Nel  quadrilatero  formato  da  quattro  corde; 
il  prodotta  BDxAG  delle  diagonali  eguaglia  i.  pro^ 
dotti  BA  X DG  H-  BG  x DA  dei  lati  opposti  - Poiché 
condotu  DF  onde  sia  1*  angolo  ADF  = BDG»  i tri- 
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ce.  angoli -AFD , BCD  in  cui  ADP:e=BDG  e DAF  = 
DBG,  danno  DB:BC  DA;  AP,  e i triangoli  BAD , 
FDG  in  cui  ABD=FCD  e ADB  — ADF  — BDF 
. BDC  — BDF==  FDG,  danno  DB  : BA  : ; DG  : CF  . 

■n  nr»  WA  An  B A X DC -»-BCx  DA 

Dunque  CF  -+■  FA  = AG  = ^ e DB  x 

- AG  = BAxDGh-BGxDA.  Quindi  se  sia  AG  = 7n, 
^ ' GB=n,BA  = i./,  e un  diàmetro  CD  = ar,  condotte 
le  cord#  BD , DA , avremo  ard  — m . BD  -+  n , AD  : 
ma  BD  = -/(  47-*  — 72*  ) e AD  = V (4r*  — m')  \ dun- 
que 2rd  = w V i 4r*  — 71*  ) -4-  ny/  ( 47-*  — 7n*) , equazio- 
ne che  scioglie  i seguenti  problemi. 

485.,!.  Date  le  corde  AG  = ;7i,CB  — t:  di  due 
archi , trovar  la  corda  AB  = d della  loro  somma . Si 

avrà  d = ^v^(4'’  — fi*)  |:^^(4i*~-fM*)- 

Onde  se  AC', CB  sleno  i lati  del  dodecagono  e dell’e- 
sagono , sarà  AB  quello  del  quadrato  ( ) , e fatto  AC  =: 

n j 

m — — y/  ~ ) come  troveremo  or  ora , BC  :r:  n ir  r 

2 2 

(4S6)  e V(2H-V3)=:V|--+x/^  (i:i)y  verrà  AB  = d= 

2fV^  = V2  ( 459). 

486.  IL  Date  le  corde  AB  — d,BG  = 7i  di  due 
archi , trovar  la  corda  CA  = m della  lor  differenza . 

Si  avrà  m = ^ V ( 4r*  — n*  ) — ^ V ( 4r*  — d*  ) . 

Onde  se  AB,BC  sleno  i lati  dell’  esagono  e del  deca- 
gono, sarà  CA  quello  del  pentadecagono  (4ÓIJ,  e fatto  ABn 

f 

d—r,BC  — n — — ( — j ( 460  ),  verrà  CA  n m 

•—['/(  loH*  2//5  ) H-  VS  ~ Vi  5 ] • 

487.  III.  Data  la  corda  AC  d’  un  arco , ^trovar  la  corda 
ABnd  del  suo  doppio.  Sarà  dunque  AC  ::rniiiCBn«,  c 

perciò  d=  — V(4''  *“«*)• 

Onde  se  AC,CB  sieno  i Iati  del  decagono,  sarà  BA 

quello 
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quello  del  pentagono,  e fatto  ACtìCBrSTnr:  — ( — | .+ 

V'5)(4<5o)»  verrà  BA  =d  (14^). 

i^HS.  IV.  Data  la  corda  AB  d*  Un  arco , trovar  la 
corda  AC  della  sua  metà.  Sarà  dunque  AC  i::CB  =/z , e 
perciò  dr  = my/(4r*  — ni*  I ed  m = y/[2,*  — rjy/(4r*-—d*}]. 

Onde  fatto  il  lato  dell’ esagono  AB  = d=:r  (456),  quel- 
lo del  dodecagono  sarà  AC  = ot  = ;V(2  — V3)  = «'(\/~ 

(»Z4)J  fatto  AB.=  d=zr^(2^y/3),  il  lato  del  pt». 

ligono  di  24  lati  sarà  AC  = OT=:rv'[2--;v/(2-+-V3)J 
ec.  Parimente  fatto  il  lato  del  quadrato  ABrzd=irv^2(4d5), 
quello  dell’ottagono  sarà  AC  = m — rv'  ( 3 — V-^  ) = fatto 
AB  iz:  tZ  ~ r.^  ( 2 -\/3) , il  lato  del  poligono  di  ló  lati  sarà 
AC  -^mzz.  '••J  [ 2 — y/  { ‘2  -i-  >i^-2  ) ] ec.  Così  fatto  il  lato  del 

decagono  AB=:cZ=:— ( — I ■+'\/5K4^°)>  quello  del  poligo» 


FIC. 

s«. 


no  di  20  Iati  sarà  AC  =:m  =:  r/y/[  2 ^/{  lo-i-  2y/S)]^^- 

4S9.  V.  Trovare  il  raggio  del  circolo,  che  passa  per 
tre  punti  A,B,C.  Si  avrà  r — 

dmn 

triangolo  ABC  è te> 

tangolo,  si  ha  r-~d-,  dunque  il  centro  dei  circolo  cade 
-2 

idlora  nel  mezzo  di  AB,  ciò  che  è evidente  per  altra  parte. 


Problemi  sulle  proporzionali . 

490*  !•  Date  tre  rette  a,h,c,  trovare  oua  quar- 
' . , io  ^ r.'y. 

ta  proporzionale  -.  Condotte  due  rette  AD,AE  in 

angolo,  prendo  sopra  AD  le  parti  AB^rra, AD=:c, 
e sopra  AE  la  parte  AG  =5-,  condotte  CB,  e DE 
parallela  a CB,  sarà  AE  la  quarta  proporzionale  cer- 
cata . Poiché  i triangoli  simili  AGB , AED  danno 

AB  : AG  AD  : AE  = -- . Si  lia  lo  stesso  coll'  inter- 

I.  ^ 

A a 

« 
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sezione  dì  due  rette  fra  due  parallele  (472).  Che  se 
.si  voglia  una  terza  proporzionale  a due  date  a, 6,  la 
costruzione  sarà  la  stessa,  e solo  bisognerà  prende- 
re AD  = AG . 


491.  II.  Trovar  tra  due  rette  a,b  una  media 
proporzionale  Vab.  Condotta  l’indefinita  APB,  pren- 
do in  essa  le  parti  AP  = a , BP  = 6 , e descritto  un 


semicircolo  del  raggio  AC  = — AB,  la  perpendicola- 


re PM  condotta  dal  punto  di  divisione  P , sarà  la 
inedia  proporzionale;  poiché  PM*  = APxPB  (477). 

492.  III.  Dividere  una  data  retta  a nella  ragio- 
ne in  cui  ò divisa  un’  altra  AB  . Da  A conduco  AG 
eguale  alla  data  a , che  faccia  con  AB  un  angolo  . 
Unisco  i punti  C,B,  e dai  punti  di  divisione  I,F,D 
di  AB  conduco  parallele  a GB  le  rette  DE,PG,1H 
che  divideranno  AG  nella  stes.ca  maniera  in  cui  è di- 
visa AB.  In  fatti  (467)  AB: AG:: AI: AH: :IF:HG:: 
FD:GE::DB:EG. 

493.  IV.  Dividere  una  retta  AB  in  un  numero 
n di  parti  eguali . Da  A conduco  l’ indefinita  AG , e 
preso  sopra  di  essa  un  numero  n di  parti  eguali  AE, 
EG  ec. , conduco  GB  e le  rette  LK  , IH  ’cc.  paralle- 
le a GB  : dunque  AB  : AG  : : AD  : AE  : : DF  : EG  : ; 

AC 

FH  : Gl  ec.  Ora  AE  = EG  = Gl  ec.  = ^ ; dunque 


AD  = DF  = FHec  =—  . 

n 

494.  V.  Dividere  una  retta  data  AB  in  mtdìa 
ed  estrema  ragione  ^ cioè  in  modo  che  il  maggior  seg- 
mento FB  sia  medio  proporzionale  tra  1 intera  AB  e 
il  minor  segmento  AF . Si  alzi  da  A la  normale  AC  = 

AB  , e condotta  GB  , prendasi  FB  = GB  — AG  . 

Avremo  dunque  CB^  = ( FB  -j-  AG  )*  = AG*  -4-  AB* 
cioè  FB*  = AB*  — 2AG  X FB  = AB*  — AB  X FB  = 
ABxAFj  dunque  AB:FB:;FB: AF. 
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Costruzìon  geometrica  dell'  Equazioni  determinate 
del  primo  c secondo  grado  » 


Costruire  geometricamente  nn’ equazione  è nn  trovar* 
in  linee  i valori  deli’ incognita.  Se  l’equazione  è del  piinìo 
grado,  il  valor  dell’incognita  si  determina  sempre  coll’ in- 
tersezione di  linee  rette:  se  è del  secondo  grado,  i due  va- 
lori dell’incognita  si  trovano  coll’ iatersezioni  della  circon- 
ferenza del  circolo  e d’una  retta:  ma  se  l’equazione  è più 
alta,  bisogna  servirsi  di  differenti  curve  la  cui  descrizione 
è sì  difncile,  che  i risultati  danno  radici  assai  meno  appros- 
simate di  quelle  de’  metodi  .puramente  algebrici . 

495.  Se  si  ha  ^~x,  si  prenderà.  (450)  una  quarta  prò* 

porzionale  dopo.  a, c e si  avrà  il  valore  di  « . Se  * =: 

oha  . , y ab  ...  cm  , , 

Si  prenderà  mz=.—y  e dipoi  nzz—^,  c si  avrk/i=;::c; 

, , . . . aa  a'* 

e nel  modo  stesso  si  costruirà  v"  » rr  > , » ec.  Ma  se  il  nu- 

0 b b* 

tnerator  della  frazione  sia  complesso , come 

abe -^rccd  ^ mnp  ...  , abe 

, SI  prenderà  Come  sopra , k zz  - , z =z 

ccd  mn 

ed/rr— — , ed  unendo  insieme  k,i,f,  si  avrà  una 
r<]  rq 

retta  eguale  alla  frazione  proposta.  Se  poi  sieno  complessi 

..  ...  - abc~¥  cfv  . 

il  numeratore  e il  denominatore,  come  > si 

-,  che  si 


nh 


derà  e la  frazione  diventerà 

m Lm 

costruirà  come  sopra . Parimente  avendo  da  costruire  x = 

6bcc^q^h~^noqk  — m}p  . , . . kl 

— / = . - - . . . 

cmd  . . ahee  qh  okn  ndp 

, e Si  avrà  x -4- che  si  sa  co* 

99  Jil  f fi  fa 

fftruire . 

Talora  la  costruzione  è pii  facile.  Slaxr: j- ; uà» 

quarta  proporzionale  dopo  c-^d,a-¥c,b  dà  il  valor  di  x. 
5ia  X ; una  quatta  proporzionale  dopo  c , a -4-  i , 
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a — & dU  ».  Sia  anche  » = - — » prendo  m > 

aoc-^-c  o 

cm  m /li  • 1 j 

cd  ho  X := f quarta  proporzionale  dopo m-fc ,e—* 

m^G 

496.  Passiamo  al  secondo  grado.  Se  sia  xx  am,  «loè 
xzzy/am,  prendo  una  media  proporzionale  tra  a ed  m , e 
questa  da  a- . Se  x =.  y/  [ab  ^ bc  ),  prendo  una  media  pro- 
porzionale tra  b e a-4-  c;  se  x zz.  y/  {a*  bc  fatto  m — 

Òc  '■ 

— , Sara  xzzy/a{a~i-m  ) che  si  sa  costruire. 

4-5^.  Sia  ora  » = -v/(a*  — )■>  ««a  media  proporziona- 

le tra  a-4-ò  ed  a — b dark  » . Si  può  anche  costruirla  descri- 
^ vendo  col  diametro  A6=:a  un  semicircolo  ACB  •,  applica- 
tavi  la  corda  AC  =6  ed  unita  CB,  questa  sarav'(a*  — 
per  esser  rettangolo  il  triangolo  ACB . DovcikIo  costruire 
* 6* 

y/[a^-\-b')  si  prenda  m — ~,  e poi  una  media  proporzio- 
nale tra  a cd  a -4*  m:  ma  è più  semplice  il  valersi  d’un  triango- 
lo rettangolo  ACB,  i cui  lati  AC,  CB  sieno  a e 6;  l’ ipotenusa 
AB  5» ).  Essendovi  più  termini  sotto  il  radica* 

d f) , si  prenderà  ( 495  ) 


bc 


AB  sarò  ( a*  *4-  i 
le  proposto , come  y/  (ab 

m = e il  radicale  diventerà  y/dm.  Se  x 

a a 

\ 

•J  (ac  —‘fg  -4-  -l*  rd  ) , si  prenderà  nzz  c — -t-  ~ — i* 

— , e 81  avrk  xzzy/an. 

a ^ 

408.  Per  costruir  v^(a*-4*6*-4-c*-4-d* -4-eC.  ) si  prcn- 
d’  da  AB  = a,  e condotta  BCrré  normale  ad  AB,sarkCA* 
o*-4*6^;  condotta  pure  CDr^c  normale  a CA,  saia  AD* 
a*-+ò*-4*c*;  condotta  DE=;ci  normale  a DA,  sarà  AE* 
a* -4-7,* -4- c* -4*  d*  ec.  ec.  ; onde  T ultima  ipotenusa  AF 
y/ { à* b* c*  ec.  ).  Se  alcuni  dei  quadrati  sieno  negati- 
vi, si  prenda  un  sol  quadrato  m'  eguale  ai  positivi»  e un 
altro  n*  eguale  ai  negativi,  e si  avrà  y/ ( — «*  ). 

490.  Posson  ridursi  a queste  tutte  l’  altre  quantità  ra- 
dicali. Sia  am  dn  — 05);  si  farà  bc  zz:i*,  am  ~ 

l*  ,dn  zz  l*  ,rq  e dovrà  costruirsi  y/  (i*  -4-i*  -Fi*  — 

p*).  Se  il  radicai  proposto  ha  dei  rotti»  è facile  di  liberar- 


sene 


_ fàb*’-^cd'\  . - . ab  cd*  

• y \-Tzrc-)'  “ fzrc="’’  - 

n*  • ù avrà  v^ò(/n-4*n).  Se  si  abbia * 
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•—  — j—  j f si  farà  c*  -t-  d*  n m* , >y/ ( ai  -4-  cd  ) — ‘ 


V(. 

n,  e si  avrà  — p*  ) fatto*^*=:2> . 

500.  Avendo  più  radicali  come  i* 

si  fa  ^{k^-^b*)=zct  quindi  y' ( /’*  ) = n . Per  costruì» 

re  va*c»  farei  ac  =:m*,  e avrei  >s/a*m*  zz>^amzi>i^a^c.  Co» 
4 

sì  /^abcd  si  costruisce  prendendo  ab  = ra*,  cd  r:  n*  onde 
4 4 

t^abcd—  y/rnn  . Infine  v ( H*  ic/l  — a^f) , fatto  ra  r: 

bcfk  ^ t • -V 

/,  diviene  In  generale  ogni  quantità 

composta  di  radicali  del  secondo  grado,  del  quarto , dell’ ot« 
Cavo  ec.,  può  sempre  costruirsi  col  circolo. 

501.  Si  è supposto  fin  qui  l".  che  la  quantità  data  fos- 

£2^  b 

»e  omogenea;  non  lo  essendo,  come  — ; , si  tenderà  ta« 

a ’-\r  c 

le  col  moltiplicarne  i termini  per  diverse  potenze  diy=zi, 
ciò  che  non  cangia  il  valor  della  data,  e si  avrà  — 

502.  Abblam  supposto  s“.  che  la  quantità  data  abbia 
una  sola  dimensione;  se  ne  ha  più,  sarà  facile  di' ridurla  a 
una  sola  quantità  monomia  della  stessa  dimensione . Sia 

— ; prendo  (4P5)  p=  — T~*  pc  = > . . 


m-i-n 


jn-^  n 


abc  -h  cf^ 

M -4-  « ’ 

503  Prima  di  venire  agli  esempj,  si  noti  che  le  quan^  • 
cita  geometriche,  come  linee,  superficie  ec.,  son  date  odi 
posizione,  o di  grandezza,  p di  posizione  e di  grandezza,  » 
quando  o la  loro  situazione,  o la  lor  misura,  o l’una  e l’al- 
tra sono  invariabilmente  assegnate.  Se  una  quantità  dicasi 
.solamente  data  , s’  intende  di  grandezza  i e se  dicasi  data 
un  punto , s’  intende  data  la  sua  distanza  da  una  quantità 
che  è darà  almeno  di  posizione . 

504.  Debba  dunque  condursi  dal  punto  dato  A fuor  delle  ^ 
parallele  EB,  CDIa  tetta  AK  in  modo  che  la  parte  KI  intercetta  ®4' 
da  esse  eguagli  una  data  retta  c.  Condotta  AF  normale  sopra  le  pa- 
rallele EB,CO,  pongo  AF  =:  a,FG  r: i,FK  = sarà  AK[\Z(a*-4- 

«*)];  AF  (a)  : : IK  (c)  ; FG  (i)i  onde  **)» 
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±-~^(c*  — 6*),  il  che  Ha  questa  Coatrutlone.  Col 


centro  G e col  raggio  c sì  descriva  un  arco  che  tagli  in  H 
la  retta  FB , ed  AK  parallela  a GH  sara  la  retta  cercata . 
Poiché  FG  (6):AF  (o)  : : FH  ( V [ <=*  — i*  ] ) : FK  J = 


a 

~b 


^(c* — i*).  Quanto  al  valor  negativo  di  Xy  osservo  che 


l’arco  HM  taglia,  EB  in  onde  anche  AK'  parallela 

ad  MG,  serve  come  AK  a risolvere  il  problema;  e però 
FK'  eguale  e direttamene*  opposta  ad  FK  , da  x zz  — 


^V(c*-6*)(48o). 

505.  Debba  anche  descriversi  un  circolo  che  passi  per 
‘due  punti  dati  A,B,  e tocchi  la  retta  CF  data  di  posizio- 
ne . Il  problema  si  riduce  a trovare  il  punto  M di  contatto , 
dopo  di  che  basta  far  passare  un  circolo  per  A,  B,M.  Con- 
dotta ABF,  che  incontri  in  F la  data  CF , si  divida  AB  in 
mezzo  in  D,  Fatta  FM  = « , FD  c:z  a , AD  — DB::r  b , saia 
— BFx  AFrra*  — ò*  (483J  onde 
da  questa  costruzione.  Sul  diametro  DF  si  descriva  il  semi- 
circolo DGF,  e vi  si  applichi  la  corda  DGrtDB;  sara  FG 
eguale  alla  cercata  FM  ; poiché  FG  = -y/(a*  — 6*):;:FM. 


Fig  ure  simili  • 


5o<5.  Due  figure  son  simili  quando  con  uri  nu- 
mero eguale  di  lati  hanno  tutti  gli  angoli  respettiva- 
mente  eguali , e tutti  i lati  omologhi  proporzionali . 
Onde  i poligoni  regolari  di  un  egua.1  numero  eli  lati* 
e perciò  i circoli  riguardati  come  poligoni  regolari  di 
un  infinità  di  lati,  son  figure  simili. 

^ pdriftietri  di  due  figure  simili  ABCDU  j 
ahede  soti  tra  Iota  conte  ì letti  omologhi  AB, ab,  o 
come  un  egual  numero  di  lati  omologhi  AB  -f-  AE 
DB  ec*,  ah-^ae~^de  ec.  Essendo  AB:  ab::'BG:bc:i 
DG  : de  : ; DE  : de  ec. , la  somma  degli  antecedenti  o 
il  perimetro  della  prima  figura  , è alla  somma  de’  con- 
seguenti o al  perimetro  della  .seconda,  come  AB:ahy 
ò come  AB-t-  AE-?-DE  ec-  : db  -t-  ae  de  ec-  ( 2ia)  . 

, Onde  i contorni  di  due  poligoni  regolari  ABDEFG  * 
el'defg  son  tra  loro  il  lato  AG  ali’  omologo  ùg  ::  la 
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porzione  BAGP  all’  omologa  ba^  dei  perimetri  ; c se  6^. 
C è il  centro  dei  poligoni,  attesi  i triangoli  isosceli  e 
si  mi  li  ACG  , si  avrà  AG  : ag  : : GG  : G^  : : ABDEFG  : 
abA\?J]>  : ; *BAGF  : 

508.  Dunque  le  clrconjèreiìze  son  tra  loro  come 
i raggi,  o come  due  archi  qualunque  compresi  tra  due 
ragcd  GA , CM  ; ma  GM  ; CN  : : AM  : BN  -,  dunque  AMF  : 
END  : : AOM  : BaN  : : AM  : BN  : ; GM  : GN . 

509.  Gli  angoli  A,B  essendo  tanto  più  distanti  tra  loro 
quanto  AB  è più  grande,  il  poligono  sarà  tanto  men  curvo 
quanto  son  maggiori  i suoi  lati,  cioè  le  curvature  dei  poli- 
goni slmili  e perciò  anche  dei  circoli,  sono  in  ragione  in- 
versa  dei  lati  o dei  raggi  (5o7-5°8)- 

510.  Se  dunque  il  raggio  sia  infinito,  la  curvatura  sark 
zero  : ma  un  circolo  di  raggio  infinito  ha  il  centro  ad  infi- 
nita distanza  dalla  circonferenza;  dunque  (430)  i raggi  di 
un  tal  circolo  son  paralleli  tra  loro  e perciò  tutti  normali 
alla  tangente  (410),  che  si  confonde  in  tal  caso  con  la  cir- 
conferenza. 

5 II.  In  due  figure  simili  ABCDE,abcdc  le  dia- 
gonali  AD  , AG  , ad  , ac  , son  proporzionali  tra  lo- 
ro e a'  lati  omologhi  AE  , ae . I triangoli  ADE , ade 
sou  simili  avendo  un  angolo  E = e , e intorno  ad 
esso  i lati  proporzionali  ; dunque  AD  ; ad  : • AE  ; ae  ; 
così  si  troverà  AG  ; ac  ; : BG  : bc  ::  DE  : de  : : AD  : ad 
ec.  In  generale  le  figure  simili  hanno  proporzionali  tut-  ' 
te  le  lor  dimensioni  omologhe.  Onde  per  descriver  so-  ^ 
pra  un  lato  omologo  ad  AB  un  poligono  simile  al  datò 
ABGDEP , si  prenderà  in  AB , prolungata  se  occorra , 
la  retta  Ab  eguale  al  dato  lato,  e condotte  dal  punto 
A le  diagonali  AG , AD , AE , le  parallele  bc  a BG , cd 
a GD,i{e  a DE,^ ad  EF  formeranno  il  poligono  cer- 
cato : poiché  le  figure  ABGDEF , Abcdef  hanno  gli  an- 
goli respettivamente  eguali  e i lati  proporzionali , atte- 
si i triangoli  simili  ABC , Afec , e ACD , Acd  ec. 
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SECONDA? ARTE 

DEGLI  ELEMENTI  DI  GEOMETRÌA 

Si  chiama  Superficie  , o Area  tutto  ciò  chft 
si  coucepisce  con  la  sola  lunghezza  e larghezza . Se 
si  supponga  questo  Libro  diviso  in  due  parti , e ognu* 
na  in  altre  due  ec-  * si  giungerà  a dividerlo  in  ogni  fo- 
glio , e se  r arte  non  possa  più  suddividere , si  concepiran- 
no però  possibili  altre  divisioni  senza  fine,  per  cui  il  fo- 
glio diverrebbe  sempre  più  sottile , benché  sempre  egua- 
le al  primo  in  lunghezza  e in  larghezza . Ha  le  molto 
suddivisioni  confondon  1 idee  e non  si  comprende  be- 
ne ciò  che  chiamasi  infinitamente  grande  c infinita* 
mente  piccolo.  È però  assai  chiaro  che  col  sud- 
dividere» uno  si  accosta  sempre  al  termine  ove  quel 
foglio  non  avrebbe  più  grossezza  alcuna:  a*,  che  per 
giungere  a questo  termine  vi  vorrebbe  un  numero 
veramente  infinito  di  divisioni:  3°.  che  questo  nume- 
ro è impossibile  e che  non  si  arriverà  mai  al  termi- 
ne per  quanto  uno  vi  si  accosti  sempre . Ora  diconsi 
Limiti  della  divisione  quelle  quantità  verso  cui  altre 
tendono  senza  potervi  mai  giungere  : così  la  superfi* 
eie  è il  limite  del  corpo,  la  linea  è il  limite  della  su- 
perficie, e il  punto  è il  limite  della  linea.  Può  dirsi 
ancora  che  la  superficie  d’  un  corpo  è 1’  inviluppo  e- 
steriore  che  Io  ricuopre , e su  cui  cadono  i nostri 
sguardi . Per  determinarne  la  grandezza , cerchiamo» 
la  misura  naturale  delle  superficie  . 

Bisogna  i*.  che  sia  essa  medesima  una  superfi- 
cie a cui  possano  riferirsi  1’  altre  , e serva  in  certo 
modo  di  base  a tutte  le  valutazioni , come  1’  unità  è 
la  base  di  tutti  i calcoli  ; 2”,  che  sia  la  più  sempli- 
ce di  tutte  ed  abbia  perciò  lunghezza  e larghezza  e- 
gtiali  ; or  la  larghezza  si  misura  prendendo  la  distan- 
za dell’  estremità  parallele  • che  è la  perpendicolare 

(4°4)i 


Digitized  by  Google 


)(  *93  )(  fig. 

(404);  dunque  la.  misura  della  superficie  è un  Qua- 
drato più  o men  grande , che  sempre  si  prende  pef  uni- 
tà di  superficie:  così  la  superficie  di  un  pollice  in  lun- 
go c in  largo  è la  misura  delle  superficie  valutate  a 
pollici  quadri,  e la  superficie  di  un  piede  quadro  ha 
144  pollici  quadri.  Di  qui  è che  si  nomina  Quadra- 
tiua  la  valutazion  d’  una  superficie  qualunque,  ed  il 
problema  sì  celebre  della  quadratura  del  circolo  con- 
siste in  trovare  un  quadrato  eguale  in  superficie  ad 
un  idato  circolo . In  generale  quando  vuol  misurarsi 
una  superficie  , si  dee  cercar  quante  volte  essa  con- 
tiene il  quadrato  unità  . 

513.  Misurare  il  quadrato  ABCD , diverso  da 
ahed  che  è il  quadrato  unità . Presa  BF  —bc  e con- 
dotta  a BA  la  parallela  FE,  il  rettangolo  BE  contie- 
ne tante  volte  il  quadrato  abed , quante  la  base  AB 
contiene  la  base  ab.  Dunque  se  abcd  = s,  saràBE: 
5:;AB:i,  e BE  = AB  xs:  ma  la  superficie  del  qua- 
drato totale  AG  contien  tante  volte  il  rettangolo  BE, 
quante  la  linea  AD  o AB  contiene  AE  o ad  ; dun- 
que AC  : BE  ( = AB  x s ) : : AB  ; i , e però  AC  = 
AB*xs,  e poiché  s = i,  sarà  AG  = AB*  : cioè  il 
quadrato  è il  prodotto  del  quadrato  unità  per  il  qua- 
drato delle  unità  di  un  de'  suoi  lati . Non  eguaglia 
dunque  il  quadrato  d'  un  de'  suoi  lati , mentre  noA  si 
moltiplica  mai  una  linea  per  un’  altra  : ma  poiché 
quest'  espressione  è usata , noi  pure  1 adopreremo . 

514.  Posto  ciò,  il  rettangolo  AD  è il  prodotto 
della  sua  base  AB  per  la  sua  altezza  AG  j poiché  il  ^ 
quadrato  AE  descritto  sul  lato  maggiore  AB,  conter- 
rà tante  volte  il  rettangolo  AD , quante  AF  contie- 
ne AG;  dunque  AE: AD:: AF; AG,  ed  AD  = . . . 


AF 


Ag 


AB  X AG . 


Così  se  AB  = 2 


pollici,  AG  = 3 poli.,  sarà  AD  = 21  pollici  quadri. 

515.  Onde  1 . il  triangolo  rettangolo  ABC  è il 
prodotto  della  sua  semialtezza  per  la  base,  perchè  il 
triangolo  BDC=;ABG  (450);  a"*  un  triangolo  fua- 

Bb 
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lunqué  ABC  è il  prodotto  d un  de  suoi  lati  AG  per 
la  seminormale  BD  condotta  dall'  angolo  opposto  B 
su  questo  lato  prolungato  > se  è necessario  ; perchè 

ABD  =■-  “ BD  X AD , e GDB  = — BD  xDC  ; dunque 
CDB  ABD  = ABC  = j BD  ( DG  =t  AD  ) = 
-BDxAG- 

tyi6.  Dunque  un  parallelogrammo  AD  è il  prodot- 
ZZ-'  to  della  base  AE  per  la  distanza  BC  dei  lati  paralleli 
AE  , BD  . 'Infatti  condotta  la  diagonale  BE , si  ha 
. AD  = aAEB  (451)  =AExBC. 

517.  Il  trapezio  ABCP  è il  prodotto  della  semi- 
somma  de'le  sue  basi  parallele  AD,BC  per  la  lor  di- 
stanza CP;  poiché  condotta  la  diagonale  AG,  si  a- 

rrà  ABC  = -AExBG  = - BG  xCF,  e ACD  = 

-ADxGF;  dunque  ABC -t- ACD  r=  CF  ( BG  -k 
ÀD)  = ABGD. 

518.  Il  poligono  regolare  è il  prodotto  del  suo  pe- 
rimetro per  la-  seminormale  condotta  dal  centro  sopra 
un  de  lati;  poiché  i raggi  dal  centro  agli  angoli  divi- 
dono il  poligono  in  tanti  triangoli  eguali  e simili 
quanti  sono  i lati:  ma  ciascun  di  questi  triangoli  è 
il  prodotto  del  lato  del  poligono  per  la  scininormale  j 
dunque  il  poligono  è il  prodotto  del  perimetro  per  la 
scminormale  stessa.  Onde  una  porzione  BGG  del  po- 
ligono, compresa  tra  due  raggi  CB,CG  e 4 lati  BA, 
AG,  è il  prodotto  di  BA-j-AG  per  la  seminormale. 

519.  Dunque  il  circolo  è il  prodotto  della  circon- 
jèrenza  per  il  seiniraggio , c il  settore  è il  prodotto  del 
semiraggio  per 'V arcò  che  lo  termina.  Perciò  per  aver 
la  quadratura  del  circolo  l)isoguerel)be  conoscer  la  ra- 
gione del  raggio  alla  circonferenza  , la  quale  non  si 
e potuta  determinare  che  per  approssimazione  ; e si  è 
trovato  oho  il  diametro  d’  uu  circolo  su  alla  sua  cir- 
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«onferenza  presso  a poco  come  -r  a 22 , © come  iij 
a 355  , o più  esattamente  come  i a 3>i4i592Ó5358 
9Z932384<526433832795o2884I97i(S9399375io582o9^ 
49445923078 16406286208998Ó28034825342 1 i7o6';98 
21 480865 1327230Ó647 0938446,  approssimazione  qea-, 
si  infinita  . • 

Poiché  r uso  tli  questo  numero  è frequentissimo , 
ne  a^giunghiarao  il  logaritmo,  cioè 

^3,1415  ec.=^ 0,49: 14  98726  94133  85435 

520.  Sia  jT  =3,14159  ec.;  sarà.  1 : jr  la  ragion 
■ del  diametro  alla  circonferenza . Sia  r il  raggio  d’  un 

circolo  -qualunque , e si  avrà  i : tt  : : 2c  : 2rsr , sua  cir- 
conferenza . La  superficie  è tt»  * (5^9)' 

521.  Come  per  il  diametro  I si  baia  circonferenza x ~ 
3,1415926,  così-per  il  raggio  1 si  avrà,  una  semicirconfe- 
renza espressa  parimente  per  w.  Chiamato  dunqae  y il  nu- 
mero dei  gradi  o minuti  o secondi  ce.  della  semicirconfe- 
renza, a il  numero  dei  gradi  cc.  di  un  arco  dato,  ed  * 1’  ar- 

co  stesso  in  parti  di  raggio,  sara  y ::  g-.x—"^  . Perciò 

fatto  y — 180,=:;  10800  648000,  secondcrchè  o- sarà  espres- 

so in  gradi  o minuti  o secondi,  avremo  ^ rr  are.  1°,  ~ 

are.  zzare,  l",  in  parti  del  raggio  l,  ed  x zzg are.  1°.  ec. 
La  Tavola  degli  archi  ridotti  in  pa«i  di  raggio  si  troverà, 
sul  fine  di  questo  Libro , pag.  XXXVI.  Osservisi  pero , che 
se  il  raggio  è o,  si  ha  xzzag.arc.  1°.  ec.  Così  trovjetcmo 
'36o°~3óo  a.arc.  I*.  cc. 

522.  All’incontro  se  dato  l’arco  x in  parti  di  raggio, 

’ *yx 

si  cerchi  l’arco  stesso  in  gradi  e minuti,  si  ^sx\gzz-~. 

Chiamando  r°,r',r"  il  raggio  l e.spre,sgo  in  gradi  o mi- 
nuti cc.  ed  essendo  7t:  1 ::  y°; /"  r' : :y":  r",  ovvero  ge- 


neralmente r=  — (521),  si  avxk-^z;a:r“,=:x/  Cfi. 

■K  are. 

xr°  x)'^  ' !,• 

«ppure  se  il  raggio  è aygzz——)  — come  e chiaro. 

Per  ficilitar  questi  calcoli , ecco  i logaritmi  degli  archi  ri- 
dotti in  patti  di  raggio,  e del  raggio  ridotto  in  archi 
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lare.  1®  =8,24187 9C>82:  78455  r®  = co?.  are.  l’ = 1,758 12  20334 
l are.  I ' = 6^46372  6 1 1 7 2 07 1 84  ! 5204  Z / = col.  are.  I ' = 3.53627  38827  ej 
l are.  l"=  4.63557  48668  23540  51953  Z r"=  col.  are.  l"iz  5,31442 5 133K 
Di  qu)  si  trova,  fatto  •=  I , che  il  raggio  | diventa 
^=57“, 296  = 57®,  1 7% 44"»S =236265". 

523.  Un  poligono  irregolare  si  divide  in  triango-^* 
li , e la  loro  somma  ò il  poligono  proposto  i ciò  è e- 
vlJente . Ma  se  si  voglia  un  triangolo  eguale  al  dato 
p tligono  ABGDE , condotta  la  diagonale  CE , la  pa-  ' 
rallela  CE  a DG  che  incontri  in  G il  lato.  AE  pro- 
lungato , e poi  CG , sarà  il  triangolo  CGE  = CDE 
per  la  base  ed  altezza  eguali  ; dunque  ABCDE  = 
ABCG . Condotta  ora  la  diagonale  CA  , la  parallela 
BP  e congiunta  CP , si  proverà  egualmente  il  trian- 
golo FCG  = BCGA , e perciò  eguale  al  pentagono 
dato  : c poiché  con  questo  metodo  si  può  ridurre  qualsi- 
voglia poligono  in  un  triangolo , ed  è facile  di  far  d’ un 
triangolo  un  parallelogrammo,  d’ un  parallelogrammo  un 
rettangolo,  e d’un  rettangolo  lui  quadrato,  può  sempre 
trovarsi  la  quadratura  esatta  di  tutte  le  figure  rettilinee  > 

Ecco  ora  alcuni  evidenti  teoremi , molto  utili  nella  Sintesi . 

I.  Se  la  retta  FE  sia  divisa  comunque  in  A , il  ret- 
tangolo FExEA  sarà  eguale  al  rettangolo  FAxAE  col 
quadralo  di  AE;  cioè  fatta  FA  = n,AE  = t,  sarà  (a-4* 
h)b  — ah~i-y.  , 

IL  Poste  lé  stesse  cose,  il  quadrato  di  FE  sarà 
eguale  ai  quadrati  di  FA  , AE  col  doppio  rettangolo 
X''A  X AE  ; cioè  ( a -t- 1)*  u*  -4*  nab  h-  t * . 

Onde  se  sia  6 = a,  verrà  (a-f  a)’=a*-f2U*-+ 

= cioè  se  FE  sia  divisa  in  mezzo  ^ il  quadra- 
to di  FE  sarà  quadruplo  del  quadrato  di  FA,  e i qua- 
drati di  FA , AE  saranno  eguali  al  doppio  rettangolo 
FAxAE. 

Ma  se  a !>  5 , fatto  a-^hi=  c,  sì  avrà  a*  — 

2u^  -4-  6*  =r=  c* , onde  a*  — 2ab-i-b'  > o,  e quintU  a'  -v- 
h*>-2a6:  cioè  se  FE  non  sia  divisa  in  mezzo,  i qua- 
drati di  FA,  AE  saranno  maggiori  del  doppio  rettango- 
lo FAxAE. 
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m.  Poste  le  stesse  cose,  il  quadrato  dt  FE  ^j/'à  * 

filale  ai  rettangoli  FE  x EA  ed  EFxFA:  cioè  ( a •+  f ^ 
i)*  = ( a--f  6)«h- (a-+ & ) è»  . 

IV.  Poste  le  stesse  cose,  i quadrati  di  FE,AE 
saranno  eguali  al  doppio  rettangolo  FExEA,  e a/  qua- 
drato iiFA;  cioè  (a-«-6)*-4-i*a=  2&  (a a* 

Y.  Se  la  retta  DA  sia  divisa  in  mezzo  in  G e co- 
munque  in  F,  il  rettangolo  AVxFB  col  quadrato  di  FG 
sarà  eguale  al  quadrato  della  metà  DG  : cioè  fatto 
AG  = a,GF  = fc,  sarà  (a-fZ>)(a  — Z>)h- f>’=  a*. 

VI.  Poste  le  stesse  cose,  i quadrati  di  AF,FD 
saranno  doppj  dei  quadrati  di  AG,GF:  cioè  ( a -h ìv  -h 
(a— Z,)*  = a(a"-+6»).  ^ 

Vn.  E la  differenza  dei  quadrati  di  AP,FD  sa* 
rà  quadrupla  del  rettangolo  di  AG  X FG  : cioè  (a~h 
by^(a^by=^4ab. 


Vin.  Se  alla  retta  FE  divìsa  in  mezzo  in  A si 
ziTiisca  la  retta  £G  , i quadrati  dì  FG , GE  saranno 
doppj  dei  quadrati  di  FA , AG  : cioè  fatta  FA  = a , 

EG  = 6,  sarà  ( = 

IX.  Poste  le  stesse  cose,  il  rettangolo  FGxGE 
col  quadrato  di  AE  sarà  eguale  al  quadrato  di  AG: 
cioè  a*  = (a*4-&)* . 


ts- 


Paragone  delle  superficie . 


524.  Se  B,6  sono  le  basì,  ed  A,  a l’ altezze  di- 
due  triangoli , la  loro  superficie  sarà  S ;=  ~ , 5 =a 

ha 

— \ dunque  S;s::BA^5n.  Onde  T.  le  superficie  di 

due  triangoli  sono  in  ragion  composta  delle  basi  0 
delle  altezze  : 11°.  due  triangoli  con  la  stessa  base  o 
basi  eguali  son  come  1’  altezze  ; poicliò  B ==  & dà  S : 
■s::A:a.  Ili®,  due  triangoli  con  altezze  eguali  son. 
come  le  basi;  poiché  A = a dà  S:.<::B:Z>.  IV°.  due 
triangoli  sono  eguali  in  superficie  1°.  .«c  tta-  drie  lati 
eguali  a due  lati  abbian  1’  angolo  supplemento  l’ im 
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dall’  altro  j poiché  uniti  i due  angoli  insieme , sari 
iBA  = fccT,  ondo  S = s’;  2°,  se  le  lor  basi  e le  loro 
altezze  sono  in  ragione  inversa  ; poiché  :b  ::  a:  A\ 
da  ba  — liA  ed  S = 5.  V°.  due  trians^oli  siiniti  stan- 
no  come  i quadrati  delle  lor  dimensioni  omologhe  ; poi- 
ché in  questo  caso  B : : : A : a ; dunque  S : 5 : ; B*  t- 
h'  ::  A" 

525.  Onde  1°.  il  triangolar  equilatero  circoscritto  è 
quadruplo  dell’  iscritto,  poiché  il  lato  dell’ uno  è doppio  del 
lato  dell’altro  (464):  3".  il  quadrato  circoscritto  è doppio 
deir  iscritto , perché  chiamato  r il  raggio  del  circolo,  i lor 
lati  sono  2;- , j-y^3 f 459 . 4Ó4 J ; ora  (2r/  è doppio  di  {r/s/o.f'. 

530.  Se  due  triangoli  BAC, iac  hanno  un  angolo  egfla- 
^ le  A,  a,  saranno  tra  loro  come  i prodotti  de’ lati  intorno 
all’ angolo  eguale.  Poiché  condotte  le  nornvali  BD,M  sui 
lati  AC  , ac , Sara  BAC  : bac  : : BD  X AC  :bdxaci  : AC  : ac  X 

bd  . . ...  ...  . , bd  ah  . 

ma  i triangoli  simili  ASD^ahd  danno  dun-- . 

dc  ^ qJ} 

, que  BACrAac::  AC  : ::ACx  AB:  ac X ai. 

Per  farne  un’applicazione,  debba  condursi  dal  dato  pun-, 
to  B la  retta  BF  in  modo  che  il  triangolo  ACD  resti  divi- 
,so  in  due  parti  AEF,EFDC  nella  ragione  di  min.  Poiché 
AEF  ; EFDC  ; : m : n , saia  AEF  -t-  EFDC  ( = ACD  ) : AEF  : t 
t«-4- n ; m : : AC  X AD  : AE  X AF . Condotta  ora  BI  parallela  ad 
AC,  e fatte  BI  ~ a , AI  — c , AC  — /> , AD=  rf  e AF::^:  a?,  i 
triangoli  simili  AEF  , BIF  daranno  FI  (x-l-c):IB  (a)  :: 


FA  (*):  AE  = 


— ; onde  ni  H-  n : m ::bd: c però 

‘ C X c 


hdmx  bdem 

* r - f ; — ; dunque  x — ». 

a\m-+n)  a[m-hri  ) ^ 

bdni  dz  1 b^d*m^  Aabdrnc  ( m -i- n)2 

—7 . Di  questi  due  raion 

2a  ( n»  •+  « ) ^ 

il  solo  po.sitivo  scioglie  il  Problema.  Per  saper  ciò  che  l’al- 
tro significa,  si  osservi  che  se  AC,AD(6,d)  fossero  nega'^ 
live,  cioè  divenissero  AC',  AD',  non  si  cangierebbe  l’equ-a- 
zione  trovata;  onde  ella  insegna  anche  a condurre  dal  pun- 
to B la  retta  BF'E'  che  divida  il  triangolo  A'D'C'  nella  ra- 
gione di  m:n.  Dunque  il  valor  negativo  significa  AE'  di- 
rettamente opposta  ad  AF  (480).  Se  il  punto  B fosse  sul 
lato  AC  come  in  E,  sarebbe  AI  (c)  = o,  e AF  = a; 
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FIG. 


a{  m->r  n ) 


— e se  questo  punto  fosse  dentro  al  triangolo, si  fa- 


rebbe c negativa . 

53^.  /n  due  figure  simili  Z’  aree  Son  proporzio- 
nali ai  quadrati  delle  loro  dimensioni  omologhe.  Poiché 
se  A , B ed  a , Z?  sieno  le  due  dimensioni  omologhe  il 
cui  prodotto  da  1’ aree  S,s'  delle  ligure,  sarà  S;»:: 
ma  per  la  natura  delle  ligure  simili,  A:a;: 
B:Z>;  dunque  S:s::A^:a~::B^:b^. 

538.  Onde  1°.  I circoli  sono  come  i quadrati  de'  rag- 
gi, de' diametri,  delle  circonferenze,  in  generale  delle  loro 
dimensioni  omologhe  ; 2°.  Una  figura  qualunque  ALMNC 
(a)  costruita  sull’ ipotenusa  AC  d’^un  triangolo  rettango- 
lo, eguaglia  la  somma  delle  due  ligure  simili  AUFGB 
{b)y  BHIKG  (c)  costruire  sui  lati.  Poiché  a ; AG’^  : : Z>  : 
AB*  : : c ; EC*;  dunque  a:b-+c  ::  AG*  ; AB*  -4-  BG*  : ma 
AG*=  AB*-t-  BG*;  dunque  a—b-hc.  Onde  il  semicirco- 
lo AGB  sull’ ipotenusa  AB  eguaglierà  i semicircoli  AGD, 
BCF  sui  lati  AG,  GB,  e tolte  le  parti  comuni  AEG  A, 
CGBC , gli  spazj  curvilinei  ADCEA  -+  OFBGG  sono 
eguali  al  triangolo  ABG  . Questi  .«pazj  si  chiamano  le 
'Lunule  d*  Tppocrate  . Ecco  altri  teoremi . 

I.  D'i  due  polìgoni  regolari  2mCZX,‘2nCZF  circoscrit- 

ti ad  un  circolo,  il  maggiore  è gniCZX  che  ha  il  minor  nu- 
mero m di  lati.  Chiamo  T,t,t'  i triangoli  CZX,CZF, 
CFX,  cd  S,s,s'  i settori  CZr , C7,f,  Cfr , onde  T — t-ì-t' , 
S — s~hs':  e poiché  t'  >■  CFR  e CTF  > t,  saia  ( 180;  t'  i 
e >■  CFR  : CTF  ; ma  CFR  : CTF  ::s'  :s  { 528  ) ; dunque  t':t>- 
s'  : s e cioè  T : t > S : s ovvero  2/tjT  : 

2/Jt  >2’nS  : 2«i-;  ed  essendo  2«S:=i2«s  perchè  i poligoni  son 
circoscritti  allo  stesso  circolo,  avremo  2otT>2/it. 

II.  Il  circolo  è medio  proporzionale  tra  due  jjoligoni 
regolari  simili,  L'uno  circoscritto,  V altro  isoperimetro.  Po- 
sto r il  raggio  del  circolo  e 23  il  perimetro  del  poligono 
circoscritto,  saranno  r'7T,qr  le  lor  superficie.  Sia  p l’ isopc- 
iiinctro  al  circolo,  e chiamata  r'  la  sua  normale  dal  centro. 


:9- 


,fx 

sarà  — (527  ) =rr'jT  (5l8),  onde  «'  = -7"  e p = . . . 

: ora  or  : / : . Onde  come  qr  > r*7r , anche 

2 2. 
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r*7T  > , cioè  il  circolo  è il  massimo  di  tutti 

9 


poUgorà 


isoperimetri . • 

III.  Di  due  poligoni  regolari  isoperimetri  quello  che  ha 
più  lati  è maggiore.  Siene  p,p'doe  isoperlmetri  d’uno  stes- 
so circolo  r*T  , c P , P'  due  a lui  circo.^critti  relativamente 
simili  agli  isopcritnetri  : avremo  (II)  r^x  — Pp  — f'p'  e sup- 
posti i piu  lati  in  p,P,  saia  (I)  P'>P-,  dunque  P':P'p'  >• 
PjPj3,  cioè  l:p'>l:p  e p > p' . D’onde  pur  si  deduce 
che  il  circolo  avendo  infiniti  lati , è il  massimo  de’  suoi 
isopctimetri . 

529.  Sciogliamo  ora  alcuni  problemi.  I.  Trova- 
re una  figura  ALIMNC  simile  a due  date  ADFGB  , 
BUIKG  e loro  somma.  Posti  in  angolo  retto  i lati  o- 
«lologhi  ADjlìG,  sarà  AG  il  lato  omologo  della  fi- 
gura cercata , che  con  ciò  si  descriverà,  facilmente 
(^n).  Onde  itn  circolo  è eguale  a due  dati  se  es- 
sendo AB  , BG  i lor  diametri , l' ipotenusa  AG  sia  il 
suo  • 


IL  Trovare  una  figura  simile  a due  date  e loro 
differenza  , Sul  lato  AG  della  maggiore  si  descriva 
un  semicircolo , in  cui  si  applichi  il  lato  omologo  BG 
della  minore , e sarà  AB  l' omologo  della  cercata  i 
poiché  AB*=AG*  — BG^.  Onde  può  aversi  un  Gir- 
celo eguale  alla  differenza  di  due  dati . 

III.  Trovare  una  figura  simile  a molte  date  e loro  som- 
ma o differenza.  Sieno  A,B,D  ec.  ilari  delle  figure  da  som- 

.tnarsi,  ociologhi  ad  a,b,d  ec.  di  quelle  da  sottrarsi,  ed  x 
l’omologo  della  richiesta;  sarà  **rr A*-f  ec. — a*  — 

— d*  ec.  quantità  facile  a costruire  (498).  Può  d.uaque 
farsi  un  circolo  che  sia  somma  o differenza  di  quanti  circo- 
li V vorrà . 

IV.  Trovare  una  figura  simile  a una  data  che  sia  a 
quella  nella  ragione  m:n.  Chiamo  a un  lato  della  data,  ed 
X r omologo  della  cercata  : dunque  : x*  : : m : n , ed  a;  = 

— fJmn.  Onde  possono  aversi  due  circoli  in  una 

cagione  anche  incommensurabile  m:n. 

^ j V.  Dato  il  perimetro  p e la  diurnale  a d'  un  rettan’- 

“ ’ gaio  AD,  trovarne  la  superficie  e i lati.  Sia  AB  — *,BD  — 

P P 

e si  avrà  a?  -t-  ^ ^ H-j»*  =; c* , onde  = — — * =; 
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)(  20 1 X 

— 4’*)>  quadrando  e risolvendo  si  trova 

VI.  Dati  i tre  Iati  d'  un  triangolo,  trovarne  la  super» 
fide.  Sia  AC  rr  <2,  AB  — i , BC  — c,  la  normale  BD  — a-,  <^a- 
ra  AD-V(i"--t*J>  = — x*) , AD -f  DC  ^ c = 

— **),  e però  ;c  — ^ 


Ha 


b"^  — c')-],  e la  superficie  cercata  4 — — V [ 4a®i* — 

• > ‘■^  4' 

( a'- H- i’- n =(390  . XXXI.  ) -i  V [ (i-'H-c- a)  ( a H-c - 

b){a-^-h  — c ) (u-h  t )].  Sia  I4  semisomma  dei  tre  lati 
a — {-  h c ^ 

-' ^ » « 9»ra  — Ha  — h-^c  — 0,23  — ~ a 

c — h ,‘lq  — He  a ~h  h ~ c’,  onde  s rr  /,/ [ 3(3  — a)(fj  — l,) 

( <j  — c)].  Se  C'N  è il  raggio  del  circolo  iscritto  nel  trian- 
golo ABC,  condotte  C'B,C'A,C'C  e le  normali  C'M.C'P, 
saia  il  triangolo  ABC  =:  AC'B  -4  BC'C  -+  CCA  ~ s =z  C'N 

; dunque  C'N  

'Y , c poiché  se  1 angolo  A’è  - 

retto,  C'N=:3  — c (445),  sarà  3 : 3 --a  ::  j — i: 3 — c. 

VII.  Data  l ipotenusa  d'  un  triangolo  rettangolo  e la 
ragion  dei  du^  lati,  trovarne  l’area.  Sia  ACrra  ^BC  : AB::  g 

in  : 72 , AB  = X,  sarà  BC  = — e si  avrà  ;s*  -4-  -- 

Tt  • 71’ 


c‘ 


onde  e l’area  richiesta— — = — — . . 

-+•«  272  2 («*-4- 72»; 

vili.  Data  la  ragione  e la  somma  dei  tre  lati  d’  un 
triangolo,  trovar  V area.  Sia  AC=  AB  = ^ , BC  = z,  il 
perimetro  p — ar-h^-f-z,  la  ragione  dei  Iati  * :jy  : ilj:  : a : i : c, 
sarà  »4->4-a(=:p):a 4-ÒH-c  ::» : a:  :j: ò : :s  : c , e perciò 
. «p  bp  ''cp 

“ - TtiT-^Tc’ ^ ”=^'247’-  ‘ 

l’area  ( VI  ) . 

IX.  Dato  il  perimetro  d’  un  triangolo  rettangolo  e la  ra- 
gion dell’  ipotenusa  alla  somma  dei  lati,  trovar  V area.  Sia 
p il  perimetro,  AC  = a-,  ABtz;;,  BC  = z;  sarà  a’ 4- a :: 772 : „ 
w > e però  a 4-  ^ 4-  s ( = p ) : .v  : : >n  4-  72  ; vi , onde  a ° ’ 

Cc 
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T7W  , __ 

— - — ,y~{-zzz ,y 

m H-  TI  ITI  — f-  u 

,~.,x 


■ 2ji 


— -pr;  dunque  l’ area  cercata  — 

(r//-J-n)'  * 3 4V7i-fa' 


Superficie  Piane. 

530.  T.a  superficie  piana  0 il  Piano  è quello  in 
cui  posson  condursi  per  o^ui  verso  delle  linee  rette: 
onde  il  piano  è tra  le  superficie  ciò  che  la  retta  è 
tra  le  linee . Ma  per  farne  un’  idea  distinta , conce- 

^ plsco  il  triangolo  rettangolo  snhLinic  ABL'  che  giri  iii- 
torno  ad  AB  : se  nella  sua  rivoluzione  la  retta  BP 
lasci  le  vestigia  del  suo  passaggio , queste  saranno 
tutte  in  un  piano  circolare , mentie  quelle  dell  obli- 
qua AP  formeranno  una  superficie  convessa. 

531.  Da  questa  descrizione  risulta  i“.  che  se  u- 
na  retta  ha  due  punti  comuni  con  un  piano , tutti  gli 
altri  ancora  son  nel  medesimo  piano , e che  perciò 
la  retta  e il  piano  prolungati  son  sempre  confusi:  3** 
che  una  retta  AB  normale  a un  piano,  lo  ò a tutte  le 
rette  FB , GB , DB , HB , LB  che  sono  in  esso  e passa- 
no per  r estreniitìi  B delia  retta  ; onde  da  un  punto  A 
fuori  del  piano  una  sola  normale  AB  può  condursi 
sul  piano  stesso , altriménti  sj  potrebbero  dal  mede- 
simo punto.  A condurre  due  normali  AB , AF  sulla 
medesima  retta  FB , il  che  è assurdo  : si  proverà  e- 
gfiahneute  che  da  un  punto  B del  plano  una  sola 
normale  può  alzarsi  sopra  di  esso:  3°.  die  la  distan- 
za da  un  punto  a un  piano  si  misura  dalla  normale 
condotta, da  questo  punto  sul  piano;  4“.  che  due  ret- 
te AB,MN  inclinate  egualmente  dalla  medesima  par- 
te sul  piano  PQ , son  parallele  , perchè  gli  angoli 
ABC  , MNC  sono  eguali . 

S33-  Se  due  piani  si  tagliano  , la  loro  intersezio* 
ne  comune  è una  linea  retta:  è una  linea,  perchè  i 
due  piani  son  superficie  e non  hanno  grossezza  ; ed 
è retta , perchè  so  per  due  punti  A , B comuni  ai  pia-. 
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fil  si  conduca  la  retta  AB,  questa  dovrà  essere  fteH’u-  83. 
nn  e nell’  altro  piano  ; dunque  è la  loro  intersezione 


comune . 


533.  Dunque  tre  punti  B,A,C  non  posti  in  lU 
tiea  retta  determinano  la  posizione  d'  un  piano  BG  j 
poiché  può  esservi  un' infinita  di  piani  diversi  HA» 
BG,-  coi  due  punti  comuni  A,B,  ma  un  solo  di  que- 
sti piani  può  passar  per  il  punto  determinato  C.  On- 
de 1°.  tre  punti  non  posson  esser  comuni  a più  d’uct, 
piano,  se  non  sieno  in  linea  retta:  3*.  due  rette  CA, 

AD  che  si  tagliano,  ^ono  in  un  medesimo  piano  PQi 
poiché  i tre  punti  C , A , D determinano  la  posizione 
delle  due  rette  CA  , AD  ; onde  un  angolo  CAD  de- 
termina la  posizione  d’  un  piano  : 3''.  una  retta  AB 
normale  a due  rette  FB,*GB  nel  loro  punto  d' inter-  gj. 
sezione  , è normale  al  piano  PQ  che  esse  determi- 


nano • 

534.  Suppongo  ora  che  due  piani  si  seghino  nel- 
la retta  AB,  e condotte  CA^DA  normali  ad  AB  nei 
piani  CG  , DH , 1’  angolo  CAD  misurerà  1 inclinazio- 
ne dei  due  piani  DH,GG,  la  quale  perciò  si  misu- 
ra come  quella  delle  rette;  onde  un  piano  cho 
ne  incontra  un  altro,  fa  con  esso  due  angoli , la  cui 
oomina  è 180°:  2°.  nell  intersezion  di  due  piani  gli 
angoli  al  vertice  son  eguali  : 3*.  se  più  piani  si  ta- 
glino sulla  Stessa  retta  ^ la  somma  di  tutti  gli  angoli 
sopra  e sotto  1 intersezione  è di  360*  : 4°.  un  piano 
che  ne  taglia  due  o più  paralleli , fa  con  essi  gli  an- 
goli alterni  eguali  ec. 

535.  3e  un  piano  tagli  due  o più  piani  paralle- 
li , le  rette  d’ intehezioue  saran  tutte  parallele  , al- 
trimenti prolungate  s’incontrerebbero,  e i loro  piani 
non  sarebbero  più  paralleli . 

536.  Se  il  piano  GG  è normale  al  piano  PQ  » 

€ da  un  punto  B dì  GG  si  condnea  la  nonnàle  BA 
sull’  intersezione  comune  FC , sarà  BA  normale  al 
piano  PQ  ; puichò  se  nel  plano  PQ  si  conduca  da  A „ 
la  DA  normale  a GA^  X angolo  BAD  saia  retto  a ”5". 
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83-  cagione  dei  piani  normali  : dunque  BA  sari  nomiate 
alle  due  rette  CA  j AD  j e perciò  (S33)  al  loro  pia- 
no l’Q  . 

Se  due  piani  DH  , CG  son  normali  ad  un 
terzo  l’Q , lo  sarà  anche  la  loro  intersezione  BA  ; poi- 
ché in  tal  caso  BA  è normale  alle  due  rette  CA,  AD; 
dunque  anche  al  piano  PQ. 

Lince  rette  tagliate  da  Piani  paralleli . 


84 


«>38.  Se  da  uri  punto  A si  conducano  a traverso 
■ di  due  piani  paralleli  VQ,pq  quante  rette  si  voglia 
AdD  , AJ'F  ec. , saranno  tutte  tagliate  proporzional- 
mente ; e le  ligure  DFGEH , djgek  saranno  simili  ; 
poiché  fatto  passare  un  piano  per  i tie  punti  A, 
D,F,  le  sue  intersezioni  coi  piani  paralleli  PQ»p? 
saranno  le  rette  parallele  DF  , i(/*  ( 535  ) } dunque  i 
triangoli  ADF  * Ail/‘ saranno  simili.  Lo  stesso  si  pro- 
verà de’  triangoli  AFG , A/^- , AEG , Ae/?-  ec.  ; onde 
AD  : Ad  i : DF  df\-.  AF  : AJ\  ; FG  ’.fgi  : AG  : Ag  ec.  : : 
le  perpendicolari  AB , Ah  coridotte  da  A sui  piani 
PQ , pq  ; a",  essendo  DF  : df:  :'AF  : Af\  ; FG  :J^g  : : ec. , 
si  ha  DF  ; df-.  : FG  :fg  : : EG  ; eg , ec.  Ora  se  si  con- 
ducano DG,dg-,  si  proverà  (470)  che  i triangoli 
ADG , Ad^  son  simili , e perciò  AD  i Ad  : : DGtdg-  : : 

: df-.'.FG-.fgi  dunque  i triangoli  DFG,  d/g  hanno 
tutti  i lati  omologhi  proporzionali , e perciò  son  si- 
mili, onde  l’angolo  F =f;  si  proverà  lo  stesso  de- 
gli angoli  G,g,  ed  E,c,  ec. ; dunque  tutti  gli  an- 
goli della  figura  DFGEH  son  re.spettivamente  eguali 
a quelli  della  figura  djgeh  : ma  per  altra  parte  tutti  i 
loro  lati  omologhi  son  proporzionali  ; dunque  esse  son 
simili . 

539.  Dair esser  l’angolo  "F  =f  bì  deduce'  che 
se' due  angoli  DFG, d^‘ hanno  i loro  lati  re.spettiva- 
mente paralleli , .saranno  eguali  benché  situati  in  di- 
versi piani . E dall’  esser  simili  le  figure  DFGEH , 
djgeh  segue  che  le  lor  superficie  stanno  fra  loro  : : 


Digilized  by  Googl 


}(  20^  FIG. 

I)P*  :i(f*  : : AD*  : Ad*  ::  il  quadrato  BA*  della  distati-  84. 
za  del  punto  A dal  piano  PQ , al  quadrato  Z>A*  del- 
la distanza  del  medesimo  punto  A dal  piano  pq\  e 
perchè  la  ragione  di  AB*  ; A6*  è costante  per  lo  stes- 
so punto  A qualunque  sia  il  numero  delle  rette  AD, 

AF  ec. , le  superficie  delle  figure  DFGEH , dfgeh  sa- 
ranno sempre  fra  loro  nella  ragione  costante  di  AB*: 

Ah* , e i loro  perimetri  nella  ragione  parimente  co- 
stante di  AB: Ah-  Che  se  le  rette  AJD,Aj^F  ec. 
in  vece  di  partir  dal  punto  A sieno  parallele  , tutte 
le  rette  dD  ec.  saranno  eguali , e le  figure 

diverranno  eguali  e simili . 


TERZA  PARTE 


ÙEGLI  ELEMENTI  DI  GEOMETRÌA* 

540-  Si  chiama  Solido  ciò  che  ha  le  tre  dimen- 
sioni dell’  estensione . Un  solido  può  fcrtmarsi  con  va- 
r j piani  talmente  uniti  ne’  loro  angoli , da  chiuder  per 
ogni  parte  uno  spazio;  allora  si  avrà,  un  Poliedro  le 
cui  ^iccic  saranno  i piani  che  concorrono  a formarlo, 
e i cui  angoli  solidi  risulteranno  dal  concorso  degli 
angoli  piani . Se  il  poliedro  ha  quattro  faccie , si  no- 
mina Tetraedro , se  ne  ha  sei , Esaedro  ec.  Quando 
tutti  gli  angoli  d’  un  poliedro  son  eguali , c tutte  le 
sue  faccie  son  piani  eguali  e simili , il  poliedro  è re- 
golare  • , , . 

541.  Si  misurano  gli  angoli  solidi  col  prender  la 
somma  degli  angoli  piani  che  gli  formano.  L’  angolo 
solido  B per  esempio,  ha  per  misura  la  somma  dei  _ 
gradi  degli  angoli  piani  ABC , CBD , DBE , EBA . Bi- 
sognano  per  lo  meno  tre  angoli  piani  per  formarne 
un  solido  C i e la  somma  di  due  di  questi  angoli 
ACB  ■+  BCD  è sempre  maggiore  del  terzo  ACD , poi- 
ché i due  piani  -ABC , CBD  unendosi  nella  retta  sa- 
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blime  CB , necftssp.riamciite  sì  soprapporrannò  sc  >} 

abbassino  sull’angolo  o sul  piano  ACD. 

542.  Dunque  un  angolo  solilo  è minore  di  360" t 
poiché  nel  solido  quadrangolare  BAGDE  i due  angoli 
AEB-hDEB  son  maggiori  dell'  angolo  AED  con  cui  foil- 
mano  l’ angolo  solido  E (54t)‘,  dunque  il  lor  supplemen- 
to ò minore  di  quello  dell  angolo  AED  . Lo  stesso  è 
del  supplemento  di  EAB-t-ClAB  relativamente  a quel- 
lo dell  angolo  CAE  ec.  Dunque  la  somma  de’  sup- 
plementi degli  otto  angoli  inferiori  delle  faccie  del  so- 
lido ( somma  eguale  all’  angolo  solido  B ) è minore 
della  somma  de’  supjilemeuti  dei  quattro  angoli  della 
base  che  è 360“  ; dunque  1’  angolo  solido  è minor 
di  360“ . 

5:j3.  Onde  cinque  soli  sono  i Poliedri  rf^jolari , ciaò 
tre  le  cui  faccie  son  trinngolì  equilateri,  uno  le  cui  faccie 
son  quadrati,  ed  uno  le  cui  faccie  son  pentagoni . Poiché 
bisognando  altjtcno  tre  angoli  per  fare  un  angolo  solido,  che 
intanto,  non  può  esser  di  360°,  in  cinque  soli  casi  può  far- 
si un  angolo  solido  con  piani  di  poligoni  regolari:  1°.  l’an- 
golo d’un  triangolo  equilatero  essendo  di  60°,  tre  de’  suoi 
angoli  fanno  un  angolo  solido  di  180°,  e quattro  di  questi 
triangoli  possoii  fare  un  Tetraedro  : 3“.  quattro  triangoli  e- 
quilatcri  fanno  un  angolo  solido  di  340'’,  e formano  un  cor- 
po regolare  d’otto  faccie  detto  Ottaedro:  3°.  cinque  tri:tn- 
goli  equilateri  fanno  ur»  angolo  solido  di  3:>0°y  e può  com- 
porsene un  corpo  regolare  di  30  faccio  chiamato  Icosaedro  ; 
ma  sei  farebbero  360*,  e questo  non  può  essere  un  angolo 
solido:  4“.  l’angelo  del  quadrato  essendo  90“,  tre  faranno 
un  angolo  solido  di  370*,  e potrà  Comporsene  un  corpo  re- 
gclare  di  sei  faccie  chè  si  chiama  Esaidro-,  ma  quattro  fa- 
Tebbero  360®,  i quali  non  posson  formare  un  angolo  solido  : 
5°.  l’angolo  del  pentagono  regolare  valendo  108°,  tre  for- 
meranno un  angolo  solido  di  334.° , e potrà  farsene  un  cor- 
po regolate  di  13  faccie  nominato  Dodccardró-,  ma  quat<» 
tro  farebbero  433°,  angolo  solido  impossibile.  In  fine  l’an- 
golo dell’ esagono  essendo  120°,  tre  fanno  360°,  che  non 
può  essere  un  angolo  solido:  molto  meno  tre  Ettagoni,  tro 
Ottagoni  ec. ; dunque  i corpi  regolari  non  son  più  di  cinque. 

544.  Occorrendo  aimcn  tre  angoli  per  fare  nn 
angolo  solido , e lasciando  es.s.i  lui  vuoto  nella  base  , 
VI  vuole  un  altro  piano  per  chiuderli . Perciò  il  più 
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semplice  de’  poliedri  è la  piramide  triangolare  o il  te- 
traedro . Se  ella  abbia  per  base  un  poligono  d’  un 
maggior  numero  di  lari , le  laccie  cresceranno , fin- 
ché la  Ijase  divenuta  un  circolo , la  piramide  diventa 
un  Colio  . La  piramide  ed  il  cono  son  retti  quando 
una  perpendicolare  partendo  dal  vertice  passa  per  il 
centro  della  base , e sono  obliqui  se  non  vi  passa . 

54-t.  Altro  modo  di  formare  i solidi . Se  la  ba- 
se DGKH  salga  parallelamente  a se  stessa  lungó  una 
linea  DA  , la  somma  di  tutti  gli  elementi  eguali  a 
questa  base  forma  un  solido  che  si  chiama  Prisma  . 
Tigli  è retto  o obliquo  secondo  che  DA  è perpendi- 
colare o inclinata  sulla  base , Dunque  il  prisma  è un 
solido  terminato  da  basi  eguali  e parallela,  e da  Jac- 
cie  che  son  parallelogrammi  : è triangolare  quando  il 
poligono  generatore  è un  triangolo , quadrangolare 
quando  è un  quadrilatero  ; e se  questo  quadrilatero 
è un  paraliclograiiiiL'o,  il  prisma  si  chiama  ParaLlclc- 
pipedo  , che  sarli  rettai.golo  quando  la  base  è rettan- 
gola , e la  linea  lungo  la  quale  si  fa  il  movimento  , 
è normale  a questa  base  . So  la  base  fosse  un  qua- 
drato, il  cui  lato  fòsse  eguale  alla  linea  d’altezza,  il 
prisma  sarebbe  un  esaedro  regolare,  che  si  chiama  an- 
che Cubo  : onde  il  cubo  è un  prisma  di  sei  faccie  e- 
guali  e quadrate  . Ma  se  il  poligono  generatore  è un 
circolo  , il  prisma  divien  rotondo  e si  chiama  Cilindro , 
è retto  o obliquo  secondo  la  posizion  della  linea 
di  movimento  riguardo  alla  base  . 

54*5.  Terzo  modo  di  formare  i solidi . Se  intorno 
a una  linea  immobile  GA  giri  una  figura  qualunque 
AFBC , ella  genererà  un  solido  chiamato  solido  di  ri- 
voluzione , il  cui  asse  è la  linea  GA  ; onde  un  punto 
qualunque  B di  questa  figura  segna  nel  muoversi  la 
circonferQuza  d’ un  circolo  , il  cui  raggio  BP  è nor- 
male all’  asse  e il  cui  centro  è P ; perciò  tutte  le  se- 
zioni fitte  in  un  solido  di  rivoluzione  con  piani  nor- 
mali al  suo  asse,  son  circoli.  Se  il  poligono  genera- 
tore è un  rettangolo , il  solido  sarà  uh  cilindro  retto  ; 
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se  è un  triangolo  rettangolo , sarà  un  cono  retto  ; se 
è la  metà  d’ un  poligono  di  molti  lati,  sarà  una  SJc- 
roide  ; e se  è la  metà  d’  un  circolo , sarà  una  ^era . 

542-  La  sfera  è dunque  un  solido,  tutti  i punti 
della  cui  superficie  sono  egualmente  lontani  da  un  pun- 
to interno,  che  si  chiama  centro.  Onde  ogni  retta  che 
passa  per  il  suo  centro  e termina  da  ambedue  le  par- 
ti alla  sua  superficie,  è eguale  all' asse  . Può  dunque 
prendersi  per  asse  della  sfera  ogni  retta  che  passan- 
' do  per  il  centro , ha  le  sue  estremità  nella  snperfi-, 
eie  . Onde  tutte  le  sezioni  fatte  in  una  sfera  con  pia- 
ni che  passano  per  il  centro,  son  circoli  eguali  e si 
chiamano  circoli  inassiini . 

548.  In  generale  , la  sezione  d’  una  sfera  taglia- 
ta da  un  piano  sarà  sempre  un  circolo  : pok  hè  un  dia- 
metro normale  al  piano  segante  può  riguardarsi  co- 
me 1’  asse  della  sfera  , nel  qual  caso  la  sezione  è un 
circolo  (546).  Questi  circoli  che  non  passano  per  il 
centro  , diconsi  minori , e sono  tanto  più  piccoli  quan- 
to più  son  lontani  dal  centro , 

Misura  delle  superficie  de'  Solidi . 

549-  superficie  d’ un  solido  senza  le  basi  si 
chiama  semplicemente  superficie , e superficie  totale 
quella  delle  basi  e delle  faccie,  > 

5S°-  superficie  d’ un  prisma  è il  prodotto  deU 
la  lunghezza  BG  nel  contorno  GIHG  della  sezione  fat- 
91'  ta  nel  prisma  da  un  piano  normale  a BC:  poiché  ella, 
risulta  dai  parallelogrammi  BCED -t- ABCF -+'AFED  = 
BGxGIh-BGxIH-+BCxGH=BGxGIHG. 

55 T*  Onde  la  superficie  d'  un  prisma  retto,  c pe- 
rò anche  quella  di  un  cilindro  retto , è il  prodotto  del 
contorno  della  sua  base  per  la  sua  altezza  , 
o La  superficie  del  cilindro  obliquo  ABCD  è pure  il  pro- 

dotto  della  sua  lunghezza  AB  nel  contorno  GMIMG  della 
sezione  fatta  da  un  piano  normale  ad  AB , e que.sta  sezione 
è un*e/ZÌ5se;  poiché  se  per  un  punto  P dell’  asse  Gl  passi 
il  circolo  LMK  parallelo  ad  AD , la  sua  intersezione  col  pia- 
no GMI 
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no  GMI  sarJi  la  retta  MPM  normale  all’ asse  Gl.  Sia  dun- 
que GP  rr  X,  VM—y,L,¥  =:zyGl  — a ,LKzz BC  ~ AD  ~ ò,  e 
per  la  proprietà  ilei  circolo  si  avrk  y^~bz  — z^:  ma  i tri- 
angoli simili  LPG,PKI  danno  a = ; dunque  ^ (ax  — 

X*),  equazione  all’ eZZiise . Vedete  le  Sezioni  Coniche. 

552  La  superficie  della  piramide  regolare  retta 
è eguale  al  semiperimetro  del  poligono  regolare  che 
le  serve  di  base , moltiplicato  per  la  normale  o apo- 
tcma  condotto  dal  vertice  sopra  un  lato  della  base . 
Ciò  è manifesto . Onde  la  superfìcie  del  cono  retto  è 
il  prodotto  della  semicirconferenza  dèlia  sua  base  per 
r a[)cteina  condotto  a qualunque  punta  della  circon- 
ferenza . 


FIC. 

89. 


5,:;  3.  Debba  misurarsi  la  superfìcie  del  cono  reta- 
to troncato  ACED  il  cui  piano  DE  è parallelo  alla  92* 
base  AC.  Fatta  AG=ai,DE  = &,EG  (resto  dell’a- 
potema  BG  ) ==  d ,BE  = x' , sarà  x -t-  d:  a::x:b , on- 
de X = 7 ed  X d = BG  = 7 . Sia  x il  nu- 

a — ù a — D 


mero  3.141  ec.  (520)  e saranno  , tur  le  circonfe- 
renze dalle  basi  DE  , AG  , e BG  x — , BE  x — le  su- 

2 2 

perfìcie  de’ coni  retti  ABG.BDE  (552);  perciò  la  lor 
differenza  o la  superficie  del  cono  troncato  = . . . 
aà  art  bd  bx  ird  a* — b'  . l 


a — 6^  2 


a-Z.^2 


ird  a*  — b' 


dx  — a -t- 


b mdL  — ir  { a -irb  ) è la  circonferenza  del  circolo 

medio  tra  le  basì  DE, AG;  dunque  la  superficie  del 
cono  troncato  è eguale  al  prodotto  dd  resto  dell'  apo~ 
tema  per  la  cìrconjerenza  media  proporzionai  ~ aritmeti- 
ca tra  quelle  delle  basi . 

554.  Giri  il  semipoligono  regolare  SAN  intorno 
all’  asse  SN  e cerchiamo  la  superficie  della  sferoide 
da  lui  generata . Gondotte  sull’  asse  SN  le  normali 
BQ, AB. ,EK,IL,  è chiaro  che  i due  lati  BS,IN  del 
poligono  descrivono  dei  coni  retti  ( 546  ) , il  lato  AE 
descrive  un  cilindro , e gli  altri  BA , lE  descrivon 

D d 
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pi.  tronchi  di  cono  retto  : onde  se  dal  centro  G si  con- 
ducano sui  lati  SB,BA,AE  le  normali  CV,CM,CZ 
che  gli  dividono  in  mezzo  e son  tutte  eguali  (453), 
i triangoli  rettangoli  CV’S,BQS  con  1’  angolo  in  S 
cornane,  .saranno  simili  e si  avrà  VS;  Q,S::CV;BQ:r 
3CV*r;2BQ)T  (5‘2o),  e però  VSx  ^BQ*  ( cioè  la  su- 
perficie del  cono  descritto  da  BS(552)  ) = QSx2CV»r . 
Di  nuovo  condotte  da  B,M  -opra  AR , SG  le  nor- 
mali BD,MP,  i triangoli  G3IP,x\BD  con  tutti  i la- 
ti nmoloshi  normali,  son  slmili  (435)»  e però  AB: 
BD  ( = QR  ) : ; GM  ( = G V ) : MP  : : zG  Vtt  ; aMP^ , ed 
ABxaMPTT  ( cioè  la  superficie  del  cono  troncato  de- 
scritto da  AB  (553)) —QRxaCVx.  Infine  il  cilindro 
descritto  da  AE  = B K e da  EK  — G V , ha  per  su- 
perficie RKxaGV’f.  Perciò  la  supcfìcie  della  àjèroi- 
de  ^.  '{  SQ  -+  QR  -4-  RK  •+  KL  -+  LN  ) aGVx  = SNx 
aCV’r,  cioè  è eguale  al  prodotto  del  suo  asse  per  la 
circonferenza  del  circolo  al  quale  è circoscritta.  Or  la 
«fera  è una  sferoide  d’ infiniti  lati  ; dunque  la  super- 
fide  della  sfera  c 4r*5r,  prodotto  dell'  asse  ar  per  la 
drconjèrenza  2XTrd'  un  suo  circolo  massimo.  E Id superfi- 
cie d'  un.  segmento  sferico  nato  dalla  rivoluzione  del 
QQ  semisegmcnto  circolare  BCP,  è am,  prodotto  dell'  al- 
^ tszza  GP  = x de'  segmento  per  la  circonferenza  3r>r  del 
circolo  massimo  della  sjera  . 

555.  Dunque  la  superficie  della  sfera  1*.  è, qua- 
drupla di  quella  del  .suo  circolo  massimo  ; poiché  un 
circolo  massimo  del  diametro  ar  è r*v  (520):  a*,  è 
eguale  alla  superficie  del  cilindro  circoscritto;  perchè 
"^'questa  è FAxaAKir  = ar.anr  — 4r*’r  : 3“.  sta  alla  su- 
porfic.ie  totale  del  cilindro  circoscritto  ::  a : 3 ; poiché 
le  due  basi  del  cilindro  sono  ciascuna  r*>r. 

556.  La  superficie'totalc  del  cono  equilatero  DIL  cir- 
co.9critto  alla  .sfera,  .sta  a quella  della  sfera::  9:  4;  poiché 
-nel  cono  avendosi  DI-.n  IL  — a/VS  ha  sua  base  sarà. 

(.^2"'  , la  .sua  superficie  ór*T  (.>52),  e la  totale  pr*jr; 
ora  9r-T:4r*jr::  9:4.  Perciò  le  superficie  totali  della  sfe- 
ra, del  cilindro  e del  cono  equilatero  circo.scritti  sono  — 4 : 
6:9.  Si  provecebbe  nel  modo  stesso  che  le  superficie  totul» 
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iella  sfera  e del  cllindio  e cono  equilateri  iscritti  stanno  !' 
16:12:9.  E se  concepito  il  cono  ACB  e il  solido  scavato 
HAKBMKH , si  conduca  una  retta  qualunque  NT  paiallela 
ad  AB,  .saik  NQ*jt  = )*jt , OQ*»  = (2rj:  — (42^)t  ed 

NQ*t  — OQ*w=  (r  — « )^TT  — — PQ*<r,  cioè  la  basa 

del  solido  generato  dalla  rivoluzion  del  curvilineo  HNO, 
Eguaglierà  la  base  del  cono  corrispondente  PCR . 


HG. 

94. 
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55".  Il  paragone  delle  .superficie  di  due  solidi  è 
facile.  Poiché  chiamando  S,-s  queste  .superficie,  A, 
B i fattori  della  prima,  a , b quelli  della  seconda,  si 
avrà  .-empi  e S : : AB  : ah . Onde  i *.  se  A — a , si 

avrà  S ; .5  : : B : é ; <2°.  se  A : a h : B , at'remo  S = j ; 
3“.  se  A:u::B:é,  sarà  Sia  : : A*  : a*  : :B*  ;i>* . Quest’ 
ultimo  caso  ha  luogo  nei  solidi  simili ^ le  cui  dimen» 
«ioni  omologhe  son  proporzionali  : per  e.sémpio  le  su- 
perficie delle  sfere,  che  son  solidi  simili,  .stanno  tr* 
loro  come  i quadrati  dei  raggi  o delle  circonferenze 
o in  generale  delle  dimensioni  omologhe  dei  loro  cir- 
coli, massimi . 


Misura  dei  Solidi . 


558.  La  solidità  d’  un  corpo  è la  porzion  d’  e- 
stensione  compresa  tra  le  sue  faccio  . Così  due  cilin- 
dri della  grossezza  ed  altezza  medesima  , hanno  una 
stessa  solidità , qualunque  sia  la  materia  di  cui  son 
fatti , come  per  esempio , 1’  uno  di  piombo  e 1’  altro 
di  sughero  • Non  bisogna  dunque  confonder  la  mas~ 
sa  nè  il  peso  d’  un  corpo  colla  sua  solidità. 

559.  Per  mi.-urar  la  .«olidità  bisogna  prender  per 

unita  di  misura  il  solido  più  .semplice , quello  cioè  lo 
cui  tre  dimensioni  sono  eguali  all’  unità  di  lunghez- 
za: il  cubo  perciò  è la  misura  naturale' della  solidità. 
Quindi  si  dice  indifferentemente  o la  cubatura  o la 
solidità  d’  un  corpo , la  cui  determinazione  perciò  si 
riduce  a trovar  quante  volte  il  cubo  unità  .si  conten- 
ga nel  dato  corpo  : così  per  valutare  un  solido  in  pie- 
di cubi , basta  determinar  quante  volte  egli  contenga  5>5* 
il  piede  cubo  unità  . ® 

$60.  Misurare  il  cubo  AyB.CDP , diverso  da  abcd/‘=:  9^* 
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p5*  ^ che  prendo  per  cubo  unità . Tagliato  nel  cubo  un 
e pirallelepipedo  P eguale  In  base  ad  ac,  è chiaro  che 
5)6.  egli  con'tien  tante  volte  il  cubo  5 , quante  T altezza 
13I  o AD  contiene  1’  altezza  di  o ad  ; dunque  ad:s:t 
AD . s 

AD:P  = — ma  il  cubo  AG  contien  tante  volte 

ad 

il  parallelepipedo  P , quante  la  base  AC  contiene  la 

AD  s 

base  HM  o ac  ; dunque  AG  : P ^ * 

' AD^  5 

ac  AD*  :ad* , onde  AG  = ~'^ì~  » e poiché  s = 

I = ad^ , sarà  AG  = AD’ , cioè  il  cubo  è il  prodot- 
to del  cubo  unità  per  il  cubo  delle  unità  di  un  de'  suoi 
lati.  Così  un  piede  cubo  = 1728  pollici  cubi;  una 
tesa  cuba  = 216  piedi  cubi  =2i6x  1728  pollici  cu- 
bi ec. 

, Dunque  il  parallelepipedo  rettanoolo  è il  prodot- 
to  della  sua  base  per  la  sua  altezza . Poiché  il  cubo 
AG  descritto  sul  maggior  lato  DI  contien  tante  vol- 
te il  parallelepipedo  HN,  quante  AG  contiene  HM; 
dunque  AG  ( = DI’ );HN  ::  AG  ( = DI*  ) : HM  ( x= 

DH.DM),  ed  HN  = — ^J^^  = DIxDHxDM. 

561.  Onde  un  prisma  retto  0 obliquo  è il  prodot- 
to della  sua  base  per  la  normale  abbassata  dalla  base 
superiore  sull'  inferiore  , prolungata  .se  bisogni . Infatti 
ridotta  la  base  del  prisma  ABGDEP  retto  o obliquo 
ad  un  rettangolo  ahed,  sul  quale  si  formi  un  paralle- 
lepipedo rettangolo  abedf  dell’altezza  GO  del  prisma, 
posson  dividersi  due  solidi  con  piani  paralleli  alle  ba- 
si per  aver  delle  sezioni  IKLMNI,ilr/i  eguali  alle  ba- 
si e fra  loro  . Ma  la  somma  di  queste  sezioni  è egua- 
le in  ambedue  i solidi;  dunque  il  prisma  è eguale  al 
parallelepipedo,  c si  misura  come. lui.  Dunque  anche 
il  cilindro  la  cui  base  è un  circolo , è il  prodotto  del- 
la sua  altezza  per  questo  circolo  . 

Onde  poste  a,  a l’ altezze  di  due  cilindri,  r,r'  1 raggi 
delle  lor  basi , saranno  gar'»’ , 2Mr'ir  le  lor  superficie , ar^rr  , 
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le  lor  soUdltk;  dunque  i“.  se  ar*ir  — ay*ir  onde  r'  = 

Ty/  ~ y avremo  aai  jt  : ‘la'r'v  : : -y/a  : y/c/  ; 2®.  se  2ar jr  = 2a'r'tr 

€Z  I 

•nde  = avremo  cr*-»  : aV*7r::a*:  a>  cioè  due  cilindri 
a 

eguali  in  solidità,  hanno  le  superfìcie  come  le  radici  dell’ al- 
tezze , ed  eguali  in  superfìcie , hanno  le  solidità  in  ragione 
inversa  dell’  altezze  . 


563.  Due  piramidi  SABCDE,sn&c  d’ altezza  e- 
»uali  stanno  fra  loro  come  le  basi  ABGDE, aòc-  In- 
fatti tagliandole  in  egnal  distanza  dai  vertici  paralle- 
lamente alle  basi , si  avrà  ( 539  ) SF*  : SP*  : : ABGDE  : 
IKIiMN  : : sf'  :sp*  : : abe  : ikl  ; onde  ABGDE  ; abe  : ; 
IKLMN  : ikl  e però  la  somma  dì  tutti  gli  clementL 
IKIjMN  o la  prima  piramide,  sta  alla  somma  di  tut- 
ti gV  ikl  o alla  seconda , come  la  base  ABGDE  alla 
base  ahc. 

563.  Date  ora  due  plraiaidi  d’  una  stessa  altezza 
«e , sieuo  X , AT  le  Jor  solidità , B , h le  lor  basi  ; ed  a- 

Bjp 

Tremo  X:x  ::B  ib^  e però  X =s  onde  conosciuta 


98. 


la  solidità  d’  una  sola  piramide , si  avrà  subito  quel- 
la di  tutte  r altre  egualmente  alte  • Ora  un  cubo  è. 
1’  aggregato  di  sei  piramidi  eguali  che  col  vertice  si 
uniscono  nel  centro  del  cubo,  ed  hanno  ciascuna  per 
base  una  delle  sue  faccie . La  loro  altezza  sarà  dun- 
que la  metà  di  quella  del  cubo,  che  supposta  2a,  dà 

8a*  per  la  solidità  del  cubo,  e perciò  ^ = ~ per  la 


solidità  X di  ciascuna  piramide:  e poiché  la  base  b — 
4a* , la  formula  X = -^  diviene  X = ~ uB  , cioè 


piramide , e perciò  anche  il  cono , è il  terzo  del  prodot- 
to della  sua  base  per  la  sua  altezza  . Onde  la  pirami- 
de e il  cono  sono  il  terzo  del  prisma  o del  cilindro  di 
egual  base  ed  altezza . 

5(^4.  Per  misurare  il  cono  troncato  ADEG,  con- 
dotta la  normale  BF  sulle  sue  basi,  e fatta  AG  = a, 
DE=I>,GF=JÌ,  la  ragion  del  dK?i§tro  alla  circoa- 


Dd2 


92. 


Digitized  by  Google 


FIG. 

92. 


94. 

90. 


)(  2 '4  X 

ferenza  i ; zr , e BG  — .v , si  avrà  x ix  ^ d::h  z 

i circoli  dei- 


onde  X = -^-7  , x~^d~  BF  = -—-r  » e 

a — o a — b 


le  basi  DE, AG  saranno  (520)  dunque  i co- 

• t T~\T7  €i  “K  bd  b X - _ 

111  ABC  5 BDL  sono : x - — c r x , onde  la 

a — b 3.4  a — b 3.4’ 

lor  differenza  o il  cono  troncato  AGDE  = 

dx/a^  — 6’\  xd,^. 

— ( r~  J = (a  -^b-h  ab). 

565.  Un  Poliedro  si  divide  in  piramidi , che  si  cal- 
colano separatamente , e la  somma  di  esse  è la  solidità 
del  ])oliedro.  Se  egli  è regolare,  condotte  dal  centro 
a tutti  gli  angoli  del  poliedro  delle  rette  che  lo  divida- 
no in  tante  piramidi  eguali  quante  ha  faccie,  una  di 
queste  piramidi  è il  prodotto  del  terzo  della  sua  base 
( che  è una  faccia  del  poliedro  ) per  la  normale  con- 
dotta dal  centro  su  questa  faccia;  onde  il  poliedro  è il 
prodotto  del  raggio  della  sfera  iscritta  per  il  terzo 
della  sua  superficie. 

5Ó6.  Dunque  anche  la  sfera , poliedro  regolare 
d’ infinite  faccie , è il  prodotto  del  terzo  della  sua  su~ 
perjlcie  per  il  suo  raggio. 

5Ó7.  Fatto  r il  raggio  df’la  sfera , sarà  r*»  il  suo  cir- 


colo massimo  (520)  e —r^yr  la  sua  solidità:  ma  quelle  del 

• • 1 ^ . 

cilindro  e cono  equilatero  circoscritti  sono  2r’T  (561)  e 

3r^x  ( 464.563)  *,  dunque  le  tre  solidità  son  tra  loro  ::  —r^x: 

3 

2r’<B-:3r57r  ::4:6:9,  appunto  come  le  superficie.  Se  il  cono 
abbia  l’ altezza  e base  stessa  del  cilindro , .sarà  il  terzo  di  es- 
c U cilindro,  la  sfera  e il  cono  staranno::  2rV: 

4 3 

r^x  : — r’-s- ::6:4:2;:3:2:i;  onde  il  cilindro  AM  meno 
3 _ 3 

r emisfero  HKM,  cioè  il  solido  scavato  HAKBMKH,  eguaglia 
il  cono  ACB. 

568.  Un  settore  sferico  è dunque  il  prodotto  della 
superficie  descritta  da  BG  nel  terzo  del  raggio  BD  (566). 
Onde  fatta  BU  = r , CP  =:x  altezza  del  segmento  sjerl^ 
co  BCM , ed  i ; jr  la  ragione  del  diametro  alla  ciicon- 
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ferenza,  sarìl  2/  t^  la  superficie  descritta  da  BG  (554)*, 


2r^jrx 


dunque  il  settore,  sferico  BCDM  = . Perciò  in  li- 

3 • w . w ' ) 

na  stessa  sfera , i settori  son  tra  loro  come  1’  altezze  de’ 
segmenti  su  cui  posano. 

569.  Onde  essendo  PD  = r — x e (2rx — 

A?*  ),  sarà  il  cono  retto  BDM  = ~{2rx — x'){r-x); 
e BCMD  — BDM,  cioè  il  segmento  sferico  BPMC  = 


90. 


x^)  (r~x))=zxx*  (r  — - ). 


( ir  X — ( 2rx 

3 \ 

570.  Dunque  fatta  DP  = 3,  altezza  del  trapezio  DPBF , 
si  ha  CP=j?r::r  — z,  e sottraendo  dall’ emisfero  il  seg- 


mento, viene  7TS  ( r*  — ~ )>  solidità  della  porzione  sferici 

3 

generata  dal  trapezio  DPBF.  Cosi  si  trova  che  fatta  l’altezza 

DQ  = u,  la  porzione  sferica  descritta  dal  trapezio  DQNF  hi 

‘ 

per, espressione  iru{r* ).  Onde  la  solidità  della  zona  gc- 

3 

• ti^  ~~ 

Iterata  dal  trapezio  QPBN  è *r  ( '■*  ( z — 1/  ) H ),  c fatta 

3 

la  sua  altezza  PQ=.^,  il  suo  maggior  raggio  QN  = , il  mi- 
nore PBray,  si  ha  z~ti-i-.j,il  che  dà  la  sua  solidità  irj(r*  — 

— gu — ^).  Si  hapoi^*=::r*  — u*  , e però  -f-u*  — r*  = 

y'y  -Mi*  -4-  Q.gu  -^g^‘,  onde  gu  — ^ — 5- , e però  una 

3 

zona  qualunque  = *g 

onde  la  zona  può  conoscersi  benché  sia  ignoto  il  raggio 
della  sua  .sfera . Del  resto,  poiché  il  trapezio  HOQC  genera  la 

porzione  wz  ( r*  — — ed  è il  cilindro  NMzrr»*»,  il  cilindro 

3 ^ 94* 

meno  la  porzione,  cioè  la  parte  NHO  del  solido  scavato 

HAKBMKH,  sarà  eguale  al  cono  corrispondente  PCR, 

3 

come  le  loro  basi  (556). 

571.  Ora  per  paragonar  due  solidi  insieme,  chia- 
mo S,f  le  lor  solidità,  e A,B,C,a,à,c-i  loro  fatto- 


Digitized  by  Googl 


IG.  . ^ 

ri;  dunqoi  S: j:: ABC: aftt-;  onde  i*.  se  A = a,S:s:: 

BC  :bci  a*,  se  A : a ; : bc  : BC , S = s ; 3*.  nei  solidi  si- 
Biili  S:s::  A’  : a’  ::B’  :6’  ::G*  :c*.  Ontìe,  per  esempio, 
le  sfere  sono  come  i cubi  dei  raggi , de  diametri , o del- 
le loro  dimensioni  omologhe . 

Ecco  alcuni  Problemi  per  esercizio  dei  Principian- 
ti che  potranno  scioglierli  o nel  primo  o nel  secondo 
anno  dei  loro  Studj , or  per  sintesi  or  per  analisi  ed 
or  nell’  una  e nell’  altra  maniera  . 

572.  I.  Dati  gli  angoli  contigui  e contrariamente  posti 
DCA  a, CAD~ i, ADCrr c ec.,  trovar  l’espressione  dell’an- 
golo fatto  sull’ultimo  lato  AD  o DC  da  MN  normale  al  lato 
DC  del  primo.  Ris.  Se  l’angolo  è uno,  1’  espressione  cercata. 
sark  90*  5;  a ; se  son  due , 90*  tpa±b-,  se  son  tre , 90®  4:  a ± 6 
z^c  ec.  ; i segni  di  sopra  son  per  l’angolo  superiore,  quei  di 
sotto  per  l’inferiore. 

573.  II.  Supposto  ora  ebe  MN  si  pieghi  in  V per  VP 
e si  accosti  ad  VO  normale  sopra  EC,  e poi  di  nuovo  si  pieghi 
per  PQ  e si  scosti  da  PR  normale  .sopra  AD,  e così  cominui 
a scostarsi  per  un  numero  qualunque  d’angoli,  determinare 
in  qual  caso  sark  PQ  sopra  o sotto  la  normale  PR , e l’angolo 
che  faranno  tra  loro  le  due  MN,PQ:  si  osservi  che  oltre  gli 
angoli  a,b,c  ec.  dati  come  nel  passato  problema,  si  suppon- 
gon  dati  anche  gli  angoli  PV  0=:  / , QPR  r"  ec.  Bis.  Se  i 
dati-angoli  son  due  e si  abbia  b > / , la  retta  PQ  sark  sotto 
PR  : se  b <r'  sark  sopra,  e I’  angolo  che  fanno  tra  loro  le  due 
MN,PQ,  sark  nei  due  casi  b — a^zr" . Se  i dati  angoli  son  tre 
e si  abbia  c>  r",  la  retta  sark  sopra  la  normale  ; se  cC.r'' , 
sark  sotto , e l’ angolo  cercato  sark  nei  due  casi  b — a — czt 
r*" . Non  importa  che  questi  angoli  si  trovino  negativi. 

Q 574.  III.  Condotte  sui  lati  CA,CB  d’un  angolo  C~a  le 

normali  FI, DI  e la  retta  FD  che  fa  con  esse  gli  angoli  DFI 
r , FDI  =:  i , supponendo  noti  gli  angoli  a , r , trovare  in  tutti  i casi 
1’  cspre.s.sione  dell’angolo  i.Ris.  Visone  cinque  casi:  1°.  se  a > 
r cd  FD  è sopra  la  normale  IF , sark  i — a-t-  r : 3°.  se  a>r  ed 
FD  è sotto  FI , sark  a-<-r  : 3°.  se  r rr  o , FD  si  confonde- 
rk  con  IF  e sark  i~a;  4°.  se  a~r,  FD  sark  sotto  IF  e si  a- 
vrk  i — o ; 5*'  a < r , FD  sark  sotto  IF  e si  avra  1 rr  r — a. 

C7C,.  IV.  Condotte  nell’angolo  stesso  Crr  a due  altre  nor- 
mali I'F',I'D'  con  un’altra  retta  F'D'  onde  si  abbiano  gli  an- 
goli DFInp,  D'V'l'—ti,  RDl=zg,'B'DT zzk,  supponendo  p, 
u dalla  parte  medesima  delle  loro  normali,  h un  angolo 
assai  grande,/»  — u un  angolo  piccolissimo,  e/»>u,  determi- 
nare 
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Tiare  i casi  in  cui  sarà,  g maggiore  o minore  di  A , e la  ra- 
gion degli  angoli  p — u e zith^g.  Ris.  Di  li  combinazio- 
ni, 5 .sole  non  si  oppongono  alle  condizioni  del  problema  : 
I».  quando  FD , F'D'  son  di  Ih.  dalle  loro  normali  FI,F'I', 
si  avrà  g—  a-^p  .,h  — a-\-n  e g>h'.  3*.  quando  sono  al  di 
qua  y se  — a — p lizza  — « , sarà  g-<h:  se  o 

ed  lizza — u,  s.uà^CA:  3C  gzzp — a ed  A~o,  sarà 

g>-  h-  • 5‘‘  8— P — hzzu  — a,  sarà  g7>-  h . In  ge- 

nerale si  avrà  sempre  p — uzz±h^:g. 

576.  V.  Condotte  da  un  punto  qualunque  d’  un  trian- 
golo equilatero  tre  normali  ai  tre  lati,  assegnar  la  ragione 
della  lor  somma  alla  normale  che  dal  vertice  del  triangolo 
va  alla  base . Ris.  La  ragione  è d’  egualità . 

527.  VI.  Descritti  tre  quadrati  sui  lati  d*^  un  triangolo 
qualunque  e congiunte  le  loro  estremità  con  linee  rette , e 
di  nuovo  sopra  queste  descritti  tre  altri  quadrati  , e unite 
con  tre  rette  le  quattro  estremità  corrispondenti  di  ciascu- 
na lor  coppia , assegnar  la  ragione  del  dato  triangolo  a cia- 
scun dei  nove  che  ne  risulteranno.  Ris.  Ciascun  dei  nove 
triangoli  eguaglia  il  dato. 

528.  VII.  Data  la  media  m di  tre  proporzionali  e la  dif- 

ferenza d dell’ estreme,  trovar  l' estreme.  Ris.  La  più  piccola 
- _ — d±  v'(4«*H-d*) 

'#  X — ■ • • 

529.  vili.  Data  r altezza  a d’ un  triangolo  e le  differcn- 
ze  b fC  dei  lati  e dei  segmenti  dalla  base , trovare  il  trian- 
golo. Ris.  Chiamato  x il  segmento  minore,  sarà  x = — 

f - 1 


FIG. 

81. 


580.  IX.  Dato  un  lato  a intorno  all’  angolo  retto  d’im 
triangolo  rettangolo  c 1’  aggregato  b degli  altri  due , trovar 

questi  lati . Ris.  L ipotenusa  x = — 


581.  X.  Determinar  la  figura  contenuta  dalle  quattro 
rette  che  partono  dal  mezzo  di  ciascun  lato  d’  un  quadrila- 
tero, e la  sua  ragione  al  quadrilatero.  Ris.  La  figura  è un 
parallelogrammo  che  è metà  del  quadrilatero. 

582.  XI.  I quadrati  dei  lati  d’  un  parallelogrammo  qual 
ragione  hanno  ai  quadrati  delle  diagonali.  Ris.  D’egualità. 


29. 


583.  XII.  In  un  parallelogrammo  ABDE  trovare  un  pun- 
to  P tale,  che  unite  agli  angoli  le  rette  PA,PD,PB,PE  sia 
PA*  h-PD*  PB*-4-PE*  . Ris.  Se  il  parallegrammo  è rettan- 
golo , ogni  punto  sodisfà  al  problema  ; se  non  è rettangolo , il 
problema  è impossibile. 
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584.  XIII.  Condotte  da  un  punto  E della  diaconale  AD 
d’un  parallelogrammo  BC  le  normali  EF,EI  sui  lati  AB,AC» 
assegnar  la  ragione  del  rettangolo  DA  X AE  ai  rettangoli 
CAxAEh-BAxAI  . fiis.  La  ragione  è d’  egualità . I 

5S5.  XIV'^.  Per  un  punto  P preso  dentro  un  angolo  BAE  ' I 
condurre  una  ietta  BPE  tale,  che  l’area  BAb  eguagli  unà‘ 
darri  superficie  m* . Ris.  Condotte  PM,PN  parallela  e nor-  , | 

male  ad  AF.  e chiamandole  a,i,  si  avia  AE  =1  a :=  ..... 

m*  /7)  ( m*  — "Jai  ) 


b 

^ 5S6.  XV'.  Prolungati  I Iati  Kl,IG  d’un  parallelogram» 

*4’  mo  HI,  e da  un  punto  qualunque  come  vertice  descritti  tre 
triangoli  sui  lati  KI , IG  e sulla  diagonale  HI  condotta  per 
l’angolo  contenuro  dai  lati  KI,IG,  assegnar  la  ragione  di 
^ quelli  a questo  i“.  quando  il  vertice  è dentro  l’angolo  CIA 
o DIIC;  2'’.  quando  è dentro  Pungolo  KIG  o DIA;  3“  quan- 
' do  è in  uno  del  due  lati,  o nella  diagonale,  o nel  prolun- 
gamento degli  uni  o dell’altra.  Ri»-.  il  triangolo  sulla 
di.tgonale  eguaglia  la  somma  di  quelli  sui  lati:  2''.  ne  egua- 
glia la  diìFerenza:  3°.  i tre  triangoli  divengon  dae  e sono 
eguali . 

' XVI.  Iscrivere  in  un  dato  triangolo  un  rettangolo 

che  eguagli  uh  poligono  dato.  lU.s.  Fatto  ac  il  poligono,  a. 
la  base  del  triangolo,  d fa  sua  normale  dal  vertice,  ò uft 
goo  lato,  le  parte  cercata  di  «sso,  presa  dal  vertice,  satk 


588.  XVII.  Descrivere  «n  quadrato  In  un  scmlcircolo-. 
Rii.  Chiamato  2a  il  diametro , l’ incognita  presa  dal  veiùec^ 

»ark  X r:  o ± v/  — . 

5 

' 589.  XVIII.' Il  quadrato  del  lato  d«l  trigono  regolare  I- 
scrifto  nel  circolo,  qua]  ragione  ha  al  quadrato  del  raggio? 
Bis.  Tripla. 

500.  XIX.  I quadrati  del  lato  del  pentagono,  dell’ esago- 

rK»  e del  decagono  regolari' i.scrirti  in  un  circolo  qual  ragio- 
ne hanno  tra  loro?  Ris.  Il  quadrato  dell’uno  eguaglia  quel- 
li degli  altri  due.  < , 

501.  XX.  Qual  ragione  hanno  tra  loro  le  dHFeren*e  de- 
gli esagoni  regolari  circoscritto  ed  iscritto  ad  un  circolo, 
dell’  esagono  e trigono  iscritti , de!  trigono  ed  esagono  circo- 
scritti,  e de/l’  esagono  circoscritto  e trigono  iscritto?  Ris.  Con- 
tinua aritmetica . 

.S92.  XXI.  Qual  ragione  hanno  tra  lor«  tre  poligoni  re* 
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golari  di  Iati  m,2m,mt  il  primo  circoscritto  • gli  altri  due 
iscritti  al  circolo  ? Rii.  Continua  geometrica . 

■“593.  XXII.  Qual  ragione  hanno  tra  loro  tre  poligoni  ’ 
regolari  di  lati  m ,2m,2m , i pirimi  due  circoscritti  e il  ter- 
sa iscritto  al  circolo?  Ris.  Continua  armonica. 

5V4-  XXIII.  Iscritto  e circoscritto  al  circolo  uno  stesso 
poligono  regolare,  trovare  il  raggio  del  circolo  a cui  circo- 
scrivendo b iscrivendo  un  poligono  simile  , il  nuovo  poligo- 
no eguagli  la  ditferenza  dei  dati.  jRìj.  Il  raggio  cercato  è- 
nel  primo  caso  la  meta  del  iato  del  dato  poligono  iscritto, 
nel  secohd  ) la  meta  del  lato  del  circoscritto. 

595.  X.XIV.  Alzata  nel  semicircolo  AMD  1’ ordinata  PM 
per  cui  passi  una  corda  NB  comi  >tta  dall’estremità  del  dia-  ^ 
metro,  trovar  la  ragione  del  tettangoli  AB  X BP  ed  NB  X 
BD.  R ii.  La  ragione  è d’  egualità. 

51,0.  XXV.  Condotte  da  un  punto  M della  circonferenTa 
il  cui  centro  è C,  la  tange.itc  MT  e l’ordinata  MP , asse-  5®* 
gnar  la  ragione  delle  quattro  linee  TA,TP,TC,TB  prese 
sul  diametro  dall’  origine  della  tangente . Ria.  La  ragione  è 
geometrica . 

5</7.  XXVI.  Data  1’  area  AN=ra  ed  i!  solo  contorno  la- 
terale AL.MNCr^c  d’ lina  figura,  trovare  un  rettangolo  che 
là  eguagli  in  area  e con  tre  de’ suoi  Iati  anche  in  contorno. 

Il'/y.  Se  l , p sieno  Is  largiezia  e 1’  altezza  del  rettangolo 

. — ’Sa)  , da 

cercato , si  avrà  p =: — ' , l zz  — --s;  . — - . 

5p3.  XXVTI.  Da  un  dato  punto  in  un  lato  dividere  un 
triangolo  in  qualunque  numero  n di  p.iiti  eguali.  Ris.  La 
soluzione  dipende  dal  num“.  526. 

599.  XXVIII.  Dividere  un  triangolo  in  n parti  eguadi  con 
rette  psirallele  ad  un  Iato.  Ris.  Fatto  a questo  Iato,  la  par- 
te dell’ altro  da  cui  deve  condursi  la  prima  parallela  sath«  zz 
fa' 


:8. 


V‘ 


hdm 


del 


600.  XXIX.  Costruir  la  fotmuU  k zz  nel  caso 

n*.  516,  Rii.  Si  trovi  in  un  lato  del  tàangolo e 

la  costruzione  i fatta. 

601.  XXX.  Trovare  un  circolo  eguale  alla  superficie 
d’  un  dato  cilindro  o cono  tetto . Ris.  Se  a sia,  il  lato  del 
solido,  7-  il  raggio  della  sua  base,  x quello  del  circolo  cer- 
cato, si  avrà  x~^2ar  per  il  cilindro,  x — .^ar  per  il  cono. 

602.  XXXI.  Dato  un  tronco  di  cono  retto  CD  con  le  9-“ 
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basi  AC, DE  parallele,  farvi  una  sezione  HI  parallela  alle 
basi  in  modo  che  la  circonferenza  di  essa  sia  media  pro« 
porzionale  aritmetica  tra  le  circonferenze  delle  basi . lìis. 

Se  sia  ECzzd,  EI=;x,  si  avrk  x — — , 

2 

603.  XXXII.  Trovare  un  circolo  eguale  alla  superficie 
d'un  dato  segmento  sferico.  Ris.  Se  sia  a l’altezza  del  seg- 
mento, r il  raggio  della  sua  sfera,  quello  del  circolo  cer- 
cato sarà,  x — lj^iar. 

604.  XXXIII.  Trovare  una  sfera  eguale  in  solidità,  ad  un 
dato  segmento  sferico . Ris.  Prese  le  denominazioni  del  pas- 


sato problema  ^ il  raggio  della  sfera  sarà  x =: 

^ i ^ j , equazione  che  con  la  seguente  s’ insegna 
a costruire  a suo  luogo. 

605.  XXXIV.  Trovare  una  sfera  eguale  alla  somma  d’un 
cono  e d’un  tronco  di  cono  retti.  Ris.  Se  a ,a  sieno  1’  al- 
tezze del  cono  e del  tronco,  ed  r,r',r"  i raggi  delle  lor 
basi , quello  della  sfera  cercata  sarà  x=: 


VD 


606.  XXXV.  Data  una  sfera  formarne  un  cono  retto 
1'’.  della  data  base,  2°.  della  data  altezza,  3°.  o un  tronco 
di  cono  retto  delle  date  basi , o d’  una  base  e d’  una  altez- 
za date.  Ris.  1°.  Se  r,/  sieno  i raggi  della  sfera  e del  co- 

no , r altezza  di  esso  sarà  x = ^ : 2°.  se  sia  a 1’  altezza 

r * 

del  cono,  il  raggio  della  sua  base  sarà  y~2r 
r',r"  sieno  i raggi  delle  basi  del  tronco,  la  sua  altezza  sa- 
rà * raggio  della  base 

del  tronco,  a la  sua  altezza,  il  raggio  dell*  altra  base  sarà 

2 » ' « 4 / 


■ I 

FINE  DELLA  GEOMETRIA. 


! 
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TRIGONOMETRIA  RETTILINEA 

■ ■■  .1.  ■ * ' ' ' ■ ' . . » I 


■ ' <50^.  T'  A Trigonometrìa  misura  le  parti  dei  tri- 

l-<  angoli  e scioglie  quando.  ò_  possibile  , 
questo  generai,  problema  : date  tre  delle  sei  cose  che 
compongono  un  triangolo  (432) , trovar  /’  altre  tre  • El- 
la è rettilinea  se  son  rettilinei,  i triangoli  da  risolver- 
si,, ed  è sjerica  se  sono  sferici* 

608.  Condotte  nel  quadrante  CAB  le  tangenti  in 
A»B,  e dai  varj  raggi  CM  , CO  ec.  prolungati  fino  99*- 
alle  tangenti  in  X , T »,  in  S ec. , calate  le  varie  ordi-.. 
nate  Mif  , OG.  ec*  sul  raggio  CA , ed  MQ  , OL  ec. 
sul  raggio  CB,  se  a sia  un  angolo  qualunque  MCA, 
o.il  suo,  arco ‘MA,,  chiamo  MH  il  seno  di  a,,  e scri- 
vo MH=  sena;  AX  la  tangente  di  a,  ed  AX  = tctnga-y- 
GX  la  secante  di  a,  e CX  = seca;  AH  il  seno,  verso 
di  a,  ed  AH  = senv. a;  quattro  rette,  che  con  nome 
comune  diconsi  funzioni,  d’  un  angolo  o d’  un  arco  a 
e poiché  .MCB  o MB,  è il  complemento  di  a (399), 
ie  quattro  funzioni  di  MB.  diverranno  co -funzioni  di 
tt  onde  QM  = CH  sarà  il  coseno  di  a,  e CH  = 
cos,ct',,^T  la.  cotangente  di  a,  e BT  = cota;  CT  la, 
cQseccfnte  di  a , e CT  = cosce  a ; BQ  il  coseno  verso 
di  a ,.  e BQ  = cos  v.  a. 

609.  È chiaro  che  queste  funzioni  e qo- funzioni 
variano. col  raggio  CA,=  r:  cosicché  inquadrante  FQ 
del  raggio  GF  = / dà  mh  per  seno  di  a e non  piu 
MH  ec.  : ma  essendo,  MH  : mA  : ; MC  : mC  ; : r : r' , si  a- 


vrà  mh==~——  o ( se  il  raggio  primitivo  r = i ) mA  = 

MH.r';  per  aver  dunque  la. funzione  mh  basterà  mol- 
tiplicar la  primitiva  MH  per  il  nuovo  raggio  / . Noi. 

Ee 
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faremo  sempre  r = i ; e se  non  lo  sia , le  funzioni , 
pcrcliè  linee  retto  o potenze  di  esse , dovranno  mol- 
tiplicarsi o partirsi  per  quella  potenza  di  r che  le  ron- 
j da  omogenee  (lo^). 

dio.  Ciò  supposto,  si  ha  MH(:r:QC  = cosBM)=s 

1*.  $en  a = cos  ( 90®  — a ) ...  CH  ( cos  a ) : HM  ( sen  <*  ) : : 
CA  ( I ) : AX  = ^ 

S*.  tangu  = — — . . . CH  {cosa):  CA  (i  ) : : CM  ( i ); 

cosa  » » • 

cx= 


eV  seca  = ~—  ...AH  = AC  — CH=r 

^ C04  a 

4*.  Seti  v.a  = i — cos  a .. . CH  ( = QM = sen  BM ) =r 
5*.  cos  a = sen  ( 90*  — a ) . . . MH  ( sen  a ):CH(  cos a ) : r 
CB(i):BT=s 


6». 


cosa  I 

cota= = 7— — 

san  a tang  a 


MC  ( I ) : TC  =* 


QC  (sena)  : BG  ( i ) : : 


7*.  cosse  a=— — ...  BO=BC  — CO  = 

8*.  cos  v.a=i— sena...  CM*  =MH*  h-  HC*  = 

9*.  i = seu*j-t-cos*a...CX*  = CA*  -+-AX*  = 

IO*.  sec*a  =1-1-  tang' a . . . CT*  = CB*  -+■  BT*  = 

II*.  cosec'a=:  i-+-cot*a;  fòrmule  fondamentali  da  Cai 
ne  avremo  poi  molt’  altre . 

óii.  Per  ora  osservo  che  da  A a B i seni  cresco- 
no e i coseni  scemano , ambedue  positivi  ; in  A si  ha 
sen  a = o e cos  a — r\  in  B , a 90®  da  A , sen  a = r e 
cos  a = 9 . Da  B a D i seni  scemano  e son  positivi , 
ma  i coseni  crescono  e son  negativi;  in  D , a 1 80®  da  A 
sena  = o e cosa= — r.  Da  Dad  £ i seni  crescono  e 
i coseni  scemano,  ambedue  negativi  ; in  E , a 270®  da  A, 
sen  a = — re  cos  a = — o . Da  E ad  A i seni  sce- 
mano e son  negativi,  e i coseni  crescono  e son  posi- 
tivi: in  A,  a 360*,  tutto  ricominoia  come  prima 
quando  a >360°;  e fatto,  per  esempio,  <1  = 90*,  e 
supposto  n utt  numero  qualunque  ed  m il  resto  di 
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~ , sarK-5cn  na  — ten  mat  cos  na  ss  cos  max  coeì 

^en  7.90®  = 5cn 3 90®,  co^  14. 90*  ==coJ 2 .90*  cc. 

6f2.  Dunque  anche  T altre  funzioni,  che  corno 
si  è visto  (610),  dipendon  tutte  dal  seno  e dal  co* 
seno , varieranno  in  valore  ed  in  segno  per  l’ intera 
circonferenza  così  la  tangente  alternativamente  posi- 
tiva e negativa  nei  quattro  quadranti , sarà  tanga  =* 

sena  oinA nB ^ 

cos  a r * o * — r ® 

in  D , = = 00  in  E , ricominciando  anch’  essa  col 

primo  ordine  ss  a>36o*.  Ecco  in  compendio  i caa* 
giamenti  delle  quattro  principali  funzioni. 


a 0® 

da  0® 
a po® 

a 90° 

da  po® 
a 180° 

a 180® 

da  180® 
a *70® 

a 270* 

da  2'7o* 
a 360* 

sen 

0 

•+r 

■+ 

0 

— 

— -r 

— 

cos 

-+r 

■+ 

0 

— 

— ■ r 

— 

— 0 

•4* 

tang 

ó 

■+ 

-+00 

— 

— 0 

•+ 

•+  00 

— 

cot 

CO 

•+ 

0 ! 

• 

— m 

•+ 

— 0 

— 

613.  Osservo  ancora  che  il  seno  MH  d’un  arco  «« 
MA  è la  metà  della  corda  MZ  d’  un  arco  doppio  ^ 
MAZ  (406):  onde  1*.  come  MZ  è corda  di  MAZ  e 
di  MBDEZ,  così  MII  è seno  di  MA  e del  suo  sup- 
plemento MBD:  3”.  come  MAZ  = <5o“  dà  MZ  = 
r = I ( 456  ) , così  MA  = 30°  dà  MH  = seti  30"  =*= 

~ j^allora  CH=  cos  30*  ^ ( fbrm.  9^  ) V (i  — scn*3o*)= 
a/3;3".  come  OAZ'  = 9o*  dà  OZ'  s=  Va  (459)» 

così  OA=s  45“  dà  OG  = 5cn  45“^  = V~  = GG  = cos 

45*;  allora  anche  CA=  AS  = f<mo-45'' = i = SB=s 
cot  45*  : perciò  gli  archi  -equidifferenti  da  45®  in  — 
ed  in  -h , avranno  reciprocamente  i seni  eguali  ai  co- 

BCfti , cd  i&ni  ss  -fcn.  30*  =*  seri  ( 45®  JS*  ) ss  bss 


■< 
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99‘  CF  ==co$.  6o°  = cos  ( 45*  15’  ) , e CH  = -^ V"3  = Vf. 

614.,  Dati  ora  ì seni  o metà  di  corde  ^~sena,' 

— ==  sen  b di  due  archi  a , & , se  si  voglia  il  seno  ~ = 
scn  ( a z±b)  della  lor  somma^  q differenza , si  avrà. 
( form.  9*.  ) cosa=:V (r*  — (4'‘*”'^*)* 

c cosò  = V (r* ^n*)  = -^\/(  4'"*  — ^*  ) >'  dunque 

(>S  ;4S<5)  I = i ■ i-V  Ur-  i V(4r‘- 

m*  ) , cioè , fatto  r = i , 

1 2*-  sen  ( a rt  6 ) = jen  a cos  b r±  sen  h cos  u = ri; 
sen{b^a) . „ : 

615.  Dunque  cos(actt)  = (form.5*.  )seu  (90* — 

( a=t Jen((9o? — a)^b)  = sen{^o° — a)cosb^ 
sen b cos {^o’" — a):ma(forni.  i*.  5’.  ) sen  (90“  — a)  = 
cos  a e cos  ( 90*  — u ) = sen  a ; dunque 
1 3*.  cos  (a'=bb)  —cos  a cos  b senasen  b = cos  (b  ^a): 
e se  la  forra.  12*.  si  divida  per  la  13*,  e il  numera- 
tore e denominàtor  del  secondo  membro  per  cosax 
cosby  avremo 

14’.  tang  (a  z±b)  — lasciando  fin  d’o- 

^ ó V / ij^tangatangb* 


ra  di  notare  ( toltone  qualche  caso  ) la  cotangente 
che  si  ha  subito  dalla  tangente  ( form.  6^  ).  Le  for- 
male dell’  altre  funzioni , e le  varie  espressioni  di  quel- 
le medesime  che  abbiam  trovate , si  avrebbero  nel 
anodo  stesso;  ma  ba.sta  a noi  di  dar  le  fondamentali 
da  cui  nascono  tutte  1'  altre . Fermiamoci  a conside- 
rar la  12*.  e la  13*.  che  tanto  importano. 

616.  Giacché  (614. 615)  sen  (ù  — t)==-sen(i- 
a)  e dos  ( a - b ) = cos  ( b — ù ) » combinando  le  for- 
mule 2* , 3*  4 6* , 'j* , 81  troverà  tang  ( à — é ) = — . 
tang  {b  — n ) , cot  (a  — b)  ==  — cot(b—a)  ec. 

.61^.  Se  gli  angoli  sieno  piccolissimi  ed  ab^ 
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bian  per  seni  sarà  prossimamente  ( fòrm- 9*.) 

sen  (ar±b)  = s V (i  - «V^(  i = i - 

I - I i'*  )=  (5r±«r  ) ( 5=±  ff  == 

sena:±senb,  per  esser  sa  assai  piccolo  ; 

6i8.  Facendo  ^ = 90®,=  180°  ,=270"  ,==3(50*, 
le  form.  12*  , 13*,  14*  daranno 


sen 


90'*  ri:  Z>  = -+ C05  & 
80*  ri:  6 = fe 
2^0®  rfc  b — — COS  b 

300*  rt  i = =t  b 


COS 


00*  dtb=zl=cotb 
1 80”  rt  6 = =±  ta  & 
220“  r±  i>  = +=  coi  h 
360°  =fc  6 = rt  tang  b 


=±  b = '=ftaagb 
r±  1>  ri:  cot  b 

360°  ri:  i = nt  coi  6 


ove  si  noti  i“.  che  le  funzioni  negative  — 5e/ib,  — 
co5Ì)  ec.  appartengono  ad,  archi  che  posson  sempre 
'determinarsi;  infatti 


-sen6=r  sen  ( l8o°-+h)=  ^én  ( 350” — :b) 

- COS  b = cos  { iSo°  ±b)  ' 

-tangb~tiin§(  ì3o“ -b)  — tang  (2^0° -b  ) 

-cotb  — cot{  i8a“-h):  2“.  che  essendo  cp^  (”i9o*  — 
b)  = COS  b ( astraendo  dal  segno  ) , sé  un  arco  b -t- 
m sia  medio  tra  b e il  suo  supplemento;  sarà  bH-'m  <Z 
i 80”  - b , COS  (b-+  m)'<i  COS  ( 1 80*  — h ) cioè  cós  ( h h- 
m)  <C  COS  b ; e quando  pur  si  moltiplichi  cos  (b-hiit) 
per  n seni  o coseni  , sarà  sempre  ( 64  ) n cos  ( h -t- 
77X  ) < cos  b : 3°.  che  ima  stessa  funzione  appartiene 
a molti  archi , come  sen  b — ± sen  ( 180"  + h ) = d= 
sen  ( 360'’  ± h ) , o in  generale  sen  b = ± sen  ( ( 2/i  -m  ) 
l8o®  + 6)  = isen  (n.  36o*±b  ),  espressione  che  si  ri- 
duce alia  prima;  poiché  ± sen  ((2n-i-  ì ) i%o°=f^b) 
i5en(  n.36o“4-(  ^,b))  = ±sen{  ì 80°  ^ 6 ) ; e fritto 

n = m-+i,^#en((m  -4-1  )3<5o°ì6)  = jc/i(m.3<5o"-»' 
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( 360* ± l)  ) = ± ( 3<So°  ± h ) = ± ( 1 00* -I- ( 1 8o'’=fc 

^))  = sen{  180'  ±b),  onde  tutti  quei  valori  si  ri- 
«tringono  a senbtSen{  i^o*-rb),-sen(i%o°-^b). 

619.  Sommate  ora  e attratte  le  form.  la*  e 13** 
verrà 

15*.  senacosb—l  sen{a-+b)-+  | sen  (a  — 6) 

16*.  sen  b cos  a = 2scn{ix-+b)  — sen  (a  — 6) 

1 "I  . co  j a cos  b=-\  cos  {a-¥b)  cos  (a  — b) 

1 8“*.  sen  a sen  b — ^ cos  (a  - b)  - i cos  ( a H-  6 ) , formulo 
che  trasforman  prodotti  di  seni  in  seni  iemplici. 

620.  Se  in  queste'si  faccia  <t  H-b=f  >a-bs= 
onde  a=i(p-i-g),b  = ^(p-q),  si  avrà 

19*.  sen p±senq=2senj:  (p  ± q ) cos^(p  Vq) 

2o'.  cosp  -»•  cos  q = 2C0S 5 ( p -t*  g ) cos iCP'-’q  ) 
ai',  cos  q - cos p=  2sen é(p-t-  ^)sen^(p-q)t  ed  8Br 
che  , 

*a>.  taugp  ±tangì-  ( a',  fa»  ) — 


33*.  cot q±cotp=i(6\  la*.  ) 


scn{p±q) 
sen  p sen  q * 


formule  che 


cangiano  i seni  semplici  in  prodotti  di  séni. 

621.  Se  nella  fbrm.  19^  sia  p = ntf,g  = (n-— 
s ) a , troveremo  in  generale  ' 

24*.  senna=^2cos  a sen{n — i ) a—^9en{n — 2)a 

25  ■.  cos  na  = 2C0S  a cos  ( n — i ) a — cos  ( n - 2 ) a , con 
che  i seni  e coseni  degli  archi  multipli  si  hanno  dai 
loro  inferiori:  così  fatto  in  particolare  n = 2,  verrà 

26  ‘ • sen  2a  — 2sen  a cos  a , ove  se2a  = mt  viene  sen  m = 
2sen  § m cos  ^ m . 

22'.  cos  2a  — 2cos*a-  i = cos'ha  — sen*a.y  che  divise  1’ 
una  per  1’  altra  e diviso  pure  il  numeratore  e deno- 
minator  del  secondo  membro  per  cos*a>  danno 


o,  2tan;ra 

a8\  tans  2a  — . 

l—tansr'a 


tang- 

622.  Che  se  nella  form.  19*.  sia  p =s  90*  1 c nel' 
la  20*.  e 21*.  sia  g*=o,  verrà 

39*-  Jct#ef»j5=a^€/t(43‘’5fcaS)cw(45*^i?)  - 
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50*.  I -f- COJ/)  = icoi*  Ip 

3iM-coi'p  = 2jen*-Ìp,  e perciò 

355  \ #e/i  ip  = ^ 

. , ,1-4-còspr  che,  divise  l’i^ 

33».  cos  |p  = V— --^  ) 

na  per  1 altra  e moltiplicato  al  solito  il  secondo  mem- 
bro per  I — cosp  ovvero  per  i-^-cosp,  danno 

34’.tan3|p  = ~— /^co5p 

w/jp  I-t-cojj,  ■“  Vl-i-cojp* 

^ 623.  Dividendo  1’ une  pei  l’ altre  le  formule  deln®.Ò20, 

ai  troverà  facilmente 

351.  ::::  ^ — *®”ì  ( P “*•  2 ) (p ~ 

* senp^sen^  (p ~li 

senp  dzsenq  " 

36».  £ 2 =tanffl(p±o\- 

eosp-i-cosq^  o i* 

$enpr±senq  . . » 

37  • 

cos  cosp 

38‘  ^°^P~**gQ^2_ 

coj  j — cos  p tang  ^-  ( P ■“  J ) * 

39*.  —'^SP  ^ 3 r:  ^ g;) 

ranap  tara»  j f an  (p  j ) 

41».  ^«^^P  ^ ^a”,g2  — J*'»  (p  ) t^f^gptangf 

cotij^zcotp  sen{p^q) 

<524.  Dividendo  anche  V une  per  F altre  le  Form.  20» , 
30»,  31*,  8i  ha 

1 sen  q « \ ‘to  a » ' 

^ I-4-cosp  ^ 3-0  •;  C0i*4p 

44» 


l-mmCOSp 


scn^  .*  p 
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4<*,  ^ =:  cot*  J-p  : e se  nella  form,  39*,  si  faccia  p'rz 

^ I — cos  p ' 

45°,  Verrà  (613.3*.) 

46*.  — — — = fa«ff(45°±g).  E tanto  si  ha  dal  sommar» 

^ I ^itangii  “ • • . 

e sottrarre  le  formule  I3*.  e 13*. 

625.  Se  queste  ora  si  moltipllchino,  è facile  il  dedurne 
47*.  stn (a-t-b)  sen (a  — 6 ) — cos^'b  — cos*a  — serica  — sen^b^ 
48^  se«(a±i  )cos{a'±b  ) — se«2(  a±  b)  ■ 

49*.  sen  ( a:t  b)cos{a:f.b)  — (sen2a:^sen2b  ) 

50*.  cos  [a~hb  ) cos  {a — 6 ) x:  cos^a  — 'sen^b  zzcos*b  — serica  • 
E se  .si  dividano  l’una  per  l’altra  col  divider  pure  al  solita^ 
il  secondo  membro  per, cosacosi,  avremo, 

sen{a~+T>) tanga~\- tnngb. 

scn(a — b)  tango  — tangb. 


se/j(a±i) tango: 

coi  (a  3:  6)  l^t  tango  tangb 


: tangb 
atangl 

co»  (a  -}-6) I — tangatangb 


53..  = Tutte  queste  formule.. 

cos  {a — b)  I H- fao^afan^o 

posson  variarsi  all’infinito  col  sommarle,  sottrarle,  mol.», 
plicarle  e dividerle. 

626.  I seni , i coseni  e 1’  altre  funzioni  circolari 
di  cui  si  è parlato  finora,  fu ron  calcolate  in  parti  del 
raggio  I e di.  minuto  in  minuto:  le  più  comode  Tavo- 
le, a parer  nostro,  son  quelle  di  Gardiner  ( Firenze 
ove  si  hanno,  anche  le  Tavole  dei  Logaritmi 
dei  Seni,  e Tangenti  di  io"  in  io".  Se  ne  troverà 
qui  sotto,  la  costruzione  . 


Calcolo  delle  Tavole  dei  Seni 

637.  Giacché  le  fnnzioni  dei  primi  45°  son  co -funzioni, 
dei  45°  seguenti  (613.3°.),  per  aver  la  Tavola  dei  Seni  fino 
a po’"  basta  calcolare  i seni  fino  a 45°  e dedurne  tutte  l’ altre 
funzioni  per  le  formule  9» , 3' , 6’ , 3’ , 7*  • La  natura  del  circo- 
lo fa  poi  vederci  che  i seni  tornano  in  ordine  inverso,  da 
JK>°  a i8o“,  e che  quelli  dei  dpe  ultimi  quadranti  differisco-., 
no  nel  solo  segnq  d.a  quelli  dei  due  primi.  Tutto  perciò  si 
ridurrebbe  al  calcolo,  ^un  semiquadrante  se  la  form.  13'  non.^ 

' diminuisse. 
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diminuisse  ancor  di  15®  la  fatica;  da  essa  e da  sen  30®  = !, 
C(w30°^  ' /v/3  (613)  si  ricava  «e/i  ( 30°±  i)  q;  isc/;  6^3  =r 
X cos  b , onde  sen  ( 30*  ~>r  b jz^.  seri  ( 30°  — i ) -+•  sen  i VS  • ®* 
condurrà  dunque  il  calcolo  fino  a 30®,  e posto  poi  i®, 

2®,S® 15®  si  andera  con  la  formula  fino  a 45°. 

628.  Cerchiamo  pertanto  come  possa  giungersi  a 3o®.PoI- 

chè  ( form.9*.)scn*a  -+  cos*a~l=:  ^ J -S* 

- aV'— I_ 

2V~"r (H9)>  ® l’arco  a = o dà 

a»/ — I — a\/ — I 

54*.  cos  a— > sarà 


a\/ — I — — I 

55’.sena=^ ' le  = I (308), 

a\/ — 1 t o*  rj}  nj  — I * 

si  ha  (307)  e ^ = I -+•  a//-’ I — — l-ec._ 

a*  , a?  \ / j —atJ-X 

I 1 ec.  H-(a hec.)v^ — I^ede  ^ = 

a a.3.4  a. 3 

. a*  a’  -y''  — I a* 

I—  arJ  — I — — H *+ec.  ^ I H h cc. 

^ a 2.3  a 2.3.4 

-(a-  — -f  ec.)  V' — i;  dunque  sostituendo  p riduccndo, 

a. 3 ' 

verrà  ‘ 

, a’  a*  a’ 

<6*.  sena=a— i — ^ ^ -ec. 

* 3.3  2.3.4.S  a.3...«.Z  2.3  ..8.9 

a*  a*  a* 

57*.  cosar:  I ! rH r — ec. 

a 3.3.4  2.3...5.Ó  3.3...Z.8 

sena  , . a*  2o^  I7a’  6-le? 

Arianna— =f2?alaH* b — -f-r— — b —z 1-cc. 


sena  , . a'  20'  iva' 

t%*Jianga— =(273)0-+- b b b-r-^ — - 

° cosa  ^ 3 3.5  3*.5-7  3*-5'Z-9 

cosa  , .la  a*  2a^  d' 

sena  a 3 3*.5  3^5.7  3*-5  -I 


629.  Qui  si  osservi  I®.  che  se  a sia  un  arco  piccolissimo, 
lo  saranno  molto  più  a*, a’  ec.,  che  perciò  spariranno  in 
confronto  di  a,  e allora  senair  or;fa/iffa,cosar:  r ,cota  — 
•*  : 3°.  che  se  il  raggio  supposto  i , sia  rv,  queste  serie , vo- 
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lendole  o usar  come  stanno  o calcolare , dovranno  snpplirsi 
con  le  potenze  di  r , secondo  la  regola  (609),  o moltiplicarsi 
per  r nel  final  risultato  (60.):  3“.  che  l’arco  a per  cui  son 
dati  il  seno,  il  coseno  ec.,  supponendosi  ridotto  in  linea  ret- 
ta, non  potranno  aversi  quelle  funzioni  se  non  si  rettifichi 
la  semicirconferenza  o non  si  sappia  la  ragione  tra  il  raggio 
e lei.  Ora  applicando  alla  forra.  56»  il  ritorno  delle  sene 
(•294).  verrebbe 

serica  ^.^sen^a  ^.<,.2  serica 

60*.  ar=se«a -V -H- 1 

“ 2.3  2 4 5 2.4  ó. 7 2.4. 0.8.9 

ec.,  e preso  un  seno  già  noto,  come  S6n33  = ^,  si  avrebbe 
l’arco  di  30®,  che  da  quello  di  1 80“ :zi 30° . 6 : ma  per  retti- 
iicara  un  arco  è più  pronta  e più  utile  la  tangente . 


^30.  Poiché  da  sena  — 


a-v/— I —a^—l 
e — e 


tt  ^ —4*  tf 

Viene  « 

2 


‘2-J  —l 
±a  \/  — I 


y 00<S  Cl 


ri  cos  a ± \/  — I . 

sena— cosai  \ ± >s/ — I -tan^a),  o presi  i logaritm.i  (308),  ± 
— l—lcos  a-^  l{  \ ±v^— I.  tanga  ) , si  avra  sottraendo  » 

W-  I = ^ — • — T-,  — » ® ( 3'^3  ) 

^ 1 — y — I . tang  a 

<5l*.a  = fa/i?a  — — ec. , serie  che  rettifica  U 

35.  o _ 

semicirconferenza  a-  . Infatti  posto  a =:  45  , e tang  a — 

„ , ^ . taiig  b -+■  tanr*  c v 

tang(b-*-c);=z  (613.3  .)l  =(^‘5)  ^ 

tang  t se  sia  tana  c—  i-  e perciò  tar^  b =: 

° IH-  tang  c • '3 

— , la  somma  degli  archi  6,  c dark  l’ arco  di  45“  > ovvero 
2 


^ tc 
62».  — = 
4 


I 

— 

o 


I 

'3-2^ 

l 


I I_ 

*5-a^  7-2’ 

I 


9.2® 


— ec. 


— ec. 


,3-3*  5-3^  7-3^  9-3 


o,*:35398  16339:44^3  «c.  e perciò  *•  = 3,1 41 5926535897932  «C. 

(5^)-  ... 

631.  Se  dunque  nelle  serie  di  sopra  (628)  s»  faccia  a — 


\ 
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e sia  f il  quadiaiue  reccifìcacO)  verrà 


m 


seri 


cos" 


m 

.~o 


m 


9 u 

1 

1 

1 

.il:. ^ 

m 2.301*  2. 3. ..501*  2.3 

. 9*  -u  9^ 

...  Ó . r/71^ 

vCe 

2/n* 

2.3.4//1'»  2.. 

.5.G/n* 

* vV* 

q 00  'ti 

: - H-  ec. , cot  — =:  — — ec. , 
ni  in  q 

essendo  m 

un  nu- 

mero  ad  arbitrio.  Avuti  in  tal  guisa  due  seni  e i loro  co- 
seni o in  secondi  o in  primi  o in  gradi,  si  otterrà  il, seno 
« coseno  della  lor  somma  con  le  forra.  iZ'  e 13^  fino  a 

sen  30°  ) die  dovendo  essere  —,  servirà  di  riprova  ai  cal- 

coli  antecedenti. 


±z^/  — I _ 


632.  Hanno  altri  usi  P equazioni  e ^ cos  z -± 

.senz  (630):  poiché  l''.  riducono  a seni  le  quantità 

immaginarie  a±6\/ — I se  fatto  — zz.  tanghi  onde  Z(a± 

Jv'—  — — l ) = ZaH-Z  (i  ±/y/  — I .tangh)zz 

(25  ) la  — Z cos  h ±h  ^ if  si  osservi  che  cos  Zi  ( =:  .... 

sen  h . a , ,,  , 

r ) = T-  V 1 “•  cos  Zi  ) = 

tangh  h 


a a - 

— — — = — fatta  c = 

a b ) c 

( (2*  -»■  Z>*  ) ; allora  Z ( o ± ZiV  — 1 ) :ir  Z c ± ZiV  — I — (630) 
Z c -+-  Z ( cos  h±x^  — l . seri  kj—lc{  cos  Zi  ± V — I . seri  Zi  j , 
cd  a ± ìy^—  1 = c ( cos  Zi  ±yZ—  I . senh  ) : 2“^.  riducano  a 

•eni  anche  le  quantità  esponenziali  immaginarie  b * ^ 

che  eguagliate  ad  c \ °*tde  z ~ xlb,  divengono 

cos{x  Lb  j±  y/ — I . ven  {xlb)-,  3“.  palesano  immaginai)  i 
logaritmi  dei  numeri  negativi  .sol  che  si  ponga  z — ‘±{‘J,n 
1 ) ir , d’  onde  ( 0 1 8 ) sen  zzzo  , cos  — leZ  — irz±(2n 
1)  »r  y/ — i , sempre  immaginario-,  mentre  l’altro  II  ~ 
2n7T,y/-~-i  che  si  ha  da  zzz±.znKf  è 1 reale  nel  caso  di  n 
o:  4‘'.  danno  perciò  un’espressione  di  tali  logaritmi  atta 
al  calcolo , facendo  Z — a = Za±Z  — I =:Zud:^2/r-4-l  )*  y/  - l . 

633.  Ma  r uso  immediato  di  quelle  equazioni  ( 630)  con- 
iiste  nel  cangiare  i seni  e i coseni  d’  archi  multipli  in  po- 
tenze di  seni  e Coseni  d’  archi  semplici,  c reciprocamente. 
Quante  al  problema  dirette  ^ se  invece  di  e-.#!  scriva  ine*- 


Digitized  by  Google 


tl  1+  4 -t- 


X »3»  )( 

±.ma/J — I . / , 

se  flia»  avremo  e ' =cosma±  V'* — 

^ — I.senct)”}  dunque  se«  ma  =:  ^*— ^ ( ( ccs  a -+ V * • 

sena)"  — {cosa — n/ — I.sena)*),  cioè 

m—I  m — I »»  — 2 m-3 

ó'i'.senma  — mcos  asena-^m. . co* 

''o  a 3 

'!ir2  ^rL4cos"'"5asen^a  — 

■ 2 ■ 3 4 5 

r — — ((cosa-fv^  — r .sena)"-**(cosa  — \/  — 


asen*  a-f-  m . 

ec.  i e C05  ma  : 

I . sen  a )•),  cioè 
04*.  cos  m«  =:  cos  a — 


m — 1 m — 2 , , „ 

• m . — — cos  a sen  a ■+  m . — — 

a » 


^asen^a  — ee.  E quanto  »1  proble- 

3 4 

ma  inverso , fetto  cos  a-t-r)/  — l . senazzp  , cosa  — ^ — I . 
sena  — a , onde  3 cosa  — I.  sena—p  —5,  e 

perciò  I ( 2 cos  a )"'i=(p-+9  )•,  II  ( 2^ — l . sen  a)"*— (p—r 
2)*,  il  binomio  I,  riuniti  i termini  a due  a due  (158), 

IV  - _ / m — 3 . m-— 2. 

darà  3"  cos" a = p" •+ g* -+ m ( p -+g  jpg-(*m. 


^(p™  ^-+  g™  J*  "+  ?!"  — ■*“ 

V — I . sen  ma,q"  — cos  ma  — ^ — I . sen  may  e p’"  q" 

cos*  ma  -4-  sen*  ma  — 1 ; perciò 

f7Z  I / V ■“  Tìl'"^  I f 

65*.  2 cos>^  a'zzcos  OTfl-f  «I  CÓ5  (m*  2)  a^m  , cos[m- 

2 

4)  a H-  ec.  presa  la  metà  dei  termini  dovuti  alla  potenia 
m per  la  riunione  di  essi  a due  a due . Il  binomio  II  dark 

. , . . , m — 2 . m— -a , 

3"(v — I )»•  sen"  a =:p*  ± g* — m(p  ±g  ) P3 

m. — ^ — (p  ^±g  )P  <1  — COI  segni  diso- 

pra se  m è pari;  in  tal  caso,  fatto  rn^tsn,  si  ha 

2/2  •'I 

1 )*"=:±I  ( 145)  : ma  se  m — 2n — i , si  ha  (\/  — I)  “ 
onde  poiché  p"  — g"  = 2/v/-~l  .senma,  viene  per 

m pari 

2“'* 77^ sea~''l az:.±co9  3/Jfl5Fa'J cos3(n"-I  )tìin(2n  • 
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1 ) eoi 2 (n  — 2 )aq:— — ?-LLl? — l)  oos2  (a  — 3)  a ± 

3 

ec.  : e per  m impari 

^ 2(«  — l)  2n-— I , . . . 

07*.  2 ' ’sen  a — :^sen\2n, — l)a±(2n-~i)x 

jen  ( 2«  — 3 ) a :p  ( 3n  — I ) ( n — I ) 5c«  ( 2/1  — 5 ) a ± ^ . 

( a/l  — I )(/i— 1 ) (3/1— 3)  - , 

1 — sen  (2n— 7)a:p  ec.,  presa  al  so- 

3 

4ito  la  metà  dei  termini  dovati  alla  potenza,  e i segni  d^ 
aopra  se  /i  c pari. 

(S34.  La  Form.  63*.  serve  a dividere  an  dato  arco  mm  ' 
in  un  numero  m di  parti  eguali:  fatte  senma=:b,senazz 

X , cos  a — — X*),  ella  diventa  b zz  * x — 

m — I OT  — 3 i/i— .3  a 

m. . X '*x*  -4^  ec.,  e con  /*  =:  3,3,4  «c. 

^ / 3 

dà  le  .seguenti  equazioni  per  dividere  un  arco 

h — ‘2xy/{\  — X*  ) in  3 parti 

i=3x— 4x’ 3 

i = (4ar— 1 — **) 4 

ec.  ec.  ec. 

^35*  Di  qui  la  risoluzione  approssimata  dell*  equazioni 
di  terzo  grado  nel  caso  irriducibile.  Poiché  se  l’equazione 
3*  — zzb  — scriba  ~ sen  ( 180°  — — — se/i(l8o°-+ 

3®)(6i8),  che  ha  per  radici  x=5en  a(  ^34  )>  — **”  (60° — 
«),=  — sen  ( 60°  •+ a),  si  riduca  alla  vera  forma  x’  — 

3r*x  r^sen'ia  v . • 11  , , 

— I =:  o (dop) , e si  paragoni  alla  data  x’  — 

px  H-  2 = o ( quando  7 è negativo  si  fa  x =:  —y  ) , avremo 

Si  I 

— r*  =r p , — r’se/j  30  r:  5 , onde  r zz  2 p , e sen  30  ~ 

— ; e poiché  )•’>■  sen^a , sarà  2\/— p>—  e^>— g*,ciò 

P Z P ^ 

che  con  p negativo  forma  il  caso  irriducibile  (338)',  per- 
ciò questo  metodo  risolve  V equazioni^  irriducibili  di  terzo 

^rado.  Si  avrà  pertanto  I°.  ^(=;se/J3a)=:r,te/i3a(dop), 
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• a«n‘5«=—  J—i  «o”  che  si  conosce  3«  ed  a:  3*.  a?  ( zs 
P 


5«na)=:r.sena  =2>/^  . sena:  3°.  « = 3>/^ . se« ( 6o* >-» a ); r 

3 3 

^.»=— 2 )• 

3 

Esempj^  I.  Sia  j*’  — goc  •+  I = 0|  onde  p cr  3,g  = i » 

*en3a=— > a=lo®i  dunque  *=2se/i  Io°  = 0,347296,*=: 
3 

3 se«  50°  =:  1 , 532089 , * = — 3 »en  70°  =r  — I , S79385 . II.  Sia 

— X -4-  — = 0,  onde ^=1,3=  -,sen3a  ==  — V3><*=20®i 
3 32 

3sp«20°  2se/i40° 

dunque  x = — — = 0 ,3;'4:^I  » * = — Vs  “ '242387  > 

= - 1 , 137158.  III.  Sia  - 5*  •+  3 = o* 
onde  j, = 5 . ? = 3 . “n  3“  = i -y'Ii , o = 1 4*  43'52"i 

V5  ■ ■ d*  43'  sr  - - V^--M5::i££  _ 

V3  Vs 

, ,S34,4«.^=-^'-^'-‘^ 


Risoluzione  dei  Triangoli  Rettilinei 


636.  Ogni  lato  d’un  triangolo  iscritto  al  circolo  è 
doppio  del  seno  dell’  angolo  opposto  ( 418.613): 
perciò  i lati  d'  un  triangolo  son  come  i seni  degli 
angoli  opposti.  CMiiamati  dunque  g,^\g*'  i lati  BG, 
*®’CÀ,AB,  ed  Oya  to."  gli  angoli  oppo.'^ti , si  avra 
I.  g:  sena  — g' isen  a ■=  g' ‘.■’^ena’ . lindi  se  g'  d 
sarà  anche  a' <ia  (428.6*)  ed  a'  <9o*(42'3); 
perciò  l'angolo  opposto  al  minor  dei  ’ati , è <90". 
63^.  Fatta  nel  triangolo  BAC  la  costruzion* 
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spiedata  altrove  (443)»  e condotte  ad  AF  prolunga- 
ta, in  H,  le  normali  BI  , CH  , sarà  AFD  ( = 
ìDFE  ) H-  DFC  ( = i DFG  ) -f  GFB  ( = i GFE  ) = 
■S  “ i8o®,  onde  GFB  = HFG  ( perchè  supple- 
menti di  AFC  ) e BFI  = f ÌFG . Ora  efì^endo  i il 
raggio,  i triangoli  rett-ingoli  BGF  , CHF . BIF , CGF 
danno  ( 636  ) BF  : BG  ::  i : sen  BFG  : : GF  : GH  , e 
BF:BI::  I BFI;:GF:CG;  dunque  CH  BI  = 
BGxGC  = {q  — g ){q  — g"  ) (444)  ; ma  AB  : BI . : 
I ; sen  BAI , ed  AC  : CH  : : i : sen  GAI;  dunque  mol- 
tiplicando le  dqe  • analogìe  , AB  X AG  : BI  x CH  : : 

1 : sen*  BAI,  cioè  i».  sen  f a = 4/ 

^ ^ 8 S 

• quindi  a',  cof  = 


SS 


638.  Pongasi  ora  il  valor  di  q=l{g‘+  ~\-g"  ) 

nella  i‘.  equazione,  e quadrando  avremo  se/i*^a(=: 


però 


li-  2g- g cosa—g*~hg"'  — in  cui  se  si  can- 
gi reciprocamente  g,a  ia  per  aver  2,gg' cosa"=:: 

g -+g* — g"*>  e vi  si  pongano  i valori  di  g"*  pre- 
so da  questa , e di  g p)*eso  dalla  I , si  troverà  2g  g"x 


' » ^g'g”  sen  a cos  a - 

COS  a = 29  * „ — 

° sen  a 


cioè 


III.  tango."  {^g-  — g"cosa)  = g'sena.  Con  queste 
tre  formule  si  risolvono  i triangoli  obliquangoli . 

^39-  Quanto  ai  rettangoli , sia  a 1’  angolo  ret- 
to, e chiamata  h 1’  ipotenusa  g,  si  ponga  g e g per 
g'  ^ g'*(t  ed  a'  per  a'  ed  a":  e poiché  sena=  i, 
, cosa  = o,  la  Formula  I dark  h = g : sena  = g' : 
sena  • 


Fie. 

100. 


Digitized  by  Google 


)(336)(  , , 

Dalla  III  si  avra  tang  a = g' g . E se  in 
vece  di  a si  supponga  retto  a"  > sarà  tang  a"  = oo , e 

g'  ■ — Ac05fl  = 0. 

641.  Si  son  disposte  queste  Formule  nelle  se- 
guenti Tavole  : ma  nei  triangoli  obliquangoli  si  av- 
verta che  dati  due  angoli , o datone  uno  e trovato- 
ne un  altro,  il  terzo  è dato  (424);  nei  rettangoli 
poi  dato  un  angolo  acuto  o due  lati , è dato  l’ al- 
tr’  angolo  ( 42'’  ) o V altro  lato  ( 475  ) j e dati  i due 
angoli  acuti , si  avrà  solo  la  ragion  dei  lati  senza 
conoscerne  alcuno  (432).  Del  resto  i seni  e coseni 
molto  grandi  variando  con  gran  lentezza , non  dan- 
no 1’  esatto  valor  dell’  angolo  e convien  trasformarli  ; 
perciò  con  cosa  — g':h  (640  ) si  fa  h:g'::  licosa, 
ed  A — g'  :h-+g'  ::  t — cosa:  i -i-  cos  a,  onde  (624) 
tang^a  — V {h — g)‘'^{h-¥g'),  e l’angolo  a si  ha 
con  precisione:  le  tangenti  e cotangenti  variando  ra-^ 
pidamcnte , non  hanno  d’ uopo  di  trasformazione  • 


Tayoj-a 


Digitized  by  Google 


X *37  )( 

TAVOLA  I.  PER  1 T'hiamgoli  Rett angoli 
I lati:  son  g,/>  gli  angoli  opposti  a , a',  l’ ipotenusa  è h. 
In  goneral'e  IL  significa  V ipotenusa  e un  Iato,  lA  Vìpotenu- 
sa  e un.  angolo  , LAov  un  lato  e 1’  angolo  opposto  y LAa  un 
Zofo  e 1’  angolo  adjacente . 


Dati 

Tro- 

vare 

FORMULE 

642. 

643- 

IL 

hyg 
h rg 

a 

a 

/sena  — g'.Ti  (639)  ovvero 

45  " -f- 1 a 1 = ‘s/(  ^ ( A t)  (Ó41  ) 

cosa—g':h  (640)  ovvero 
\tangLa  — ^{K—^):„7\h-^g)  (641  ) 

644. 

645. 

lA 

h,a 

s, 

g 

g ah  sena  {629)  ■ 

g'  — h cos  a ( 640  ) . 

Ò46. 

gyg 

a 

ta/^g-a'=g';o  (Ó40) 

64:. 

648. 

LAo 

7.7 

h 

g 

-.sena'  (659). 
g=g':tanga'  {6^0) 

LAa 

649. 

650. 

g'*a 
gy  “ 

h 

* f 

g 

h^g':cosa{640)’ 
g'=g tango!  (640) 

' 

TAVOLA  IL  PER  I Triangoli  Obuquangoli. 

I lati  aon  g>g',g",  gli  angoli  opposti  a,  a',  a".  In  ge- 
nerale LAL  signincÀ  due  lati  e V angalo  compreso  ,LL A due 
ati  e un  angolo  opposto , ALA  due  angoli  e il  lato  compre^ 
»o,  A AL  due  angoli  e un- Iato  opposto.. 

Dati  < 

Tro- 

vare 

FORMULE 

-T" 

651» 

gyg'yg" 

a 

{g~\-g[-i-£" ) 

itang  1 a=  V (9  -/)  ( 9 ‘g")  ’Vii^-gìi  ) 

<52- 

àé3- 

LAL 
/ // 

g yg  y<^ 

!" 

g=±y/{g'^-ì-g"^  — <lg’g"cosa)  (638) 
taiiga" —g"senai{g' — ^'^cosa)  (638)1 

<S54- 

655. 

LLA 

'gyg  yO. 

< 

g"=zg'cosa±^(g'  — g‘^sen'a)  (638) 
Sen  a'  — g'  seri  a :g  { 636  ) 

AL  A AAL 

a' 

g' 

g'  —gsen  a’  : sen  a ( (^36  ) 

CI  7. 


Digitizéd  by  Google 


)(  *3*  )( 

Fluiremo  con  alcuni  Problemi  per  esercìzio  dei 

Principianti . 

6sz- 1-  Trovare  un  angolo  * la  cui  tangente  sia  del 

suo  seno . Ris.  seri  x — 1 . 

n 

^58.  II.  Dividere  un  dato  angolo  a in  due  angoli  Xya  — K 
tali  che  i loro  seni  sieno  nella  ragion  data  èìm:n 


Ris.  tangx  — 


msena 


n- 


m 90S  a 


659.  III.  Data  la  differenza  d di  due  angoli  x,x-+d  e la 
ragione  m:n  dei  loro  seni,  trovate  gli  angoli . i{«.  ran^ x — 

n seti  d 
m — n cos  d 


660.  IV,  Date  le  ragioni  n : l dei  seni  ed  m : i delle  tan- 
genti di  due  angoli  x,z,  trovare  gli  angoli.  lUs.  tangx — 

/ /tn*  — n*\  I ] tm'  — I 


661.  V.  Supposti  aritmeticamente  proporzionali  i seni  dì 
tre  angoli  p,m,u,  determinare  qu.-ili  debbano  essere  gii  an- 
goli estremi  atiìnchè  anche  i coseni  di  tutti  e tre  sieno 
nella  medesima  proporzione . Ris.  Gli  angoli  debbono  esser 
tali  che  p — u sia  piccolissimo. 

663.  VI.  Data  l’equazione  (n-t-N)se/iH=:(n— 
ove  n,N  son  note  e senm  è medio  proporzionale  aritmeti- 
co tra  senp  c senu,  trovar  1’  angolo  p — u che  si  suppone 

piccolissimo . His.  p — M = -^  ( aN  tang  m ) . 

663.  VII.  Date  l’ equazioni  ( n •+  N ) sen  h r:  seti uf  ed  ( n — 
N ) seng—  senp'  ove  si  ha  :kh^:gzzp  — h, N è nota  , e son 
noti  sen  m , seni',  sen  m'  medj  proporzionali  aritmetici  tra 
senp  e sena,  tra  seng  e sen  h,  • tra  senu'  e senp' f tro- 
var r angolo  u'—p' che  si  suppone  piccolissimo . iìis.  u' — p' 


sN.vcn  ( i':km  ) 
cos  m cos  m' 


664.  Vili.  Con  la  regola  di  doppia  falsa  posizione  trovare 

un  arco  X che  sia  metk  della  sua  tangente,  o calcolar  l’equa- 
zione 2»  rr  tanjrx.  Ris.x  — 66'‘ ^6' là,"' . ' ' > 

665.  LX.  Con  la  regola  stessa  ricavare  il  valoi  dell’  an* 
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rie. 


2sen  X sen*^x 

Bolo  * dall’  equazione  sen  i6'  = =-  . ]Ris,  x 

® cos 2x 

11° 44^42"  incirca. 

666.  X.  Con  le  formule  del  N°,  628.  sommare  in  ge* 
■evale  la  .serieSrr4c«<iH-4en(aH-i)-4-ie/2(aH-26)-4-...-f* 
seti{a~i-nb},  e determinar  particolarmente  S nel  caso  di 
a~i-nb  — {n~^lja  — go°.  Ris.  In  generale  S= 

«05  ( a — i ) — cos 

— , in  particolare  S =:  i ( l -i- 

_ a sen^b  ‘ il  ' 

oot^a).  - 


66z-  XI.  Risolver  1’  equazioni  della  forma  x 


VI 


m 

a 


Ris.  Il  fattor  generale'  della  prima  equazione  si  troverà  .v*  — 


2n  *4- 1 I 1 n 1 , aoTT  , 

3cjc  cos  — wH-a  , della  seconda  a:*  — 2axcos !-a*, 

m m 

•ve  /j  = o,=:i,=:3,=3  ec.  e 7r  = iSo°. 


668.  XII.  Un  Vascello  si  avanzò  di  50  miglia  verso 
lifvante,  e di  lló  ver.10  Tramontana.  Si  cerca  la  posizio- 
ne e la  lunghezza  del  viaggio  o delia  linea  retta  per  cut 
ha  camminato . Ris.  Il  vascello  è andato  per  una  strada 
che  fa  un  angolo  di  23°I9'4"  con  la  direzione  di  tramon- 
cana,  ed  ha  di  lunghezza  126  miglia  in  circa. 

669.  XIII.  Data  r area  s e uno  degli  angoli  acuti  a d* 
un  triangolo  rettangolo  trovarne!  Iati  x,y  e l’ ipotenusa  a. 


,2s  tango  /2scota  / rs 

Ris.  A'=V — >>=V ,2  = 2-1/ . 

V r w r V sen  2a 


670.  XIV.  Dati  i lati CA  = a, AH  = 5e  gli  angoli ACB  = 
m,  AHB  = n,CBH  = r d’un  quadrilatero  , trovar  l’angolo  CBA  I04. 

, 1 . , . « T,  • a /-.«  » 0 sen  m cos  r"±.b  sen  n 

e la  diagonale  AB.  Ris.  i . cotCBA  = 

^ a seti  m sen  r 

ove  il  .segno  — vale  per  il  quadrilatero  ACBH'  : 2°.,  AB  = 


a seri  m 

«cnCBA 

671.  XV.  Dati  due  circoli  concentrici  NPK,QRF  con 
la  tangente  in  Q e la  corda  QH  nel  minore,  e condotta  dal  ^ 
punto  N la  NK  parallela  a QR  , l.i  NE  normale  ad  NP  e la 
NL  che  fornii»  1’ apjiolo  LNE  = LNK,  trovar  la  ragione  di 
MK-'-NI.  a r.U  ILa  ragione  è dupla. 


Digitized  by  Google 


FIG. 

104., 


)(  S40  -X  . . 

6x1-  XVI.  Data  la  tetta  AG  còmune  sezione  di  due  pii- 
ni  triangolari  ACBjACD  tali  che  là 'rètta  BD  condotta  per 
i due  vertici  sia  normale  al  piano  ACD , e dati  oltre  al  tri- 
angolo ACB  eli  angoli  d’  inclinatone  BCD  m,BAD  = 
determinare  il  triangolo  ACD,  o sia  trovare  sul  pianti  in- 
determinato MAR  il  piano  e triangolo  di  riduzione  ACD  del 
triangolo  AC^.  Ris.  Fatti  gU  angoli  CAB  = a,  ABC  =:  ò. 


ACB— c,  si'troverk  eoa  ACD=— cos  CAD  ::: 

ctos  m coi  n 

i CDA  = « poi- 

” V ' cosmcosn  ' 


chè  è data  AC  > si  avtk  di  «jui  'tutto  U Testo . 
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TRIGONOMETRIA  SFERICA. 


^Z3'  il  semicircolo  PAp  formi  la  «fera  APap  (54t5)> 
S di  tutte  r ordinate  il  solo  raggio  AC  descriverà  un 
circolo  massimo  ( 547  ) > e 1’  altre  altri  circoli  paralleli  tan- 
to minori  quanto  piu  esse  diminuiscono  (548).  Quindi  la 
sfera  ha  un’ infinitk  di  circoli  e massimi  e minori  (547): 
ma  non  usandosi  quest’  ultimi  perchè  ineguali , col  nome  di 
circoli  e d’  archi  intenderemo  in  avvenire  i circoli  massimi 
e i loro  archi . Ora  la  Trigonometria  Sferica  risolve  i Tri- 
angoli Sferici  f come  ANMBA',  formati  sulla  superficie  del- 
la sfera  da  tre  circoli  che  si  segan  tra  loro,  ed  hanno  per 
centro  il  centro  C della  sfera:  1’  altro  maggior  triangolo 
ApaPA^BMNA  le  cui  parti  son  date  da  quelle  di  ANMBA', 
non  si  considera. 

674.  Un  diametro  Pp  normale  ad  un  circolo  AMa,  è 
l’ asse  di  questo  circolo , e le  sue  estremità  P , p ne  sono  i 
poli . Ogni  altro  circolo  A'Ma'  con  diverso  asse  P p'  ha  po- 
li diversi  F,p':  per  altro  il  punto  A'  e il  polo  P'  si  allon- 
tanano egualmente  l’ uno  dal  punto  A , l’ altro  dal  polo  P , 
• perciò  AA'=iPP'. 

675.  Dunque  l’asse  Pp  farà  sul  circolo  AMa  tanti  an- 
goli recti  quanti  son  raggi  in  esso , e gli  archi  PA , Pa  che 
misuran  quest’ angoli , saranno  di  90°:  onde  1®.  1’  arco  tra 
il  polo  d’ un  circolo  e ogni  punto  della  sua  circonferenza, 
è di  90®;  2®.  gli  archi  PA,Pa  in  un  piano  medesimo  con  la 
normale  PC  son  normali  alla  circonferenza  AMa  ; 3°,  i due 
punti  A , P bastando  a determinar  la  posizione  d’  un  circolo 
che  dee  passar  per  C ( 533  ) , due  archi  PA , Pa  di  90° , dite 
archi  normali  ad  AMa , o anche  un  solo  arco  di  90°  e nor- 
male , determinano  il  polo  P di  AMa  . 

676.  Il  centro  C comune  ai  circoli  della  sfera  (673), 
dà  per  loro  intersezione  un  diametro  Aa:  perciò  i®.  se  due 
circoli  APa,AOa  si  son  tagliati  in  A,  non  si  taglieranno 
più  che  in  a a 180®  da  A : 2®.  onde  due  soli  archi  non 
chiudono  spazio  se  non  è ciascuno  di  180®. 

<$77.  Si  formi  ora  1*  angolo  sferico  AMA'  con  l’ incon- 


FIC. 


lor. 


DigitiZHU  by  Google 


FIO. 

loi. 


K S4a  )( 

tio  in  M d#i  due  archi  Aa1,A'M  prolungati,  s6  occorra» 
fino  a 90".  Condotte  nei  piani  ANi\lC,A'BMC  due  normali 
da  un  punto  stesso  della  comune  intersezione  CM , 1’ ango- 
lo da  esse  compreso  misurerà  l’ inclinazion  de'  due  piani  o 
ran<rolo  AM.N  (534):  uia  questa  inclinazione  è anche  de- 
terminata da  quella  degli  assi,  cioè  dall’angolo  PCP' o dall’ 
arco  PP'h:AA'  dunque  la  a d'  un  angolo  sfe^ 

rico  AiVlA'  sarà  V arco  del  circolo  AA',  compreso  dai  suoi 
lati  a 90°  dal  vertice  IVI 

078.  Dunque  i“.  ogn’  angolo  sferico,  e molto  più  la 
differenza  di  due,  è < 180":  3°.  un  arco  che  cade  sopra 
d’ un  altro,  ha  gli  angoli  intorno  = lSo°:  3°.  prolungato 
quest’  arco,  gli  angoli*  opposti  sono  eguali,  e la  somma  de- 
gli angoli  sferici  intorno  ad  un  punto  è 360°:  4*.  1’  angolo 
sferico  AMA'  (cc:ACA')  superando  ( 430 f quello  delle  cor- 
de AMjA'M  più  lunghe  dei  raggi  AC  , A'C  ( 4”  5 J » V 
au^^oli  d' un  triiuigolo  sferico  son  >•  i8o“  (424J:  ma  polche 
ognuii  di  essi  è < 180®,  saranno  i tre  C 540®. 

ó^o.  La  somma  degli  angoli  d’ un  triangolo  sferico  ca- 
de dunque  tra  l8o°  e 540*,  nè  può,  come  nel  rettilineo, 
dedursi  il  valor  del  terz’ angolo  dagli  altri  due;  quindi  i 
tre  angoli  possono  essere  ottusi,  retti  o acuti,  e la  somma 
di  due  è > 90**  se  V altro  sia  ~ 90°  o ■<  90° . 

680.  Quanto  poi  ai  lati  d’  un  triangolo  sferico , giac- 
ché di  quanti  archi  posson  condursi  per  due  punti  P , A del- 
la superficie , il  minimo  appartiene  ad  un  circolo  massimo 
( s;o9),  gli  archi  dei  cìrcoli  massimi  sulla  superficie  sferica 
saranno,  per  quanto  lo  soffre  la  lor  natura,  come  le  linee 
rette  sul  piano:  e quindi  i®.  quest’ archi  o i loro  angoli  mi- 
surano sulla  superficie  sferica  le  distanze,  dette  perciò  an- 
golari  : 3°.  nel  triangolo  sferico  la  somma  di  due  lati  supe- 
ra il  terzo,  onde  EaH-Fa>FE;  e poiché  AE*+AF-4-Ea-l- 
Fa=r3Óo®1  6:6)  e perciò  AE -4*  AF  FE  <1360°,  un  lato 
non  può  giungere  a 180°  (6:6)  nè  la  somma  dei  tre  a 360®: 
3°.  due  triangoli  sferici  sono  eguali  o abbtan  tre  lati  egua- 
li a tre  lati,  o due  eguali  a due  con'l’  angolo  compreso  e- 
gualc,  o uno  eguale  a uno  con  eguali  angoli  sopra:  4**- 

ciò  un  triangolo  o isoscele  o isogonio , preso  due  volte  e pa- 
ragonato da  parti  opposte,  ha  eguali  o i suoi  angolI*sulla  ba- 
se o i suoi  Iati:  j»®.  e fatto  col  tagliare  il  maggior  angolo  d’un 
triangolo  scaleno,  un  triangolo  isogonio,  al  maggior  angolo 
si  vedrà  opposto  il  maggior  lato  ec. 

681.  Dov'cndo  tutti  i circoli  della  sfera  segarsi  scambls- 
volmeine  (6;3),  non  si  danno  in  essa  trivangoÙ  simili  o con 
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lati  paralleli:  onde  due  triangoli  sferici  equiangoli  sono  e- 
guaii  ; poiché  se  soprapposti  non  coincidessere,  avrebbero  le 
basi  parallele. 

ò8‘2.  Infine  il  triangolo  sferico  è o rettangolo  o obliquan- 
golo . Quanto  !il  primo,  sia  egli  HOT,  cioè  sull’arco  HDNC 
insista  normalmente  l’arco  DFOC  . Si  prolunghi  HF  e per  1, 
L,  a 90*  daH,si  conduca  l’arco  ILMB.  E’  chiaro  che  gli  an- 
goli retti  in  D,I  danno  M per  polo  di  DI  (675.3°.)  ^*1  = 

MD=r90°:  perciò  se  DF  divenga  o DM=:yo*  o DO  >90“, 
anche  IL  (==H)  diverrh  o IM  — 90*  o IB  > 90®,  cioè  nel 
triangola  rettangolo  V angolo  obliquo  « della  afssa  specie 
dal  lato  opposto  : onde  DF  ■<  0 > 90*  dando  H ■<  o > D 
e quindi  DF  •<  o > FH  (677.5°.),  sara  DF  il  più  coito  o 
il  più  lungo  di  quanti  archi  posson  condursi  da  F a DH . E’ 
anche  chiaro  che  se  ciascun  de’ lati  HD,DF  è epe®,  1’ i- 
potenusa  HF  (<HL=:po®)  sara  cpo®-,  se  ciascun  de’  la- 
ti CF,Cl  è >-yo°,  l’ ipotenusa  IF  che  incontra  i lati  di  la. 
da  90® , sara  pur  -<  90°  -,  e se  l’ un  de’  lati  CN  è ■<  90°  e 
l’altro  CF  > 90°,  l’ ipotenusa  NF  ( > NL  ==  90®);  sark  > 
po°,  onde  i lati  della  stessa  o di'  diversa  specie  hanno 
V ipotenusa  < o > 90°.  Perciò  gli  angoli  obliqui  omogenei 
ai  lati  opposti,  indicano  la  specie  dell’ ipotenusa,  e recipro- 
camente : cosi  r ipotenusa  e un  lato  di  simile  o di  diversa 
specie  danno  l’  altro  lato  -<  e >-  <;o°.  Ma  se  un  lato  inroj-- 
no  all’  angolo  retto  c 90®,  anche  1*  ipotenusa  sara  90* 
(675.3“.)  ® **  terzo  lato  può  essere  o>,  o=;,o  C9o°. 

683.  Quanto  al  triangolo  obliquangolo,  sia  egli  ACB , e 
da’ suoi  vertici  come  poli  si  descrivano  e si  prolunghino  fi- 
no airiiicontro  gli  archi  FE,ED,DF.  Poiché  A,C  sono  “a 
90°  dal  ponto  stesso  F,  sarà  P il  polo  di  AC,  e D,E  lo 
saranno  di  CB,BA  (675.3°.):  perciò  prolungati  in  G,H  i 
lati  di  ACB  fino  all’  incontro  di  DF,  sark  DH  — FG  = yo* 
( 675)»  e DH  -+  FG  = Df  -t-  GH  = 180°,  ónde  DF  saia  il 
supplemento  di  CHzrC  (677),  come  FE, ED -lo  saranno  di 
A,B.  Essendosi  poi  fatto  AK zcB.M  — 90° , sark  AK-h  BMcic 
MK-4-ABr:  180*,  onde  AB  savk  il  supplemento  ‘di  MK — 
K,  come  BC,CA  lo  saranno  di  D,F.  Dunque  il  triangolo 
DEF  é supplemcntario  di  ACB,  ed  avendosi,  pcv  c.^tmpio, 
B 180®  — DE,  sark  (61B)  ^e/i  B=z  sen  DE,  for  B re  — co,  DE , 


FIG. 


102. 


se/j —B  r cos — DE,  ove  in  generale  se  — «i  ->9o°,  sark 

II  ' . ' 

s — T7i ^ — C05  — r.  (6n),  josto  n il  supplemento  di  ni. 

3 ' 2 
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Risoluzione  dei  Triangoli  Perici . 


684.  Da  un  angolo  F del  triangolo  HGF  si  cali  1’  arco 
normale  FD , e dal  centro  E partano  i raggi  EF,ED,EH: 
se  da  F scenda  sul  piano  OHE  la  normale  FA  ed  il  pia- 
no FAK  incontri  normalmente  HE  in  K»  i triangoli  FAE, 
FAK,FKE  saranno  rettangoli  e fatto  I il  raggio,  daran- 
no AF  : FE  ; : sen  FEA  ; l , AF  : FK  : : sen  FKA  : l , KF  : FE  :: 
$en  FEK  : I ; onde  sen  FEK  : 1 ::  sen  FEA  : sen  FKA  ; ma 
sen  FEK  zz.  sen  FH  , sen  FEA  zz  sen  FD  ( 608  ) , e seri  FK  A zz 
sen  H (Ó27  ) ; dunque  sen  FH  ; 1 ; : sen  FD  : sen  H ; dunque 
nell’  altro  triangolo , rettangolo  FDG  sarà  del  pari  sen  FG  : 
1 : : sen  FD  : sen  G ; dunque  nel  total  triangolo  HFG  sara 
SC71 H : sen  G : : sen  FG  ' sen  FH . Chiamati  pertanto  g,g  ,g'* 
i lati  del  triangolo,  ed  a,a,a"  gli  angoli  opposti  ad  es- 
si , si  arrk 

I.  seng:  sen  azz  seng' :sena'zzseng'':  sena" . 

685-  Duuque  sen  a -4-  sen  a'  : seri  as/%  seti  ci  : : seng  •+ 

tang  i.(  a-i-a') 

sen  g'i  seno  seng' , e però  (633)— ^—^^zz  .... 

tang  L ( a «o  a') 

— c poiché  il  secondo  membro  è sempre  po- 

sitivo  ( 678  ) y i due  termini  del  primo  hanno  il  segno  stes- 
so, c Ze  semisomme  di  due  lati  e degli  angoli^a  loro  op- 
posti son  della  stessa  specie. 

686.  Ora  essendo  1 seni  degli  angoli  come  i lati  op- 
posti nella  Trigonometrìa  rettilinea  (631$),  e come  i loro 
seni  nella  sferica  ( 684  ) , se  presi  i seni  dei  lati  in  vece 
dei  lati,  si  applichi  a questa  il  raziocinio  già  fatto  in  quel- 

la  ( Ò37 ) , verrà  I».  sen— azz  ^ » 

2 V seng  seng 

. I ^ / sena  seni  q -^g)  _ , 1 • 

2*.  cos  — azz  \/  — — 2 — JzJ  , formule  che  il  triango- 

3 V sen  g sen  g, 

lo  supplementario  (683)  ( fatta  m la  metà  della  somma 


degli  angoli  ) Cangia  in  3*.  cos  — gzz 

Vcos{  mena’)  cosi  mena")  £ 

-, y, 4».  sen  — gzz 

sen  a seti  m " ^ 


V 


— cos  m cos  l m <jO  a\  .... 

, 7, e divisa  la  l*.-per  la2^,  e ia  3'. 

sena  sena 


per 
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1 , • I / scn(n  — Q')sen(q  — (/'] 

per  la  4'.,  viene  tanj}  — a—\j L’ q > 

‘X  V Hsn  q seri  ( j — g)  ’ 

1 / cps(ni(yi  a')  cos(miy!>  a")  , 

cof  — ^ ^ ; > — ■}  ove  it  radicale  non 

X V — cos  m cos  ( m c«o  « ) 

è immaginario  perchè  /m>-9o“. 

6S7.  Pongasi  ora  il  valor  di  q — -~  nella 


I»,  equavione  di  sopra,  e quadrando  avremo  seti^  — a{~ 

I— cosa  ^ ^ ^ — ^')sea§(g  -+  g'—  g^  ^ 

3 scng'seng' 

) — co^g  _ 

' " ' Xseng' seti  g"  


^ . * . CO.S  a cos  seri  g'  svng" — cos  ? , 

(Ó14) — ^ Ji,  onde 

Xserig  se/ig 


ir.  cos  a seng' sen  g"*  ~ cos g — cosg'cosg"j  che  i!  triangolo 
.«upplementario  trasforma  in 

HI.  cos  gsen  a sen  a"  r::  cos  a -h  cos-a  cos  a" . ' Onde  giacché 
cosa  e cos g hanno  lo  stesso  segno  o danno  a,g  della 
stessa  specie  finché  cosg>cosg' cosg"  e cos  a>  cos  a'  cos  a'\ 
cioè  finché  g'  o g"  ovvero  a'  o a"  hanno  il  noto  valore 
intermedio  (61S),  si  conchiudera  che  un  angolo  o luto  a 
~dclla  stessa  specie  del  lato  o angolo  opposto  se  V un  de' 
lati  o angoli  adjaccnti  sia  medio  tra  quel  lato  o angolo 
opposto  ed  il  suo  supplemento.  La  regola  inversa  non  ha 
luogo . 

6S8.  Fatto  nella  II  tangg'' cos  a— tang<^  ,vetx'ù.  sen  g' yi 


COS  ' 

*ang  p — ^ — cosg',  e riducendo , cos^rr  cosg"  cos  (5 

COS  ^ 

p):cosp. 

689.  E fatto  nella  III.  tang  a"  cos  g ~ cot  p , ven  a 


/ _ cos  a 

sena  cot^  zz ^r-Hcosa 

cos  a 


» 


e tiducendo, 


cosa  zz  co5a"y 


sen  (a'  — p):  sen  p.  , > . 

690.  Che  se  nella  II  si  ponga  reciprocamente  g",a' 
per  g,a,  onde  si  abbia  cosa"  sen g'  sen  qzz cosg"  — cosg'x 
eosg,  sostituiti  nella  IL  i valori  di  cosg"  preso  da  questa 

HIx 
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edif*nff"pteio  dalla  I,  si  troverà  cot  a sen  a*'zz  ( I — 

senff 

cos*g')~—cosg  cosa" f cioè 

IV.  cot  a seti  a"—  cotg  seng'  — cosg'cosa"  y ove  fatto  cotg: 
cosa"  — cot  p , verrà  cot  a tango"  :z.  cot  p seng'  — cosg'  e li- 
ducendo , cot  azricota'  sen  (g'  — p):  senp.  Fatto  pure  cot  a : 
c Oi  w'  — tang  ^ , verrà  tang  p sen  d' ~ cot  g tangg'  — cos  a" , 
e riducendo,  cotg  cotg' cos(a"t^  p ):  cos  p.  Con  queste 
formule  si  risolvono  i triangoli  obliquangoli , 

691 . Quanto  ai  rettangoli,  sia  a 1’  angolo  retto,  e 
chiamata  h l’ipotcnusa  g,  si  prendano  g,g',a,a'  per 
g',g",a' , a" y e poiché  «e/j  arr;  1 , cosar:  cot  azzo,  la  For» 
mula  I dark  sen  h = seng;  sen  a.  D’onde  s’impara  che  co* 
me  I > sen  a , cosi  sen  li  > seng,  e V ipotenusa  eccederà 

0 sarà  ecceduta  dal  lato  , secondo  che  egli  sarà  -<  o >• 
90“  (6;i).  Del  resto  se  i seni  o coseni  di  queste  e del- 
le seguenti  formule  sieno  molto  grandi,  il  loro  esatto  va- 
lore si  avrà  o dalla  solita  trasformazione  (Ò4I),  o da  qual- 
che altra  formula  che  indicheremo  nella  seguente  Tavo- 

1 I j . j.  . 1 ■+  sen  h 

la:  così  da  l : senti::  sen  a:  seno,  viene = , . . . 

I — sen  h 


cioè  {<534.623)  tan^(45'*rf  — k ) = ± . . 

^/tang—  (a-+^)cot  — (a-— ^);e  nel  modo  stesso  sena  =z 

seng;  sen  h diventa  tang  ( 45°  — a ) n ± tang  — { ^ «4. 

2  2 

g)  cot  — {h‘g) , ove  il  doppio  segno  è determinato  dalla  prò- 
2 

prietk  del  lato  (682). 

692.  La  formula  II  da  coshzz  cosg  cosg' y che  si  tra- 
sforma (<Spl  ) in  tang— gzz/nj  ta.ng  — {^h-^g)  tang  — ( A — 

2 2 2 

g)y  ove  il  doppio  segnq  è inutile  perchè —w<90*  (680). 

2 

693'  La  Fotntula  III  da  coshsz  cot  acota' , che  ridot- 


^ , I tang  a . 

ta  ad  — - =:  — diviene 
cos  h cot  a 


I — cos  h — { cot  d ' — tango) 

l-i-cosh  cot  a'  -4-  tang  a 


Digitized  by  Google 


)(  *4?  .)( 


fe  quindi  ( 625.^22.  ) -cos(a'-f  a)  : \/co4(«'v*a). 

12 


6j4-  La  Formula  IV.  dk  cos  a' — tàng g coth i che  li 
trasforma  al  solite  (69Ì  ). 

695.  Ma  se  in  vece  di  a si  supponga  rettò  a' , la  For- 
mula III  dark  cosg  — cos  a : seri  a' , che  al  solito  può  ridur- 
li  (691). 

696.  Supposto  sempre  a ' retto , la  Formula  IV  da  cot  a — 
totgseng»,  da  cui  s’  impara  che  come  1 > sen  g' , così 
aotg>  vota  o tafiga>iaJigg:  onde  V angolo  obliquo  < 
o > 90°  «accederà  o sarà  ecceduto  dal  lato  opposto  (611). 

Tutte  queste  formule  si  son  disposte  per  tnaggiar 

éemodo  neUe  due  Tavole  seguenti  ^ 
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TAVOLA  I, 

Per  I TRIANGOLI  SFERICI  RETTANGOLI 

Tutto  è qui  come  nei  rettangoli  rettilinei.  Il  se- 
gno * indica  gli  archi  della  stessa  specie  ( 682  ) , « 
il  segno  **  i casi  dubhj  di  <cui  neW  Applicazioni. 


lati 

Tro- 

vale 

FORMULE 

[L 

1 

fcosp' zzeosh:  cosg,  ovvero  "V  cxCqoI 

(fa/jo- L^r'  = V tang i ( h -+g ) tang -| ( /i  p)J 

fsen  à*  zz  seng*  :senh,  ovvero  "X  ( j \ 

^tang{  45°  -+  £ a ) = ± V '««5'  1 ( ^ '+'0  ) ^ ^ ^ 

/cos a' = fa«£ffcot7i,  ovvero  ^ ffiOAÌ 

Ktaug  la'  zzij  sen{h-g):^  sen{h-^-g)ì  ^ 

(2‘ 

(a' 

g 

fsang*zzsenh sena*  {691),  ovvero 
\da  7i,a  ho  a (701  ),  e da  h,a'  ho"  (702) 
eoe  a'zzcos  h : cot  a ( 693  ) 
tangg—cosa':coth  (694) 

i 

rcosh=:  cosgeosg' {692  ),  ovvero 

'da  ho  a ( 704  ) e da  a ho  fi.  ( 705  ) 

cot  a zz  cot g sen  g'  (696)  * 

.Ao 

•n--— ^ 

fscnhzzsengisena,  ovvero  (ÓQl) 

^tang{^^“  -i-lh)zz±/^tangl{a-^g)cot  | ( a-~g)^ 
fseng'zzcotaicotg,  ovvero  s^  (6g6) 

'f  flwor  ( 45°  -1- 1^)  — ± V sen  ( a ■+ « ) : \/  sen  ( a — " ) ), 

(sen  a' zz  cosaicosg,  ovvero  ^ (695) 

( 45°  H- 1 a' ) = ± v/ cot  1 ( a -1-5^)  cof  £ ( a — g ) 7 

'Aa 

",7 

. n 

(a 

g 

cothzzcos  a':tang g (694.) 
fcosazzcos  gsena'  (695)»  ovvero 
Vda^.a'  ho  fi  (708),  e da  fi  ho  a (698.) 

cotgzzcot a:  seng'  {696) 

ya 

h 

g 

coshzzcotacot  a' , ovvero  \ (^nn) 

{tang ^-hzz/^  — cos{a'  -¥a):  /s/ cas  [ a' 00  a)  ) 

fcos  gzz  cosa ‘.sena'  (695)»  ovvero 

'da  a , a'  ho  fi  ( 7 1 1 ),  e da  a',  fi  ho  5 ( 702  ) 
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AppIIctxionl.l  Sla(692)^  = i2'j°25'2o",^— I3*I7'25"- 

dolche  cosh->-^°  è negativo (6 1 1) , verrà  Isen^r'^as'^o"'—- 
2cos  13°  if  2S"=  9,t954<^2à  = I — cosg'  =.  l ~ 00^51'’ 21' 
4i''  = Zco5  t28“38'l9"(ói8)  , e £-'==l28°38'i9".  I logaritmi 
di  — seti,  — cos  non  son  di  numeri  negativi  (618). 

IL  Sia  {699)  h = l22*25'2o",  jrri28‘’38'l9'^  dunque 
cos a'=— cot 38° 38' 19"  X — ^««5  3Z°25'2o",  e però  cosa 
saia  positivo  e <90®,  cioè  a=:  i^°  ^^9' 31'' . In  questi  casi 
la  sola  attenzione  ai  segni  indica  la  specie  degli  archi. 

III.  Sia  {700)  ft.  = 8l°I3',  a=:37®i9';  dunque  ZsenSi* 

• l3''t-Z^en37°i9'=9,7775o7o  = Iscng  e o = 36® 4»' 22'', 4 

ovvero  ^=143°  II' 37'',  6 (613):  ma  dovendo^/, a esser  del- 
la stessa  specie , ha  luogo  il  primo  valore . S’  impari  da 
quest’  esempio  a valutare  anche  i decimi  di  secondo,  senza 
di  che  si  farebbero  spesso  errori  considerabili. 

IV.  Sia  (705)  13“  I7'2o",  a=25°;  dunque  lsenl3**  . 

17^20"  — lsen2S°—  9>7355I70  = z«enh:perciò  k — 32*56' 
57", 7 ovvero  h— 147“ 3' 2", 3 , ed  il  caso  è dubbio  se  per 
determinare  h non  si  sappia  la  specie  degli  angoli  obliqui 
(682).  E’  dubbio  anche  il  caso  di  a o fl'rrpo®,  e solo  si 
saprò,  che  1’ aJtr’ angolo  eguaglia  il  suo  lato  opposto:  così 
se  H=rDr=9o°,  sara  FD  = FH  = 90°,  ed  F — DH  (677) 
indeterminato.  E’  però  raro  che  in  pratica  non  resti  la  so- 
luzione in  qualche  modo  decerminau. 


I 
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TAVOLA  li. 


' PER  I TRIANGOLI  «PERICI  OBLIQUANGOLI- 

Tutto  è qui  come  negli  obliquangoli  rettilinei  e nelÌA 
Tavola  antecedente  * 


213- 

214. 

715- 

216. 

712- 

718. 

V9 

720 

721 

722 

223 

224 


Dati 

Trovare 

FORMULE 

■ 

/q-iig-^g'  ~^g") 

\a„gia= 

a 2 y senqsen{q  • g) 

g 

a 

itansìi" cosa-zztang/p  \ /,oo\ 

(co* g - cosfcos {g'i^p):cosq,ì 

fCOtg'.COÌ  <^'~COtP  \(Ann\ 

(cotazzcota"  sen  {g'—p)isenp) 

LLA 

S^g"y‘^ 

gyg'*a 

g'** 

(a** 

\a"** 

ftangg''co,a  = tangp  (688) 

\cos  t/3  (p)=:cos^'^cos^:cosg  / ' ' 

sen  a'  — sen g'  sen  a:  sen g (684) 

fcot  a : cosg'  = tangp  \ . 

\cos{  a cotgcos  ip:cotg  f ' ^ * 

a, a,  a” 

g 

m — ^(  a-ha'  ~ha") 

^ j /cos (ffiooa') cosfm ooa")^(686) 

T — cos  m cos  ( /n  co  a ) / 

AL>^ 

a,a',g’ 

a 

g 

/ra/7^a"cos5  = cot  ® S (680) 

\cosa  — cosa  sen[a  -p)‘.senpf 
fcot  a:  cosg' -tangp  \ . 

\cotg—cotg'  cast  a (yo  py.cosp  J ' ' ’ 

AAL 

. a»a"»5 
l- 

I.  .1 .1. 

a'** 

g"** 

'** 

Cj 

pianga'' cos g=cotp  „S  (689) 

Vse/2(a  — p ) — cosasenp:cosa 
seng”  — sen g sen  e"  : sen  a (Ó84) 
.r,otg:cosa'  =cotp  \ 

\sen{g  — p)  — cotasenp’.cota'  / 
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Applicazioni.  I.  Sia (716) a = 42®  I.5'3".3j£'=5o*io'3o", 


g . 

p=l04*ld'o",  nel  secondo  g' — <0  — 9' S"  1 3 39°  S9' 

59",  4;  perciò  è dubbia  anche  la  formula  718, 

II.  Sia  ( 720-')  a'  = 42"  15'  13" ,3,a"z=  34“  15' 3" ,g  =: 
^6° 35' 36";  si  troverà  9zz8l°  l' 42",8,  onde  a'  — p zz  — 
38*  4^/ 29" , 5 5 di  qui  cosa=.  — 00558°  23' 40"  z::  C05  131* 
3ó'2o"  (618),  onde  <2=:  i21°3ó'2o". 

III.  Sia  (222)  a=43°  15' I3",3,a"=12I*36'2o",^?  = 
50°  io' 30";  poiché  ta/iff  121°  3ó'2o" rz  — cot 31  “36' 20",  ver- 
rà cot  p — — cpt  43°  51'  ió",7  e (fi  zz  — 43"  51'  ló"  » 7- 
Quindi  essendo  cosa"zz  — sera 31° 36' 20",  si  avrà5e/i(a'  — 

^ ) = ££f  321^- ^ _ 

— 5en3I  36'2o  ' 

4»  = 78°  6' 20"  ovvero  = ioi°53'4o";  onde  a' = 34°  15' 3", 3 
ovvero  zz  58°  2'  23" , 3 . 

IV.  Sia  (723)  azz6l°25',a"  z:  83°36',£^zz59<?  40';  si 
troverà  ^'zz  77°  5' 12"  ovvero  zz  IC3°  54' 48'2  II  caso  per- 
ciò è dubbio  se  non  si  conosca  la  specie  di  g"  o non  la  fis- 

.«i  uno  dei  due  noti  teoremi  (685.687):  ma  il  secondo  non 
serve,  perchè  a non  è medio  tra  q."  e il  suo  supplemento; 
e ben  si  vede  che  la  regola  inversa  non  ha  luogo,  perchè 
a non  è medio,  9 intanto  a*,g3on  della  stessa  specie. 
Neppur  serve  il  primo , perchè  le  semisomme  dei  lati  ed 
angoli  opposti  vengono  <:  90*  con  ambedue  i valori  di 
Se  fesse  azz79°35'i3",a"zz77°o' 26'/,^zz53°  |7'7",  l’u- 
no e l’altro  teorema  toglierebbe  il  dubbio  e darebbe  g"  zz 
• 52°34'4o'% 

V.  Sia  (734)  come  prima  a zz  43°  15' I3",3,a"  zz 

121° 36' 3o",£tzz5o°  io'3o" : avremo  cosa"  — — 5e«3l°36' 
20"  e — 33°  8' 50";  dunque  poiché  cot  a"  — — tanghi* 

36'  20" , si  avrà  sen  ( g'  — q>  ) zz  

cot  42°  15' 13", 3 X— sera 32° 8' 50"  ..  . * o_/ 

P<»,t.vo,e*'-?^r,v 

«vvero  zzio7°5i';  onde  ^ z 40°  q' io"  ovvero  zz  75°  42*  io". 

725.  Molte  di  queste  formule  si  cangiano  in  quelle  dei 
triangoli  rettilinei  col  suppor  gli  sferici  molto  piccoli,  e pe- 
rò i seni  e le  tangenti  confuse  coi  lati,  e i coseni  con  l’u- 
nità: se  però  in  una  formula  entrino  più  coseni,  dovrà 

fpesso  farsi  cos  razz  i — L a*  (^27  ) , trascurando  poi  nei  prò- 

datti , come  infinitesime , le  quantità  che  eccedono  il  se- 
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condo  grado.  Eccone  gli  esempj:  i'’.  co5a  = 


COSpr cosa»  coso  ’ ,,n\‘  • ■ 

— — 77“  SI  cangia  m cosa  = 

seri  <r  seng 

I - i/-(  I - ì ?■•)(  • - ìe"-  . .. 

", 

eosa'  — -^^  (6w)  diventa  cosa=:-^  (643)  : 3".  cosli  zz 
tangh  h 

cosgcosgr  (202)  si  trasforma  in  i L^»  — ( I I_ 

2 U 

onde  h*=g'-i-g>*  (4”4)- 

226.  Con  tal  mezzo  si  ha  1’  errot  commesso  nel  trat- 
tar come  rettilinei  i triangoli  sferici  all’uso  degli  Astrono- 
mi: poiché  prese  le  note  formule  di  sena,  cosa  ec.  (628), 
e diviso  per  r"  (522)  il  lato  o arco  che  si  vuole  in  parti  di 
raggio , r error  cercato  e moltiplicato  per  r"  (522)  verrà  c- 
apresso  in  secondi.  Cosi  dati  /t,a  si  trova  1°.  sen«r3sen/ix 

sena  (Zoo)  cioè  (628)  g — ~g^  ~scn  a{li — ~ ),  onde 

serica  ( soppresse  le  più  alte  potenze  );  dunque^  — 

hsen  a — ^ ( I — • ni*  S—  ^ (644)  ) ; dun- 

senacos* a W senacos^  a „ 

,ue  e=~^X ^ r = 

tangh  cosa'  (Z02),.  cioè  (628)  5-t-— 5-^  = cosa»(7r-f-~/i^)  , 

3.  3 

onde  ^ — K*  cos^  a^,  e gzz  h cos  a’n cos  a'  ( I -cos*  a')-  : 

3 

- T /X  ..v  1 WcQsmfsen^a*  . 

.ma  g~hcosa>  (045)}  dunque  e — :3  .cora»z= 

cosifon/a  (701)  ==  can^a(  I — ) (638  ) ; e poiché  a'  — 

90“  — a ( 437  • 4° ) j sarà,  cot  a!  — cot  ( 90“  a-^  e)  — cot[ 90° — 

(a  — e))zztang(^  a—  «)  (dr8  ); dunque ton2-( a — c):=:tangaX 

(l —h*),  cd  -h^tanga  — tanga-^tang  (a  — e)  — . . . 

— ...  ( 520  ) = — ^ per  essere  e piccoIis.sima  : per- 

cosacos[a — e)  cosa  * 

h^senacosa 7i*sen2« 

e — — /#  ■■  I — f}  • 

■ 4' 

72:  Ecco 
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^a;^.  Ecco  ora  alcuni  Problemi  per  esercizio. 

I.  Cerco  se  la  dii?erenza  che  possono  aver  tra  loro  1 due 
anfjoli  obliqui  d’un  triangolo  sferico  rettangolo,  abbia  alcun 
limite  in  più  e qual  sia.  Ris.  I!  limite  è di  po*. 

II.  Data  in  un  triangolo  sferico  rettangolo  la  somma 
o la  differenza  deH’ipotenusa  h e di  un  lato  o-,  e dato  l’an- 
golo adjacente  a , determinare  h e g.  Bis.  sen  ( 7r  — 5 ) z:; 
tang*^  i a sen  ( h -t-^)  ovvexo  sen.  ( h -^-5-)  z;  cot’'  ^^u.,sen  ( h — 
n')  e quindi  h e g. 

III.  Dato  un  angolo  a"  e i due  lati  gtg't  trovar  la 
fomma  o la  differenza  degli  altri  angoli  cz,a':  « rcciproca- 
tpente  dato  un  lato  g"  e i due  angoli  a,a,  trovar  la  som- 
ma o la  differenza  degli  altri  lari  g,g".  Ris.  Partendo  dal 
valor  di  cangia  (6S6),  si  troveranno  1’ equazioni 


cnt  i a"  cos  | (g  co  g'  ) ; cos  | ) 

tang~{a  00  a)—  cot  a'  seni  {g<yig'  ):  sen  j 

i (i''  ■+  g ) — § g"  «Oò  i ( rt  co  a'  ) : cos  ( n -1-  a') 

t^'^g  i is:  g')  — f à " ien  i ( a </o a' } : sc/r  i ( a -+  n'  ) 


IV.  Dati  o i tre  angoli  o t tre  lati  d’un  triangolo,  tro* 
vanne  l’area  s.  Ris.  1°.  s = a-i-a'  -+ a"~  iSo* , cioè  l’area 
tgtiagUd-  il  prodotto  del  raggio  t — \ nell’  arco  differenza 
tra  La  somma  dei  tre  angoli  e I80*:  2° . tanr/ -I  s zz  

O 


t ~~  cos^g — cos^ff  — cos*g'*  ~i-  2cosg  cosg' cosg''  ) 

l-i-cosg-i^cosg'-h.cosg' 

2y/  senqsen(q—g)sen(  q~^g')sen{q — g") 

I -heOS  "-^-  COSj^’— i-COJO'^ 

V.  Applicar  quest’  ultime  due  formule  casi  i®.  di 
3°.  di  a"=po°:,3».  di  ^-/=/'  e di  ^ = 
S —g  “po";  4"-  di  gìg'ìg"  piccolissimi.  Ris.  l'^.s—gi  2*. 
tang^sz^  tapg^gtang^g':  3®.  tang^szz 


(' \.~oesg)^ ( I 2 cos g ) 

I-i-3cos^ 


».  e in  particolare  s 


4/3(3— f)  (2 -g' )(?—/')., 

yi.  I poh  dr  due  circoli  AD , AC  son  T , P , e condot- 
ti da.  essi  per  un  punto  dato  S della  superficie  sferica  gli  ar- 
chi PiEjXSjPTC,  si  trova  XC  zz  Siccj» 


li 


io5, 


Digitized  by  Coogle 


FIG. 

106 


X *54  )( 

ca  il  valor  di  SBrra.  Ixis.senazz  . 


ICS 
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fr/i  5 scn  l ± cos  l cos  s ( co**  5 — cos*  Z c;os*  z) 

I — co**  Z 4■t  /^*  ^ 

VII.  E’  ignota  1’  inclin^^ion  di  due  circoli  AC, AD  o sia 

la  di.stanza  dei  loro  poli  P,T:  solo  si  .sa  che  condotti  da 

P,T  per  un  dato  punto  S della  superficie  sferica  gli  archi 
PSE,TSB,PTD,  si  ha  EC  = SPT=  Zi  ,SB  = a,  BD  = z.  Cer- 
casi di  determinar  TC  — Z.  Ris.  seni  zz 

co*  h cos  a scn  ± 2f  a«  ’ a \/  ( s<“/j*  h — co**  a sen^  z ) 

•2scn  li  cos  a ( co**  a -+tan^*  a ) 

Vili.  Dai  poli  P,T  di  due  dati  circoli  AC, AD  la  cui 
inclinazione  è CAD  i ,.  conduco  per  un  dato  punto  S gli 
archi  PhE,TSB.  Supposto  che  sieno  dati  ABzr  a,BSc2;5  , cer- 

r JT-P  » n-  r tatigl  seni-^  scn  acosi 

co  AE  — L ed  ES  = Z.  Ris.  tangL  — — ; 

' co*  a 

scn  l zz.  scn  5 cos  i — sen  a seti  i cos  J . 

IX.  Dato  un  piccolo  arco  di  parallelo  DnB  e data  la  sua 
distanza  RC—p  dal  polo  C,  trovar  la  differenza  e dell’an- 
golo nBC  (“90°  ) dall’angolo  wBC  fatto  dall’arco  D/nB  c= 
m del  cerchio  massimo  che  pa.ssa  per  gli  stessi  punti  D,B. 
Ixis.  seti  c — tang  ^ni  cot  p ovvero  e zz m cot p . 

X.  In  un  piccolissimo  triangolo  sferico  di  r- ‘ -1  hanno 
r ipotenusa  h e un  lato  g,  .si  è trovato  j>'  colle  i*  riule  dei 
triangoli  rettilinei . Cerco  P errore  <;  commesso  nel  valutarlo. 
Ris.  Chiamando  ai  solito  r"  il  raggio  della  sfera  dato  in  se- 

1-  /.  N • t ^V(/4*— fr*) 

condì  (528),  SI  ha  j 

or  r 

XI.  Siasi  ora  nello  stesso  modo  e nello  stesso  triangolo 
trcK^ato  il  valor  di  Zi  per  mezzo  “de’  due  lati  g,  y . Cerco 

l’errore  e da  correggersi.  Ris.  e = 

XII.  Nel  triangolo  sferico  SPT  in  cui  sieno  dati  i due 
angoli  Prc  Zi , T “ 180°  — z e i due  lati  PT “90°  — Z , TS  = 
90°  — a,  suppongo  che  Parco  PS  passi  in  Pr  scorrendo  Par- 
co Srzz  dazz  q.  Cerco  i*.  la  differenza  dii  ovvero  P angolo 
SPr;  3°.  la  differenza  dì  cioè  PS  — Pr . Ris.  Fatto  . . 

p cos  1 scn  Zi 


7'  n 

- — —Pi  avremo  i 

cos  a 


dhzz-^— 


cos  ì 


, 3°.  dìzzp  se/l  Z X 


S — j»  cos  Z cos  h ^en  ì . 
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trattato  analitico 

DELLE  SEZIONI  CONICHE^  . 

Nozioni  preliminari  sull’  uso  dell'  Algebra 
nella  descrizion  delle  Curve  • 

r 

728.  L-J  Algebra  applicata  alla  Geometria  ricerca  a fon- 
do la  Teorìa  delle  Curve,  il  cui  scopo  è di  esprimer  con 
equazioni  la  legge  onde  una  curva  fu  descritta,  c recipro- 
camente di  descriver  le  curve  onde  si  ha  l’ equazione,  e di 
Tilerarne  le  proprietà.  Per  far  questo,  ogni  punto  della  euv- 
Ta  si  riferisce  a due  rette;  1’ una  chiamata  Linea  o Viste 
dell’  ascisse  f l’altra  Linea  o Asse  dell’  ordiuate:  si  cerca  poi 
tra  l’ ascisse  e l’ordinate  un  rapporto,  la  cui  espressione  a- 
nalitica  dà  l’equazion  della  curva.  Così  espri- 

mendo il  rapportar  d’  eguaglianza  tra  il  quadrato  di  ciascu- 
na ordinata  e il  rettangolo  dell’  ascisse , appartiene  al  cir- 
colo (478). 

729.  Si  chiama  funxione  di  ima  quantità  1’  espressione 
algebrica  in  cui  entra  questa  quantità  . Così  1’  equazione  al 
Circolo  esprime  l’egualità'  di  una  funzione  (^*)  di  ciascuna 
ordinata  con  una  funzione  {iax  — x**)  di  ciascuna  ascissa 
corrispondente . Chiamansi  poi  coordinate  1’  ascisse  e 1’  or- 
dinate corrispondenti  d’ una  curva  ; e poiché  la  lunghezza 
loro  va^ia  a ogni  punto,  si  chiaman  variabili  o indetermi- 
nate per  opposizione  alle  quantità  costanti  o determinate . 
Infine  il  punto  da  cui  cominciano  a contarsi  1’  ascisse,  si 
chiama  V origine  dell*  ascisse  che  può  supporsi  ove  piace  , 
ma  determinar»  una  volta,  resta  la  stessa  per  tutto  il  cal- 
colo. D’  ordinario  .si  pone  l’origine  o al  vertice  o al  cen- 
tro della  curva  : e poiché  l’ ascisse  posson  prendersi  da  p.ai- 
ti  opposte,  si  segnan  1’ une  col  segno  h-  c le  altre  col  — . 
La  scelta  della  parte  positiva  è arbitiaria  ; ma  stabilita  una 
volta,  dee  .starsi  a quella  (loS).  Lo  stesso  è dell’ ordina- 
te, che  distinguonsi  in  ^sitive  e negative  secondo  che  son 
da  una  parte  o dall’  altra  dell’  asse:  • normali  o oblique 
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sopra  al  , ptr  lo  più  son  parallele  tra  loro  ; pur  qual- 
che volta  partono  da  un -punto  fisso. 

'430.  Come  ogni  punto  d’  una  curva  si  riferisce  a due 
rette  , così  ( per  dirlo  di  passaggio  ) ogni  punto  d’  una  su- 
perficie curva  D'PG  si  riferisefe  a tre,  quantunque  non  ogni 
superficie  riferita  a tre  rètte  sia  oarva.  Conduco  infatti  d-a 
un  punto  H di  D'PG  la  normale  HF  sopra  un  dato  plano 
DTD',  c da  F nel  piano  stesso  la  normaleTM  sull’asse  DD' v 
è chiaro  che  fatta  OM  rr  * , MFr=_y  ,FHi=a,  converrà  de- 
terminare x,y,z  per  avere  il  punto  H:  e supposte  D'V  nor- 
male a DD',  e D'Z  normale  i»  D'  al  piano  DD'f  della  Ta- 
vola, diccsi  DD'V  il  piano  delle  DD'Z  il  piano  delle 

a,s,  cd  YD'Z  il  piano  delle  E’  poi  facile  di  aver  l’e- 
■quazion  generale  delle  superficie  curve  di  rivoluziotie  intor- 
no ad  un  asse  DD'  (546):  poiché  congiunta  HM,  e pro- 
lungata MF  in  P onde  MP  — MH  per  la  natura  della  ri- 
voluzione (54Ó),  il  triangolo  MFH  rettangolo  in  F dan*rr 
equazione  cercata  se  vi  si  sostituisca  il  valor  dell’or- 
dinjita  u dato  dall’  equazion  della  curva  genitrice  D'PT . 
Così  se  D'PTO  sia  un  rettangolo,  sarà  costante  MPz::i;“ 
a,  c quindi  a'^  ~ y'^ ->r  , equazione  alla  superficie  del  ci- 

lindro retto:  se  D'PTO  sia  un  triangolo  rettahgclo  , si  avrà. 


D'O  (i):  OT  (fl)  ::  D'M(i— ar):MP 


a{h  — x) 


quindi  — ^ equazione  alla  superficie  del 


cono  tetto,  thè,  prese  le  k da  D',  diviene —/—rr  a*  : 

h 


se  D'PTO  sia  «n  quadrante  dl  clrcolo  del  raggio  r , vei>*à. 
MP  — M :::  ( »•*  — ) , e quindi  r*  — **  — 5*  j equazio- 

ne alla  superficie  sferica,  che,  prese  le  * da  D',  diviene 
2r.v  — H-z*  ec.  D’  onde  facilmente  si  vede,  che  1’  e- 

quazione  del  primo  gr.ado  A* -q-By-fCz-l-D^io  esprime  u- 
na  superficie  piana,  giacehè 'quelle  delle  più  semplici  super- 
ficie curve  son  del  secondo . Torniamo  alle  linee  curve . 

731.  La  curva  dell’equazione  «or  — xx  è la  cir- 
conferenza di  un  circolo  il  cui  diametro  'è  la  ; ma  quando 
non  si  sappia , la  costruzion  di  que^’  equazione  lo  farà  co- 
noscere . Sia  a una  quantità  costante  che  suppongo  =5,  e 
condotta  una  retta  indefinita  BD  sulla  quale  prendo  AD  ~ 
10 erga,  la  divido  in  dieci  parti  eguali  AP,PP,  ec.  Sia  A 
l’origine  dell’ ascisse , BD  il  loro  asse,^AD  la  parte  delle 
f ositivc , AjU  «ari  quella  delle  negative  se  la  curva  cercata 
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abbia.  Dipoi  conducasi  al  punto  A la  perpendicolate  in- 
definita EF  che  prendo  per  asse  delle  ordinate,  e di  cui 
suppongo  positiva  la  parte  AE.  Sia  finalmente  AP  — o:,PM  — 
y.  E’  chiaro  per  l’equazione  medesima  j — J . 

-che  quando  x — o,  si  ha  y—O-,  dunque  la  curva  ha  il  pun- 
to A comune  colla  linea  dell’  ascisse.  Se  * — l , se 
•«  — 2,jy=^±4>  e i valori  corrispondenti  di  « e di  ^ sono 

X 7ZZ  c,  l|  2,  3>  4>  5>  7*  bj  9> 

•^  = o,±3,±4,±v'2i,±\/24)±.'i>±\/r4>* \/2I>^4>*3.  o. 

1 valori  di  y determinan  la  lunghezza  d’  altrettante  or- 
■dinate  le  cui  estremità  M son  tanti  punti  della  curva  cer- 
cata; e poiché  questi  valori  son  positivi  e negativi,  condu- 
'Cendo  dal  punto  A due  rami  eguali,  l’uno  che  passi  per  i 
'punti  M al  di  sopra  dell’  asse  dell’  ascisse  , e 1’  altro  per  i 
punti  corrispondenti  al  di  gotto,  si  avrà  la  curva  richiesta 
che  sarà  tanto  più  esatta  quanto  più  si  moltiplicheranno  le 
divisioni  della  linea  AD.  Così  può  descriversi  una  curva  ri- 
ferendo ciascun  punto  M a due  linee  BD,EF  date  di  posi- 
lione  : poiché  terminato  il  parallelogrammo  APMN  delle 
'coordinate,  l’intersezione  di  NM  , PM  darà  il  punto  M del- 
la curva.  Nel  nostro  caso,  crescendo  i valori  ^ fino  a un  ccr- 
'to  termine  che -è  5»  ® decrescendo  in  seguito  colla  propor- 
• xione  medesima  fino  a zero,  si  dee  concludere  i°.  che  vi 
è un’  ordinata  PM  maggiore  di  tutte  1’ altre  o Massima 
che  la  curva  dell’  equazione  y~  — ìax  — xx  è rientrante  e 
chiusa.  Non  si  stende  di  là  dal  punto  A,  poiché  allora  le 
sue  ascisse  essendo  negative,  i valori  di  sarebbero  imma- 
ninan' . Cerchiamono  qualche  proprietà. 

332.  Dal  mezzo  C della  linea  AD  conduco  delle  rcttei 
-CM  e ho  tanti  triangoli  rettangoli  CPM,  in  cui  CM’ r=  PAP-p 
CP'  H-a*  — 2a.v-f  **  ; onde  essendo  y'^  — 2ax  — x^',  si 
avrà  sempre  CM~g,  cioè  tutti  i punti  M sono  ad  egual 
distanza  del  centro  C (395).  Inoltre  l’equazione  — 2u.t  — 

dà  x:yi".y:2a  — x,  ovvero  -{f  AP:PM:PD;  dunque  0- 
.gni  perpendicolare  PAI  è media  proporzionale  tra  i due  se- 
gmenti APjPD  (4"7).  Di  più 'condotta  una  corda  AM,  si 
avrà  AM^  — 2a«,  onde  x;AM::AM:2a,  cioè  nella  curva 
trovata  tutte  le  corde  condotte  dal  punto  A ad  uno  dei  pun- 
ti M son  medie  pieporziònali  tra  AD  e il  segmento  corri- 
spondente AP  (473).  Condotta  pure  MD,  si  avrà  AM*-^ 
AID*  — 4u®  — AD*  , proprietà  del  triangolo  rettangolo  ; dun- 
que tutti  gli  angoli  AMD  son  retti  (419) . Iscrivendo  il  qua- 
drilatero AMDAt'’,  si  troverà  pure  che  AM  X M'D-+  AAf  X 
AID  = ADxM,àr  (4S4);  c«. 


FIG. 

107. 


•Digilized  by  Google 


FIG.  )(  )( 

^33.  Si  debba  ora  descriver  la  curva  dell’ equazione_y*  = 

ax . Già  si  vede  che  queita  iles  tagliar  la  linea  dell’ ascisse 
nella  loro  origine,  poiché  fatta  ac:::o,  si  ha  anche  y z:z  dt 
y/ax—O,  e di  più  che  dee  aver  due  rami  eguali,  uno  po- 
sitivo e r al«o  negativo.  Questi  rami  vanno  all'  infinito* 
allontanandosi  dall’  asse  a misura  che  * ha  valori  più  gran- 
di : ma  le  * debbono  esser  positive  , altrimenti  le  y diven- 
108,  gono  immaginarie;  onde  la  curva  avra  la  forma  MAM'. 

73^  Sia  pure  y’ :zi  — u*  : facendo  y — o,  si  ha  x — 
jQQ  ±a,  onde  preso  sull’ indefinita  BD  un  punto  A per  origine 
^ dell’ ascisse , e due  parti  AS,A.v  eguali  ad  a , la  curva  dee 
passar  per  i punti  S,s  che  si  chiamano  i suoi  vertici.  Per 
conoscer  la  direzion  de’  suoi  rami,  sia  AD  il  lato  dell’ ascis- 
se positive,  e si  avrìi  ) il  che  dk  due  ra- 

mi, l’uno  SM,  l’altro  SAI',  che  anderanno  ambedue. all’ in- 
finito finché  x>a\  cs.sendo  minore,  y sarebbe  immagina- 
ria; onde  se  l’ ascisse  sien  positive  , la  curva  non  oltrepas- 
sera S.  Prendendole  negative  , 1’  equazione  resta  la  stessa, 
onde  la  curva  alla  distanza  già  trovata  As  — a—  — x ha  due 
nuovi  rami  opposti  n«a  eguali  ai  due  primi.  L’  asse  dell’  a- 
scisse  è BD  , quello  dell’  ordinate  è EF,  e dando  dei  Vale- 
ri ad  X,  SI  determineranno  1’ o le  PVt,  e i parallelogram- 
mi delle  coordinate  daranno  i punti  M , m cc.  per  cui  pas- 
sa la  curva . 


bx^  ; 3.^ 

Ilo.  Cerchiamo  la  curva  dell’ equazione  ji*  =: — — — . 

a — X 

Si  ha  dunque  y~rtx^  s®  ^ è positiva,  ed  ^ 

X -yZ—j—  s®  è negativa:  onde  x positiva  non  può  ecce- 
dere «,  e negativa  non  può  ecceder  ò ; senza  ciò  y sareb- 
be immaginaria.  Prendo  BD  per  linea  dell’ ascisse , AD  — 
a per  la  direzione  delle  positive  , AB  rz  b per  quella  delle 
negative,  il  punto  A per  la  loro  origine,  EF  per  l’asse  dell’ 
ordinate,  e ho  1°.  y zzo  quando  xzzo,  onde  la  curva  pas- 
sa per  il  punto  A;  a”,  ad  ogni  valor  di  x ne  trovo  due  per 
y^  onde  vi  sono  ordinate  positive  e negative:  3*.  i due  va- 
lori PM,PM'  di  ^ crescon  sempre  finché  presa  xzza,  di- 

i ^ ,1  j- 

vengono  infiniti,  poiché  allora  = ±x  =100(19;;;); 


cioè  bisogna  prolungare  all’  infinito  HG  perchè  incontri  i 
due  rami  della  curva  ( si  chiamano  asintoti  le  linee  , che 
sempre  più  accostandosi  ai  rami  della  curva,  non  possoa 
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però  mii  incontrarli  ) ; 4®.  se  x è negativa , y ha  due  va- 
lori  finché  x<b  e la  curva  ha  due  rami  anche  in  sens<p 
negativo;  x~b  da^zao;  onde  la  curva  passa  per  B, 
ma  non  può  scender  più  ba.sso;  t°.  se  y — o , si  ha  x*x 


— o,  onde  x*'  {b  — x)  —o,  che  da  * = 0,  * = o, 

a X/ 


X ~b , e però  la  curva  passera  una  volta  pe*r  il  punto  B , 
e due  volte  per  A ove  formerà  un  nodo  ( quando  due,  tre 
o più  rami  della  curva  passano  per  lo  «tesso  punto,  questo 
si  chiama  punto  doppio,  triplo,  multiplo,  e 1’ Algebra  inse- 
gna a discerner  questi  punti  e a conoscerne  la  mcltiplici- 
ta  7®.  se  6rr  o , il  nodo  svanisce,  e 1’  equazione  divie- 

ne  y'  — che  appartiene  a una  curva  detta  Cissoide. 

a — x 

736.  Oltre  i punti  multipli  vi  sono  ancora  dei  punti 
«1’  inflessione  : in  quei  di  flesso  contrario  la  curva  dopo  es- 
sere stata  conveisa  in  un  senso,  comincia  ad  esserlo  nel  sen- 
so opposto,  come  MAM:  ma  in  quelli  di  regresso  un  ramo 
della  curva  tocca  l’altro  e torna  indietro,  come  mAm' : in 
ambedue  la  tangente  è anche  secante  nel  punto  A d’  in• 
f Icssione  , e la  curva  è parte  di  qua  e parte  di  la  dalla 
tangente  . 

737.  Se  r equazione  delle  coordinate  è del  primo  gra- 
do , ella  appartiene  sempre  a una  linea  retta,  e però  le  ret- 
te si  chiaman  lime  del  primo  genere  o del  primo  ordine: 
se  è del  secondo  grado,  del  terzo  ec. , le  linee  si  chiaman 
del  secondo,  del  terzo  genere  ec. ; e le  linee  del  .secondo 
si  chiamano  anche  curve  del  primo  genere,  quelle  del  ter- 
zo curve  del  secondo  ec.  La  sola  retta  è del  primo  gene- 
re ; ve  ne  «on  quattro  del  secondo  ; settantadue  del  terzo  ; 
quelle  del  quarto  sono  in  più  gran  numero  ec. 

73)j.  In  questa  division  di  linee  in  varj  ordini , si  com- 
prendono le  sole  cMtve  geometriche , cioè  quelle  che  han- 
no delle  rette  per  ascisse  e per  ordinate , la  cui  ragione 
può  determinarsi  geometricamente.  Una’  curva  che  avesse 
per  coordinate  delle  quantitù  trascendenti  (io),  non  sareb- 
be geometrica,  ma  meccanica  o trascendente . Le  geome- 
triche si  chiamano  anche  curve  algebriche  . 

739.  Ora  il  principale  oggetto  dell*  Analisi  nell’  esame 
d’una  curva  è l“.  di  trovarne  1’  cqùàzlohè  quando  li  coi- 
va è data,  o di  descriverla  quando  se  ne  ha  1’  equazione: 
2°.  di  determinarne  la  tangente  : 3®.  di  conoscerne  .la  curr 
vatura  in  un  punta  dato:  4°.  di  cercarne  le  massime  o mi- 
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nime  ordinate;  5**  trovarne  la  quadratura  d esatta  $c  9 
possibile  o approssimata;  6°.  di  trovarne  la  rettificazione 
cioè  determinar  la  lunghezza  d’ una  retta  eguale  ad  un  suo 
arco  qualunque  ec. 


Origine  ed  F.quazione  delle  Sezioni  Coniche. 


740.  Tagliato  un  cono  BCD.  con  un  piano  AMP,  si 
3’  cerca  l’ equazion  della  curva  MAm  che  nasce  da  questa  Se- 
zione. Un  piano  BCD  perpendicolare  alla  base  CD  e al  pia- 
no segante  AMP  , da  per  1’  interiezione  di  questi  due  piani 
una  retta  Aa  ; ed  un  piano  FM.G  parallelo. alla  base,  da  un 
circolo  la  cui  intersezione  col  piano  AMP  è una  retta  PIVI 
normale  alle  rette  A«,FG  (^36);  onde  PM  è un’  ordinata 
comune  al  circolo  e alla  sezione  MAot.  Sia  dunque  AP  =4 
a; , PM  — ^ j AB  — c , r angolo  ABa  ~ B , 1’  angolo  BAa  ziz 
A:  la  proprietà  del  circolo  da  ^^ziiFPxPG,  e per  trovare,. 
FP  e PG , conduco  Ali  parallela  a CD  e PK  parallela  aBD, 
l’una  e l’altra  nel  piano  BCD;  dunque  AB  : se»  AliB  ::  AE  : 

«en  B (636),  ed  Inoltre  il  triangolo  APK  dh, 

scn  D 

sen  AKP  ( seri  AEB  ) : sen  APK  ( ::r  seri  AaE  sen  ( A -1-  B ) 

(425)):;*:AK  = Ìi-^.;Ì-?i^i  Junqqe  PG  = KE  = AE  — 

sen  D 

AK=: i.  Panmente  nel  mangolo  APF 

sen  D 

si  ha  «f/iAFF  ( =:sen BFG ( 613)  ien  A; FP  —^;on- 

senL 

S€^ 

de  y=z  — ( Gx.seri  B —x*  sen  (A -hB))y  equazione  - 

«enCsenD 


cercata . 

741.  Dunque  l“.  ad  ogni  ascissa  x corrispondono  due 
ordinate  y eguali  ed  opposte;  onde  l’asse  divide  in  mezzo - 
la  sezione:  3*.  se  czzo,  cioè  se  il  piano  segante  passa  per 
il  vertice  B del  cono , 1’  equazione  diventa  jy*  = 

«en  A sen ( A B ) «*  . ,•  » 

— — — ^ — s: — — , ratto  — — il  coemciente  di 

sen  G sen  D m m 

perciò  e^t\azionc  alia  linea  retta  (4?c),  che  da. 


per 
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p«r  gexione  un  triangolo,  come  già  si  sapeva  (546):  3*.  se 
A -f  B < 180“  ed  insieme  A c::  C o A zi  D viene  (Ó13) 

. ex  sen  B ex  sen  B,  , .... 

y = ì::; X o.y^  z: ,,  equazioni  alla:  cur- 

sen  sen  u, 

va  circolare  (478).  che  danno  um  circolo-  per  sezione,  come 
pur  si  sapeva  {546).  Ma  oltre  il  triangolo  ed  il  circolo, 
posson  farsi  nel  Cono  tre  altre  Sezioni,  dette  propriamente 
Coniche  e che  dal  Cono  trasporteremo  in  un  piano . 

742.  Nella  trovata  equazion  generale  sia  primieramen- 
te A-i-Bc  180^;  allora  il  piano.  AM?'  convergendo  ccl  la- 
to BD  (413),  lo  incontra,  e la  Sezione  rientrante  o chiusa 
si  chiama- jfc7/i.sre . Fatto  j/no,.si  ha  c.»senB  — **4e/i(A-4- 

C SCTX  B 

B)  = o,  cioè  x.z=o  ed  «n  — — — due  punti  o verti- 

sen  ( A -f  B ) 

ci  ove  la  curva  taglia  la  linea  dell’ .ascisse  la  lor  no- 

ta distanza  Aazzua  si  chiama  asse  primo,  maggiore  o tra- 

...  2a  ve/2  ( A -1- B j , 

sverso;  e poiché  c — -,  1 equazione  diventa 

sen  B 

sen  A sen  (A -4- B)  c > • r • 

■y  ZI ^ (2ax  — X ).  Se  qui  si  faccia  xzia, 

sen  C sen  LI. 

* ^ 

, sen  Asen(A-l-B)a*  , 

viene  v*  z: — , ordinata  nota  che  passa  per 

sen  C sen  Df 

il  mezzo  C dell’  asse  trasverso  o per  il  centro  dell’  ellisse  j 
la  chiamo  b ed  il  suo.  doppio  B6  zi  2i  è 1’  asse  secondo , 

' . . ...  sen  A sen  ( A B)  6*  ,, 

minore  o coniugato;  e poiché ^ — iz:  — , 1 e- 

sen  C sen  D a 

quazion»  diventa  ^’zi—  {2ax — x*).  Or  preso  p iz  — z: 

terza  proporzionale  dopo  il  primo  asse  ed  il  secondo, 
e detta  comunemente  parametro  dell'  asse  trasverso  , si 
haj(*zi^  ( 2a» — X*)  equazione  al  parametro  dell'asse 
trasverso  . 

743.  Secondariamente  nelT  equazion  generale  sia  A -4- 
BziiSo®*,  allora  il  piano  AMp  è parallelo  al  lato  80(413),  ^ M* 
e la  Sezione  infinita  si  chiama  Parabola  ^ e poiché  scn{A.~{- 

B)z:o,  r equazione  diventa  v z: — —p, , — , ove  fat-  • 

sen  C sen  D 
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X *6*  X 

r seii  A senU  , ,,  , , . 

CO — =: p , parametro  della  curva , si  ha  y~  zzi  pk  ► 

seti  C seti  ÌJ 

D’  onde  è chiaro  che  la  parabola  è un’  ellisse  con  1’  asse 
trhsverso  infinitoj  poiché  preso  2azzoo,  1’ equazione  al  pa- 
rametro deir  ellisse  ( ) diventa 

■/44.  Finalmente  nell’  equazion  generale  sia  A -t-  B >■ 
l8o";  allora  il  piano  AMP  divergendo  dal  lato  BD  (413), 
lo  incontra  solo  nel  suo  prolungamento  oltre  il  vertice  B , 
e la  sezione  infinita,  inferiore  o superiore,  si  chiama  Jptr- 
boia,  ambedue  Iperbole  opposte’,  essendo  poi  sgn  ( A-J- B ) 
negativo  (6l2j,  la  lor  comune  equazione  è = . . . . 

— c*  sen B-f  sto  ( A-vB  J) . Se  sopra  questa  ai 

A't  n C sen  U 

operi  come  sull’  equazione  all’  ellisse  (742) , si  troverà  zts 
— ( 2ax  -4-  **  ) , eiy^zz^^{  2ax  •+  x'). 

745.  Dunque  l’equazione  y'^  zz  — {ìax  q:  «')  è gene- 

2a 

rale  per  tutte  le  Curve  Coniche:  col  segno  — da  1’  ellisse 
cd  anthe  il  circolo,  se  2a—p;  col  -t-  da  l’ iperbola  ed  an- 
che 1’  equilatera,  se  parimente  2u  — p:  e se  2azzco,  dà  la 
parabola . 

746.  Volendo  pertanto  nella  Sezione  una  doppia  ordi- 


cioc  per  la  parabola,  fatta  2a  00,  si  ha  — , e per  l’ 

4 

ellisse  ed  iperbola,  posto  il  valor  di  p — , si  ha  xzzzt 

a 

G±Y/(a*+6*).  Presa  dunque  dal  vertice  A dell’asse  pa- 
rabolico 1’  ascissa  = AF  = — ; applicata  dall’  estremità  B del 

4. 

coniugato  al  trasverso  dell’ellisse  la  BF  — B/— AC ~ a,  on- 
de C¥zzCfzzy/{a^  — b^)  eA  x — AT  zz  ÀC  — CF  = a — 
/\/  ( — b^  ) ovvero  x zz  AfzzAC~^Cfi—  a -{-  \/(  a*  — ) > 

tagliata  infine  dal  centro  C dell’  iperbola  sull’  ashe  trasver- 
so prolungato  la  CFzzCJ'zz:  BA  zz  ^ ( a^  -+  b~),  onde  x — 
AF  — FC  — CA  zz  \/  (a*  ò*  ) — a ovvero  — -r  rn  Afzz  AC  —h 
Cf— a-<r  !s/ {à^ -\-b^  )’.  sarii  nelle  tre  sezioni  l’ ordinata  Dd — 
D'd’zzp.  I punti  F , f diconsi  Fuochi:  uno  ne  ha  la  para- 
bola , ma  due  l’ ellisse  c 1’  iperbola , dei  quali  il  semi  - intervallo 


Digilized  by  Googl 


)(263)( 

CP  si  chiama  eccentricità]  la  faremo  c,  e li  Vttk  CF::::: 

747.  E’  qui  da  notarsi  I*.  che  moltiplicando  tra  loto 
i due  trovati  valori  di  x nell’  ellisse  e nell’  iperbola , si  tro- 
va (a  — — = 

(\/(a*-l-6*)  — Cioè  il  semiasse  minore  è medio 
proportionale  tra  le  distanze  delV  un  de'  due  fuochi  ai  due 


Vertici:  2®.  che  presa  dai  fuochi  F , la  H =:  /I  — — — 

4 

i* 

— , viene  ^AI(a  — cq:  — ):  AF(:±  a q:  c ) : Aa  ( 2a),  ed 

0/7  **  *^cz 


2a 


ò\ 


anche  4^  Ai  (a*4-c^— ):A/(a-fc):Aa(2a).  Basti  que- 


sto piccol  saggio  d’  analogìa  tra  le  tre  curve:  per  maggior 
chiarezza  daremo  separatamente  il  seguito  delle  lor  proprietà. 


Parabola . 


748.  L’equazione  alla  parabola  è y^—px:  onde  i qua- 
drati  dell’  ordinate  son  fra  loro  come  le  loro  ascisse ..  Con 
questa  equazione  si  determina  p;  poiché  presa  un’  ascissa 
a=x  ed  un’ordinata  b~yy  fa  terza- proporzionale  dopo 
m.yb  saia  il  parametro  (490). 

749.  Condotta  dalla  curva  al  fuoco  F'ia  retta  o raggio 

vettore  MF,  saia  FMzrz  — -p  )*  1 — V 

4 

{x  — Lp)*]  — —p  = AQ  -f  AG  : prolungata  dunque  LA , 

4,4 

le  si  prenda  AG=:AF  — — p»  e per  G si  conduca .l’indefi- 

4 

«ita  o direttrice  EGe  parallela  all’ordinata  MQ,  sarà  la  nor- 
male MH  ~ QG  rr:  FAI  ; dunque  la  distanza  d' un  punto  qua- 
lunque M della  parabola  dalla  direttrice , è eguale  al  rag- 
gio vettore  MF . 

750.  Cerco  ora  MT  tangente  al  punto  dato  M .Immagino 
l’arco  M«  infinitesimo  il  cui  prolungamento  MwT  è la  tin- 
gente stessa,  e condotte  sulla  direttrice  le  normali  AIQ,w'/, 
le  rette  .MF,/nF  al  fuoco  F,  cd  mg  parallela  a Qq,  descri- 
vo col  centro  F e raggio  F^i  1’  arco  infinitesimo  mr  che  può 
prendersi  per  un  seno;  sark  MQn  MF  , miy  mF  , cd  MQ-.- 
miy  ( = Myf)  ~ MF  — wF(=rMi-).  Dunque  1 triangili  rtica 
foli  Mwr  eguali  e simili  (441)  ivanno  1’  ang  do 


FI«. 


11?. 

c 
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o TMF=jfM/«=rMTF^,  dunque  il  triangcd*  MTF  è woscr- 
le,  e perè  presa  FT  = FM,  la  linea  MT  ctfndotta  per  T,M 
sark  tangente  in  M.  D’onde  segue  che  '6c  MO  itia  paralle- 
la all'asse  AN , si  arrk  l’  angolo  MTF=:LMOr:BMT. 

751.  Poiché  a=FT=FM  = x-f  (749),  si  haFT  — 


-- p — x=  AT  i dunque  la  suttangente  PT  — 2x  è doppia 

dell’  ascissa  • I-a  tangente  MT  ~ /^{px  -4-  4xx)  “ *z  ; e 
condotta  MN  normale  alla  parabola  o alla  sua  tangente  m 

. . PM^  px  I , 

M,  si  avra  la  sunnormale  PN  — p,  e la  nor- 

’ PT  2x  2 


male  MN3:/i:::y^(px-4-  — f»*)  — Se  dal  punto  N or© 

4 

la  normale  incontra  1*  asse , si  conducano  al  raggi  vettori 
FM,OM  le  perpendicolari  NB , NB',  i triangoli  NBM,NB  M 

eguali  ( 25^)  daranno  BM  =:  MB'ztPN  = ~p’-  e se  dal  pun- 

to  F si  conduca  sulla  tangente  TM  la  perpendicolare  FC  = 

5,  Sara  MT:TC;:MN:CF,  e poiché  TC  = -i-  MT  (430> 

2 

sark  CB~q~~nzZ'^y/pZf  -e  perciò  230  zz  n’’  zzpz  cd 


E se  sia  l’angolo  TFMi=;3  = i8o°— 2MTP 

TP»  (4x»):  MP»  (px):;  I ; ta/,^»MTP  ( =i  tang^  - MFP  = 

2 

tang'’’-—^  i8o* — 0)zzcot^  onde  x—~p  tong’’  p 


(6lo.6\),  cd  XH--1 p(z=FM=2;)  = — p (1  -4- ) = 

-Lt>  ip  , 

_±- — rr — -vr^.  Perciò  se  collo  stesso  asse  e fuoco  si  de- 

C03*  P COS^  i3 

scriva  un’altra  parabola  A'M'  del  parametro  p’,  sark  FM: 
FM’::p:p':;FA:FA'::x;x'. 

' 752.  La  parallela  MO  all’  asse  si  chiama  diametro',  n 

I IO»  punto  M ne  è 1’  origine',  le  sue  ordinate  son  le  rette  NP 
parallele  alla  tangente  in  M,  e le  ascisse  di  queste  ordina- 
te stn  le  rette  MP.  Per  trovar  l’equazione  alle  coordinato 


/ 


Digilizad  by  Google 


)(  ^^5  )(  FIG. 

*€e1  diametro  MO,  chiamate  MP  (*),PN  (^),AQ  = AT=  | 

■a , avremo  MQ  zz/^  ap  e fatto  j>  -+•  40  =/>'  sarà  MT  = PR  = 

(75*  )•  Condotta  ora  NL  normale  all’  asse,  i triango- 
li simili  NRL,MTQ  daranno 

yy/ ^,-+<^ap::2a:RL=22y  >/—,■+  2a.  Ora  AR  RT  — 

P P 


AT  n X — a ; dunque  AL  zzx~i-a~^2y^  — ,e  per  la  propric- 

P 

'tk  della  parabola,  NL*=rpxAL  cioè  (^ap-+yi^^^)*:z:ap~{- 


px-i-2pyy/^’,  c riducendo,  yy—px^  equazione  simile  alla 
P " . 

trovata  per  1’  asse  ; perciò  qualunque  diametro  MO  divide 
in  mezzo  1’  ordinate  N«,  e il  suo  parametro  p ~p  4a  è 
quadruplo  della  distanza  dell’  origine  M dal  f^uoco  F.  Con 
questi  principi  si  risolvono  i problemi  seguenti . 

753.  I.  Dato  1’  asse  AL  e il  parametro  p,  trovare  un 
diametro  MO  che  faccia  colle  sue  ordinate  un  angolo  dato 
MPnrra.  Il  problema  si  riduce  a trovare  il  punto  Q ove 
l’ordinata  normale  MQ  incontra  l’asse.  Sia  AQ  = x;  il  tri- 


angelo  MTQ  dk  tanp 


( 646 ) , x — S~cot*a{6\ 0.6*.) 
4 


■t  p'[:=p-l-4.)=-J,-  («IO), 


II.  Dato  il  parametro  p'  e l’  origine  M del  diametro 
MO  con  r angolo  a delle  coordinate , trovar  V asse  AL,  il 
vertice  della  curva  A , ed  il  suo  parametro  p . Serbando  le 
denominazioni  del  problema  precedente  , abbiamo  MQ  = 

px  ,p' zz — =:  p -+•  4x  , onde  p = p'sen^a^  x :3 
sen  a 

f t P 

~cos*  a (610 .9*.),  MQ  = ± — senacosazz±  ^sen2a{Ó2l). 
4 4 4 


Ellisse. 

h* 

^54.  L’equazione  all’ ellisse  essendo  ^*  = -5  ( 2ax-xx), 

si  avr'a  / : 2ax  — x*  ::  6*  :o»,  cioè  PM* : APxPa:  : CB* : CA% 
e il  quadi  ato  dell’  ordinata  è al  prodotto  dell’  ascisse  , coma 
il  quadrato  dell'  asse  minore  al  quadrato  del  maggiore . De- 
scritto dunque  col  centro  C c raggio  CA  un  circolo , saik 
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jjg  PN  = APxFa,  PN  :PM::  a;  5;:  GB' :CB:  onde  l’ ordinate  dell* 
ellisse  son  proporzionali  all’ ordinate  del  circolo:  perciò  pac 
descrivere  un’ellisse  basta  far  passare  una  curva  per  un» 
^erie  di  punti  presi  sull’  ordinate  d’  un  circolo  divise  in 
parti  simili.  ^ 

Se  nell’  equazione  si  ponga  a — * CP  in  luogo 
i* 

di  x=iAP,  ella  diverrà  V*  r:  — (a* — jj®),  ove  l’ascisse  son 

a 

prese  non  più  dal  vertice  A,  ma  dal  centro  C:  questa,  co- 
me più  semplice , è più  in  uso  ; e da  questa  ( se  sopra  B6 

si  cali  r ordinata  MQ=;PC=;.i:)  si  ha,jc*  = ^(ò* — j®),  e- 

V * 

quazione  al  second’  asse,  il  cui  parametro,  terzo  proporzio- 

naie  dopo  36  e 2<i,  sark  p'zz~^=z~  ^aap.  E’  chiaro  eh» 

bp 

se  a — bj  l’equazione  all' ellisse  diventa  quella  del  circolo; 
onde  il  circolo  è un’  ellisse  equilatera  o di  assi  eguali. 

756.  Prese  dunque  1’  ascisse  dal  centro , si  avrk  il  rag- 
gio vettore  FM  = \/  (PM®h-PF®)  rr  -+  ( c — .r)®)  = 


c®x* 


v'(  a*  — 2cx  -+  — ^ ) ( 746)  =a  — e l’ altro  raggio  vet 


tore  fM=.a  H-— . Onde  l“.  /M-+FM  — 2ay  cioè  la  som^ 

CL  " 

ria  del  due  raggi  vettori  eguaglia  V asse  trasverso  : 2°.  se 
sia  l’  angolo  sarà  /P(  = c-ha;  J-=  fM.  cos/3 (645) , 

e perciò  x :z:fM.cos/3  — c,  ed  /M  ( =:  a-h  — ) =:  . .. 

a 

a®-c®  _ a»-c* 

— = come  pure  FM  =: =r. 

a c cos  /3  a — ,c  cos  /3  * 


.. posto  PFM  = ^':  3“ 

a — c cos  [à 


— ccosfè 

volendo  i raggi  vettori 

«on  1’  ascisse  prese  dal  vertice,  si  cangierk  x in  a-^x,  e 

verni  FM  ~ a — c , /*M r:  a-Hc—  — ; 4°.  e volendo  in* 
a a 

frodutre  il  raggio  rettore  nell’  equazione  all’  ellisse  , si  farà 


ex 
a 

a f a — s ) 


FM  ( = a — — ) = 3 ovvero  ^M  a — ) — 3a  — 3,  onde 

a 


V 


ed  (r2a~3)3-i®). 

c ' c* 
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75T-  Delibasi  ora  condurre  dal  dato  punto  M la  tan- 
gente MT . Prolungato  /M  in  L immagino  1’  arcov  infinite- 
simo M;n,  e dai  fuochi  h' , f conduco  i raggi  vettori  fui 
Fw:  descritti  coi  centri /,F  e coi  raggi  /;«  , FM  i piccoli 
archi  wr,  M.'t,  avrò  «/F  z:;  FM  -+  xM/,  ©vvcro  fM  — 

y;«  = Mrr:F;7i~FiM=/nxr;  dunque  (441)  i triangoli  ‘rettan- 
goli 77xMj,»iMr  sono  eguali  e simili,  e perciò  l’angolo 

jr/iiMnFMT,  perchè  FMT=:5r;;iM-4-MFOT  (--L-o J; dun- 
que FxMT  = wiMr  =:  LxMT , cioè  la  retta  MT  The  dividerà, 
in  mezzo  l’angolo  LMF,  ,?arà  la  tangente  cercata,  D’  on- 
de segue  che  l’angolo  LMT  QM/c=  FMT . 

758,  Se  da  M si  alzi  sulla  tangente  la  normale  MN" 
■era  l’ angolo  /MN  = NxMF , ed  /M  : MF  : :/N  : NF , ovvero 


/M-hFM  (2o):FM  (a_  — );;/N  FN  (3c):FN  — c — 

^ = c ed/N  = 2c  — FN  = c-F— * = ch-A7  — 

ex  a Q* 

— ; dunque  poiché /P  = a; -{- c ed  FPs:*  — c,  si  avrà  i*. 
la  sunnormale  PN  = FN  -4-  FP  = ^ : 2“.  la  normale 

a 2a 


MN  = n = ^ ( a V ò-*  **  ) = A -c»x»)  = A V(  aa* - 

*•*)  (75^)*  3“*  1*  suttanoente  PT  = z:  = 

rt*  ^ * 

; 4*.  la  tangente  TM=-^V  {a* y*  -f  ò'^xe*)  = . . . 

o X 0 X 

^ V(e'*— — Inoltre  TC  = TP -4-PC=  - ,al- 

X 

tro  modo  di  determinare  il  punto  T della  tangente  in  M; 

= i ( 256  )i  TN  = TP  -4. 


P N r.  r ; T F z.  ;l-  ~ C re  ^ ; T A = 

l>  ‘V  X X ^ xc 

PM/TA 
PT' 

759.  Che  se  dai  fuochi /,F  c dal  punto  N ove  la  nos- 
niale  incontra  l’asse,  si  conducano  sulla  tangente  e sui  rag- 


A la  tangente  AV 


a-,  e nel  vertice 
?T  a -+  X Vcx-4-o; 


FIO. 
1 19. 
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)(  )( 

IO  vettori  le  perpendicolari  ed.  FR,NB  ed  NB',  come 

pure  per  iL  centro  C la.  DCD'-  parallela  alla  tangente , sa- 
lii IVTN  (n)  ::  TF  f-)  : FR  =g=  — r: 

= = - (j58);  d'onde  ei  ha 

' X ' ■ fl/2  % 

FR  X FQ  — b*  f e la  nuova,  espression  della  normale  ri  = 
2“.  M/(0H--):/P(c-I-x);:/N(c-t.^J:fB'= 


aq  20 


, onde  /M  — /B'  = MB'= — - = -=z^  = 


MB, 


atteso  r angolo  yMNzrNMF:  3°.  TF  ( he)  :fM.  ( a 


ex 

a 


) : : C/  ( c ) :/D  = ^ e però  DM  z^M/— /D  = a = D'M ,, 

attesi  i triangoli  simili  TFM,,CFD'. 

« 260,  Se  dal  punto  M si  conducano  all’asse  conjugato 

tangente  Mr  e la  normale  MO  prolungata  in  n\  i trian- 
goli simili  MPO  , MQn  , MQr  e la  sunnormale  PO  ( = 

h^x 

— - ) daranno  per  il  second’  asse,  sostituendo  il  valor  di  x~ 
C55)»  I • sunnormale  Qn  = = -g  (746)^ 

2°.  la  normale  M/i  ^ iz  ^ V 3“.  la 


_QM*_  i’ 


auttanyenteOtz:'^—  — onde  Ct=  CO  -4-  Or  — — e 

«Q  y y 

perciò  CQ:CB::CB:Ct , come  nell’asse  trasverso. 

120  passando  per  il  centro  C ter- 

‘ mina  ai  due  punti  opposti  della  curva  , dicesi  diametro , e 
condotta  DCd  parallela  alla  tangente  in  N,  i diametri  DCi/, 
nCN  chiamansL  conju^ati’,  le  rette  MP  parallele  alla  tangen- 
te' son  r ordinate  del  diametro  CN>.  le  parti  CP  ne  son 
r ascisse,  e il  parametro  di  un  diametro  qualunque  è una 
terza- proporzionale  a questo  e al  suo  conjugato. 

762.  Condotte  dall’  estremità  D , N 1’  ordinate  DI  , NQ 
all’asse  maggiore  Aa,  sia  CQz;x,ID  — n , IC  =z 

z — 
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)(  aép  )( 

s = ^ ("55  )>  e i tiiangoU  simili  DIC  , NQT 

danno  NQ^  : QT'*  ::  DP  : IC%  ovvero  ^ ( a"  _ : 


{a- 


a^ii"  . bx  ^ . , 

—T^  onde  u — — ; COSI  si  trovercb- 
B a 


be  y , onde  — : 

a X 


~ e zli  — xy,  cioè  i triangoli  DIC, 

CMQ  Sono  eguali  in  superficie.  Dunque  l°.  u”  — . . . 

C55)  ed  u--i-y  = b^-,  2».  =: 

a*  — a;*  e i* -f- .v*  ~ a*  ; 3“.  i;* -H  a:*  ( = DC*  -i- 

CN*  ) —a'-+b',  cioè  nell’  ellisse  la  somma  dei  quadrati 
di  due  diametri  conjugati  è sempre  eguale  alla  somma  dei 
€]uadrati  de’ due  assi;  4°.  condotta  NO,  la  superficie  del 


( U-+2)  ( 2-+ar) ux-^-yz  __ 


H-~  = — ; dunque  il  parallelogrammo  CDENzrai,  e 
Zb  2 


ab 


triangolo 

2ii 

l’intero  parallelogrammo  FEHG~4a6:=2aX26 , e però  rwt- 
ti  i paralleloorammi  circoscritti  all’  ellisse  sono  eguali  tra  lo- 
ro e al  rettangolo  dei  due  assi . 

763.  Sia  ora'il  semidiametro  CN  = m,CD  = /j,  l’ango- 
lo CPMrrDCn^:/) , e sara  l“.  — a*  H-6*  ; Z°.ab~ 

mnsen p che  è 1’  espressione  della  superficie  del  parallelogram- 
mo CDNE  (644).  Ora  queste  due  equazioni  danno  subito  i 
diametri  conjugati  ed  eguali  dell’ellisse,  poiché  allora  2nr"  = 


4 ,2  ' 

a -\-b  , ovvero  m ~ ± A/ : e tsen  p — — — , 


onde 


poiché  queste  quantità,  .son  sempre  reali  , ogni  ellisse  ha 
due  diametri  conjugati  eguali . La  lor  posizione  dipende  dal 

valor  di  x,  ma  x~ -i- y'^  = b~ (255)  — rn^  ~ ■ 

a 

dunque  x~  valore  indipendente  da  b,  onde 

l’ordinata  NQ  prolungata,  determinerà,  i diametri  coniuga- 
ti eguali  in  tutte  le  ellissi  che  avranno  comune  1’ a.s.se  An. 

l6i\.  Cerchiamo  ora  l’equazione  alle  coordinate  CP  .PM  , 
e sia  CP  = x,PM=;',CQ  =f  ,QN  = r,NT  = q,  c TQ  ::: 

LI 


I2Q. 
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120.  ^ j — ^ Condotte  PK  , MO  perpendicolari  all’ aa« 

se,  e PL  perpendicolare  ad  MO,  i triangoli  simili  NQT  , 
MLP  danno  MLz=2,  PL-^,  e gli  altri  due  CPKjCNQ 

Y 

danno  PK  = CK  = onde  CO  ^ ed  MO  = 

tn  m m Q 


•i 


TX  CL 

: ma  per  la  proprietà  dell'ellisse,  MO*:na* — • 

m b 


CQ-  ; dunque  sostituendo  , ordinando  e riflettendo  che 
———a  —t  (762.2  ) = fs,  SI  avra  { ^--1-^)  . 

( Ti“  i ) x^  — a^.  Osservo  ora  che  quando  *=o,  si 

b m in  ■* 

4*  a' 

ha  y — n\  dunque  — v -1-  , = — , cioè  qon  può  in  tal  casQ 
■ 6 “ 2 n * 

avverarsi  T equazione  se  il  coefficiente  di  j/'  non  sia 

contrarie  quando  y — Of  si  ha  x~my  onde  per  la  ragione 

stessa  il  coefficiente  di  x*  è — dunque  avremo  -j  >*  »+ 

771*  n 


n*  ri* 

— - X*— n*.  ovvero  ji*  =:  — (77i*.r-x*),  equazione  simile 
m - m 

a quella  degli  assi,  Dal  che  segue  l°.  che  ogni  diametro 
NGn  divide  in  mezze  1’  ordinate  MPt7i  , e perciò  T ellisse 
intera  : 2°.  che  ogni  diametro  Nn  è diviso  in  mezzo  nel 
centro  C perchè  ne-  punti  N,7i  si  ha  x*  =:  m* , onde  x 

rfc  777  , 

705.  I.  Dati  i due  semiassi  a , b trovar  due  diametri 
conjugati  che  facciano  fra  loro  un  angolo  dato  p DG/i. 

Abbiamo  777*-+-  7i*  = a*-+-6*  , ed  mnzz.—^  (2<53);  dunque 

scn  p 

m~  -1-71*  ± 277771  “ a*  -4-Ò*  ± ed  777  ± 71  rr  .^(a*  -1-i* 

Sr'/2  p 

• ) , d’  onde  sommando  e sottraendo  si  ha  m ed  ti  . Per 

scnp 

determinar  |s  direzione  di  un  da’  diametri  o T angolo  ACM 
che  chiamo  c,  il  triangolo  CNT  dà  (414.636)  sen(p  — e); 
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X X 


ìtii;senp:CT—~(i^8)=^~^ — , onde  CQ  = . . . 
— si  ha  dunque  hel  triangolo  rettangolo  CNQ 
( preso  CN  per  raggio  ) (d45)  m cos  .che 

171  sen  p 

da  TO*  senpcos  c =z  senCp  — c)  = {6ì^)  a*  sen  p cose  — ■ 


.et~  serie  cos  pi  ovvero  — ^ — sen  pcosc —Sene  cosp',  e pet- 


CIO  (010.2’  ) tàngc— ^ — tangp.  ' 

766.  II.  Dati  i semidiattietii  Conjugatl  m , n c 1’  angolo  p 
che  fanno  tra  loro»  trovare  i due  assi  è la  lor  direzione. 
Dall’  equazioni  mnsenp  — ab  ed  a'^  ^ n-  con  un 

calcolo  simile  al  precedente  si  determina  n c A . L*  angolo 
che  dk  la  direzione  degli  assi  si  trova  come  prima. 


Iperboli! . 

l6Z‘  Nell’  equazióne  all’ìperbola  ('J44)  y^  — — ( 2aa:-i- 
fc*  ) se  X sia  negativa»  si  ht  y — ±.  — — 2ax),  im- 

..tniginarla  fioche  x-<2U‘,  onde  tra  ie—o  èd  ìc  — la  non  vi 
è curva:  ma  se  x>-'2a»  l'ordinate  saraniio  reali,  e 1’ ipet-* 
boia  negativa  eguale  alla  positiva.  Infatti  posta  aP'i^x'» 

* fi* 

aara  x — 2a~\-x  ed  ji*  tr -j  (2ax' *+*'*)  equazione  per  M'am' 
simile  a quella  di  MAm. 

C63.  Da  / (2ax-4-x*)  sì  ha  PM* ì AP X tu  : :CB*; 

a 

CA*,  e il  quadrato  delV  ordinùtd  è al  rettangolo  dell’  ascis- 
se ( prese  lino  ai  due  vertici  A»a  j come  il  quadrato  del 
smeond'  asse  al  quadrato  del  primo  i Se  si  ponga,  x — a .nt 

, luogo  di  *=;AP,  1*  equazione  dlVertta  y^  =.  ^ ~ <z*  , 

a 

•ve  xj=CP»  « l’asciise  eòo  ptsse  dal  Centro:  di 


FIC. 

120. 


I2l. 
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X 2-0  )( 

— equazione  al  secoml’asse, 


il  cui  paramctr* 


c p'  come  nell’  ellisse- (^-;5  ) . In  tutte  queste  equazioni  fat- 
to a~b,  viene  y~  = 2ax  ,y^  zz:.x^  — a*  , jc*  ~ a*  , e 
allora  1’  iptrbola  è n^uilattira . 

769.  Prese  dunque  I’  ascisse  dal  centro,  si  avrà  il  rag- 
gio vettore  FMzr  y'  f PM^  PF*)  — y' (y*  -1- (or  — c — 


— 2CX  -+•  a* 


) = ed  fM=i  — -ha.  Onde  i’. 

'a  'a 


f\l  — MA:r:2a,  cioè  la  differenza  de'  due  raggi  vettori  p- 
guu’diera.  L'  asse  trasverso:  2°.  se  sia  1’  angolo  AFM  — jS, 

Yerrh,  come  nell’ellisse  (756),  FM  =r — . . . 

a -h  c cos  /3 


a-h  c cos  /3 


770.  Per  condur  la  tangente  MT  a un  punto  M dell’ 
iperbola,  preso  l’arco  M?h  infinitesimo,  e condotti  i raggi 
vettori  /^?7i,F/n,  si  proverà  presso  a poco  come  nell’ellisse 
(757)  che  gli  angoli  FMm  son  eguali,  e che  perciò 

diviso  in  mezzo  ì’  angolo  f'MF  colla  retta  MT,  questa  sa- 
ia la  tangente  cercata.  Dunque  nel  triangolo  /MF  si  ha 


(471)  /M  : MF  : :/T  : TF , ovvero/M -t- FM(  = ^ ) : /M  ( = 

a 

ff:t^)::/TH.FT(=2<,):/T  = iÌ-t-‘-f=2l-l-c,  Dua- 

a XX 


que  fT  — c — CT  — — , altro  modo  di  determinare  il  pun- 

X 

to  T della  tangente  in  M. 

771.  Quindi  se  MN  sia  la  normale,  si  avrò,  la  suttan^ 
gente  PT  = CP — CT  = a-  — — — f la  tangente  MF 

X X 


/y/ ( TP* -4-PM*  )=r  — /y/ (**  — a*)(c*x* — a^)-,  la  sunnor- 
ax 


P\f* 

male  PN=:-;^— ^ — ; la  normale  n = (PM*  •+ PN*)t= 
PT  a f 

— a'*).  E se,  come  nell’ellisse  (759)»  si  con- 

a* 

ducano  le  perpendicolari  NB,NB'  ai  raggi  vettoti<  ed  FS , 
fs  alla_  tangente  » a cui  sia  parallela  CD,  si  .troverà  col  ra- 


I 
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lìotinio  medesimo  ì°.  MB'  — -^pzz  MB;  3®.  FS  xfs^  6*;  123. 
3°.n  =^--,  4®.  DM  = a. 

■Z‘T3.  Osservo  ora  che  CT  :n  — ( no  ) è positiva  finché 

io  c *;  onde  tutte  le  tangenti  taglian  T asse  tra  A c C. 

Ala  poiché  crescendo  1’  ascissa , scema  CT , e se  quella  è 
infinita,  questa  si  fa  infinitesima  : potranno  condursi  dai  cen* 
tro  C due  rette  CX,Cx  che  saranno  i limiti  delle  tangen- 
ti o gli  asintoti  dell*  ipcrbola  Infatti  AT=a — CT  — a 

e condotta  AS  parallela  ad  MP,  si  avrà.  AS  = . . . 


AT.PM  _ _ay_  _ , , 

TP  *-+a  x~ 


■ a 
•a 


Supposta  X infinita  , sarà. 


— — - — — — I , onde  AS  = i ; e però  condotte  AD , Ad  pet- 

M-+  a ^ 

pcndicolari  a CA  ed  eguali  ciascuna  al  semiasse  minore  b, 
le  rette  d),C(i  che  passano  per  i punti  D,d  e per  il  cen- 
tro C,  saranno  gli  asintoti  dell*  iperbola  MAM',  che  pro- 
lungati in  X' , -v'  saranno  quelli  dell*  iperbola  opposta.  Se 
r iperbola  è equilatera,  1’  angolo  DCd  fatto  dagli  asintoti, 
é retto;  poiché  allora  DA=r  Acir^CA.  L*  iperbola  riferita 
agli  asintoti  ha  molte  proprietà. . 

22S-  Se  per  un  punto  N deli*  asintoto  si  conduca  la  ret- 
ta  Nn  parallela  alla  retta  Dd,  sarà  CA  [a]  : DA [6]  ::  CP  ^ 

f X ] ; NP  = — . Dunque  NM  = — — J»  > ed  Mn  -tr  y 
a a a 

onde  NM  X M/l  rr j)*=i*=rDA*;  e poiché  NP* 

a 

—■5-  ed  MP*  = — ? i*,  si  ha  sempre  NP>PM,  e pe- 

a a" 

rò  1’  iperbola  non  può  mai  confondersi  con  1’  asintoto  : 
per  altro  sempre  più  vi  si  avvicina , mentre  crescendo  1’  a- 

6*x*  i*x* 

scissa , scema  la  differenza  tra  — ~ e — é*  > e svani- 

) a a 

scc  affatto  quando  x=.co  . 

274.  Condotte  MQ,AL  parallele  all’asintoto  Ci,  i tri- 
angoli DL  A , LCA  sono  isosceli  ; onde  fatta  Al.  DL  = CL  = 
m ,CQ=iV,QM=^,  e condotta  MK  parallela  e perciò  egua- 
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le  » CQ,  i triangoli  simili  DLA,NQM,MK«  danno  MN 1 
1*3-  DA::<^M:LA  ed  M«:DA  Mix  : DL,  c però  Ni\ix  Mn  t 
DA^  : : QM  X MK  : LA  x DL  = AL*  ; ma  NM  x Vìm  =::  DA* 
ÌZZ3)‘>  dumiue  xy  — m'^  et^uaziune  all’  ipei  boia  tra  gli  a- 

slntotl , in  cui  OT*  ( = ) si  chiami  la  potenza  dell* 

4 

iperbota . 

Se  due  parallele  Vf,Gg,  terminate  agli  asintoti  ta-* 
*^4‘ gUno  un’  iperbola  nei  punti  m,h,p,K  e sieno  M//jN,PpQ 
perpendicolari  all’  asse,  si  avra  tz/i  : Mm  Gp  . P/i,  ed  mf: 
7wNj:pj:pQ,  e però  F/n  xmf:MmX/nN  ::Gpxpg:PpXp'^i 
{ZZo)  Pp XpQ=: 6*  — M;/iX//iN ; dunque  tV/iX »i/  — ti/JX 
pgi  dunque  anche  gK  xK.G—fhxhV . 

1l6.  Se  i punti  p , K, coincidano  in  un  sol  punto  D,  la 
tetta  TDf  sarà  tangente  in  D , c si  avni  F«j  Xmf—TDx 
Dt  = fh  X hf , onde  fh  ( hrn  ~+  mF  ) rz  Fot  { mh  -+  hf  ) * e 
però  fh  —lcm  e TD  ir:  Dr -,  ma  condotta  De,  parallela  a Cf , 
1 triangoli  simili  TDE,TtC  danno  TE  rz  bC  ; dunque  la  tan^ 
gente  a un  punto  D dell’  iperbola  si  ha  conducendo  DE  pa- 
rallela all’  asintoto  « prendendo  ET  = bC , e per  T j D con- 
ducendo la  retta  TDt  « 

122'  Dall’  esser  sempre  fh  — Fot  si  ha  la  maniera  di 
descrivere  un’  iperbola  tra  due  dati  asintoti  CT  , Cf  , che 
passi  per  un  dato  punto  n,  poiché  condotte  per  in  le  rette 
F/’iMN,  si  fark  yh  Fot,  «N  =:  Mot  e i punti  min,h  sa- 
ranno nell’  iperbola. 

^ TZS.  poiché  la  tangente  TMf  è divisa  in  mezzo  nel 
punto  M (746),  se  si  conduca  MCM%  questa  retta  si  chia- 
ma diametro  trasverso  o primo , di  cui  conjugato  O secondò 
è DCd  o la  tangente  TMf,  l’ordinate  sono  otQot'  paralle- 
le al  conjugato  DCd,  e il  parametro  è una  terza-propor- 
zinnale  al  diametro  e al  suo  coniugato, 

779.  Un  diametro  divide  in  mezzo  tutte  le  sue  ordina- 
te ; poiché  NQ  :Qn  ::  TM  : Mf  ed  Not  — m'n  ; se  dunque  CM  tz 
m , CD  ~ MT  zz  n ,CQ  ~ x ,Qot  — y t sark  ot  t n : : x : NQ  ::: 

— . zxhQj  onde  Not  =: y ed  mn  =r  - -F  v : ma  TM*r: 

m m m 

n*x*  71* 

Nm  Xotti  ( 777  ) ; dunque  n*  — - , ed  — - ( x*  * 

in  OT 

m*],  equazione  simile  a quella  delle  coordinate  all’ asst 
trasverso,  che  da  x*=:  —p{y^-+n'). 


Digitized  by  Googl 


^ )(  2TS  )( 

780,  Sia  ora  aCA  il  primo  asse  dell’ iperbola , e rappre- 
Henti  BA  la  meta  del  secondo;  condotte  DE , TG , MPK  per- 
pcodicolari  a CA,  ed  ML  e rK  parallele  alla  stessa  CA  i 
triangoli  MFL  , MtK  , CDE  saranno  eguali  e simili*  fitra 
dunque  CP=zo,PM  :^2,CE=:  tK=:  ML=r,MK  = DE — 
TL  _ s , e CM  = 7,1 , TM  =;  « , CA  ^ a , AB  = A,  si  avi'a 
IG  12.-P4- j:LG(  M-4-rj  ::6;  a e pere  ò «z  H-  as  = bu  -+  br: 


inoltre  IL  (*j  ; LM  (r)  : ; MP  ( 2;  ; PS  = — = ' 


u 


(no» 


~b*ù  ^ ^ ~ ® sostituendo  questo  valore 

nell’  equazione  c*  -f-  as  — bu-i-br,  si  ha  (bu-,  as)(bu^ 
ffs  j = o ; ma  bu  — aa  — o da  a;b  ;;u;  z il  che  è sempre 
assurdo  fuorché  nell’  infinito;  dunque  (178  ) bu  — as  =z  o 
bu  — as,  onde  àz—br,  e quindi  a : 6 ; : u ; s ;;  r : * , cioè  CP* 

781.  Dunque  1“.  i triangoli  CED,CMP  sono  eguali  in 
superficie;  2*.  condotta  OM,  sarà.  DMC  o — CDTzM  = al 

trapezio  DMPE  = ^ (s  -f  a ) ( u - r )=i. 

r»),  cioè  ( poiché  u:s::r:z,  onde  «?  — srz=o)  =-i  (su  — 

■ 2 ' 


ùu  az  bu*  az*  1 

r_  -,  e perciò  s«=  — , rz  ~ , onde  ^CDTMs 


r%\\  ed  essendosi  trovato  bu=z  asy  ed  az=.  br^  sarà  s = 

hu  az  bu* 

— , r =z  —,e  perciò su  = 
a b 

*  ; “a  1’  equazion  dell’  iperbola  dà  «*=z^(u»  — 

a’  ) e però  b*  u*  — a*  z\  — a*  b*  \ dunque  -L  CDTM  — 

a*b*  ab  " ^ 

^ = — > dunque  il  parallelogrammo  TT  formato  dai  dia^ 
metri  canjugati  è eguale  al  rettangolo  degli  assi:  3“,  DE*  = 

*  ^r- — h*  •+ i*-f  PM*  ( per  l’  equazione  all’ iper» 


boia  );  dunque  DE*  — PM^  = 6*;  4°.  CE*  = r*  = 

b* 

a*—  CP*  — a*  ; dunque  CP*  — CE*  = a*;  a'-  — b*  — 

CP*-HPM*-D£*_CE*rrCM*-CD*,  e p^rò  la  differen- 

za  dei  ipiadrati  di  due  diametri  conjugati  è eguale  alla  dif 


FIG. 
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fetenza  de  quadrati  dei  due  assi  : onde  nell’  iperbola  equi- 
latera, qualunque  diametro  eguaglia  il  suo  conjugato. 

782.  I.  Dati  gli  assi  a , b d'  un’  iperbola , trovar  due 
diametri  conjugati  che  faccian  tra  loro  il  dato  angolo  p — 
DCrvI.  Abbiamo  mn  scnp^àb  ed  m* — ■ /i*  a*  — fc- , die 
danno  m ed  n ; e per  trovar  la  direzione  di  un  de’  diame- 
tri o 1’  angolo  MCP  che  chiamo  c,  il  triangolo  CMP  da 
^644)  MPrrmscnc;  dunque  essendo  (780)  6:a::MP:CE, 


tini  sf*Ti  c 

sarà  CE  = — ; ma  nel  triangolo  DCE  (645)81  ha  CE:::: 

b 


am 


ncos{p-i-c)i  dunque  sene  ~cosp  cose- senpsetic{6  l^)t 

bri 


. . sen  c bn  cos  p . , , 

e perciò zztangc  — - : e poiché  a = . . . 

cose  am-hbnsenp 


mn  sen  p , 

— — — —f  Sara  tango 

II.  Dati  i semidiametri  conjugati  m,  n d’un’ iperbola  e 1’ 
angolo  p che  fanno  tra  loro,  troyare  i due  assi  e la  lor  dire- 
zione , Ciò  potrebbe  aversi  con  le  due  equazioni  e col  razio- 
cinio del  passato  problema:  è però  più  semplice  l’usare  gli 
asintoti.  Per  1*  estremità  M del  primo  diametro  CM  condotta 
TMr  che  farà  con  MQ  1’  angolo  TMQ=p,  e presa  TM  = 
Ut-n,  si  condurranno  CT,C«:  quindi  diviso  l’angolo  TCt 
in  mezzo  con  C A , si  avrà  la  direzione  del  primo  asse . 

La  rettificazione , la  quadratura  ed  altre  proprietà,  di  que.ste 
« delle  seguenti  Curve , .si  troveranno  nel  Calcolo  Integrale . 


b'  cotp 


ALTRE  CURVE. 

CI^Ltre  le  Sezioni  Coniche , Curve  di  tanto  «so  in  Geo- 
metrìa , ve  ne  sono  più  altre  di  cui  è bene  il  far  men- 
zione . 

78.3.  1°.  La  Concoide  di  Nicomede.  Se  per  un  punto  B 
• * preso  fuori  di  una  retta  GH , si  conducano  delle  rette  BQM , 
BAD  ec.  tali  che  le  parti  QM,AD  ec.  sieno  eguali,  la  cur- 
\ va  MDM'  che  passa  per  i punti  M , D ec.  si  chiama  Con- 
coide. Il  punto  B è il  polii,  la  retta  GH  la  direttrice,  e pre- 
se sotto  GH  le  parti  eguali  Q»«,Ad  ec. ,la  curva  mdm'  è la 

concoide 
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concoide  inferiore  o la  parte  inferiore  d’  una  stessa  concoi- 
de. Onde  1®.  GH  ne  è 1’ asintoto;  2".  D(Z  normale  a GH 
ne  misura  la  massima  larghezza  ; 3°.  se  BA  >•  dA , la  cur- 
va è qual  si  vede  alla  fìg.  131.;  se  BA  <dA,  ha  un  nodo 
Brid/i' , e allora  si  chiama  concoide  annodata',  se  BA  — dA , 
il  nodo  svanisce  e resta  un  punto  di  regresso  in  B. 

7S4.  Per  saper  se  la  concoide  è curva  algebrica,  si  con- 
duca PM  perpendicolare  ad  AP  e sia  AU=;QM“a,AB~ 
b , AP  — PM  — y,  si  avra  PQ  : PM  : ; AQ  : AB , ovvero 
^ {a^—y^):y::x‘^{a^  —y^):b  onde  ) VC»*— 

y'),  equazione  alla  concoide  supcriore:  lo  stesso  calcolo  dìi 
xy—{b — ) V ( a* — y^)  per  l’inferiore,  e l’equazione  è 
la  stessa  per  1'  annodata  ; e se  si  facesse  x~  AR  ed^:ciRM, 
li  verrebbe  a cangiare  .v  in  ^ ed  ^ in  x,  e l’equazione  sa- 
rebbe xy—{b-hx)^{a^  — j;  dunque  la  curva  è algebri- 
ca del  terz’ ordine.  Essa  può  descriversi  con  la  continua 
intersezione  d’  una  riga  BCM  mobile  intorno  a B,  e d’un 
circolo  descritto  col  raggio  CM  ~ a,  che  si  fata  muovere 
in  modo  che  il  centro  C sia  sempre  in  HG  ; basta  allora 
che  la  riga  passi  costantemente  per  il  centro  del  circolo  . 

785.  Possono  anzi  formarsi  infinite  concoidi  dilfeienti 
lostituendo  al  circolo  una  curva  qualunque  CM  e al  centro 
di  esso  un  punto  fisso  Q dell’asse  di  lei.  Troviamone  l’e- 
quazione. Condotte  MP,AB  perpendicolari  alla  direttrice, 
e fatta  AP  :=  a: , PM  r:  CP  re  z,  CQ  ~ o,  AB  rz  £ , sara 

PQ  (z  — a):  PM(_y  ) : : AQ( a-  a — z)  : AB  (6);  onde  z — 

valore  che  sostituito  nell’  equazione  della  curva 

b-i-y 
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CM,  da  quella  della  concoide  MD.  Per  esemplo,  seia  cur- 
va CM  è un  circolo  il  cui  centro  sia  Q , si  ha  re  2az  — 
z*  , che  da  — ( 6 -+  ^ ) \/  ( a*  — y*  ) come  sopra  ; e seia 
curva  CM  è una  parabola  dell’equazione^*  — /)Z,  allora^’  -^* 
by^  — apy  — apb—pxy  è 1’ equazion  della  concoide  parabo- 
lica , di  cui  fece  uso  Cartesio  per  risolvere  un’  equazion  ge- 
nerale del  sesto  grado  . 

■386.  II*.  La  Cissoide  di  Diocls.  Sia  il  circolo  ANBn 
col  diametro  AB.  Se  condotta  la  tangente  QB5  al  punto  B 
e le  rette  AQ  a varj  punti  di  essa,  .si  prenda  QM  =:  AN, 
la  curva  MAm  che  passa  per  i punti  M , m così  determina- 
ti , si  chiama  Cissoide . 

787.  Per  trovarne  1’  equazione  , conduco  OM  parallela 
ad  AP  , ed  MP  , NG  perpendicolari  ; fatta  AP  rr  x , PM  = 
y,  e AB;:=a  diametro  del  circolo  genitore,  essendo  AN 

M in 
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MQ,  fark  AG  = PB,  ed  AG  ( a — x)  : GN ( V[ a* ~ ] ): ; 

- / i 

AP  (x):  PAI  (y  ) r=  — onde  y®  =:  — * — , equario- 

y(a  — x)  a — X 

ne  cercata,  da  cui  si  vede  i°.  che  quando  x — O,  anoh* 
yno,  c i>trò  la  curva  passa  per  1’ origine  dell’  ascisse;  2“, 

clic  se  x“--ii,  si  ha  yzz±~a,  cioè  i due  rami  della  cis- 
•2 

sokle  tagliano  la  circonferenza  a distanze  eguali  da  A e B ; 
3'’.  che  se  x—a,y  è infinita,  e che  perciò  B(^  è T asinto-» 
to  della  curva  cc.  (';3.Sj, 

j-,-  ■jdd.  IH'*.  La  Logaiutmicv.  Preso  un  punto  A sull’ In-. 
' definita  HG  e alzate  dell’ ordinate  PM  che  abbian  per  lo- 
grritmi  le  loro  ascisse  AP,  la  curva  BM;/j  che  passa  per 
1 estremità  di  queste  ordinate,  dice.si  L'^garitmica.  Sia  AP  co: 
A , PAIcz^  , A — al  modulo,  t- c:  i>,7i82j1S  il  cui  Icgantina 

iperbolico  è 1 (308);  Sara  x zz  Aly  zz  xle , onde  y zze  , che 

X 

da  yzze'^  , equazion  della  logaritmica.  Elia  mostra  I®.  che 
que.sta  curva  è trascendente  ("3Sj:  3°.  che  l’ ascisse  x,x^ 
della  stessa  ordinata  y in  diverse  logaritmiche,  o.  i logarit- 
mi dello  stesso  numero  in  diversi  sistemi,  son  come  i mo- 
d.di  A,  A';  3°.  che  quando  xz::o,  si  ha  y — i zz  AB  ; 4®. 

I 

ciré  se  x=z  AE  AB  cz  i , si  ha  e pero  se  in 

^ _L 

y rr  n , ad  e'  si  costituisca  FF  — n,  sara  sempre  y zz  a”  : 
onde  se  1’ ascisse  forman  la  progressione  aritmetica  l,3,3<4« 
tc. , l’ordinate  formeranno  la  geometrica-^ 
cc. , e però  la  logaritmica  va  all’infinito  di  la  da  APi  Ma 
lMc.-.e  verso  AQ  1’  ascisse  negative  xzz  — I , — i?  cc  , P ordi- 
nate diverr^no  \ ec. , cioè  la  curva  ha  un  ramo  in» 
a a 

finito  BO  di  cui  la  direttrice  o asse  GH  è l’asintoto, 
p ''89.  IV*.  La  Cicloiob.  Se  un  circolo  AG  giri  sopra  u- 
*u®'na  retta  Aa  finché  il  punto  che  toccava  sul  principio  que- 
sta retta  in  A,  la  tocchi  ur  ’ altra  volta  in  a,  questo  punto 
descriverà  una  curva  chiamata  Cicloidn  o Trocoide . Ella  è 
orili nai'id  quando  il  circolo  genitore  non  ha  altro  moto  che 
quello  della  sua  rivoluzione  : ma  se  ha  di  più  un  moto  di 
traslazione  o nel  medesimo  senso  o in  senso  contrarlo,  ella 
; ->Q.  è o accorciata  o allungata.  Nell’  ordinaria  la  base  Aa  e- 
^ guaglia  la  circonferenza  del  circolo  genitore  ; è piu  corta 
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aeir  «ccofclata , maggiore  nell’ allungata.  Il  diametro  IJC 
del  circolo  genitore  si  chiama  asse  della  cicloide  quando  è 
normale  al  mezzo  della  sua  base  : il  punto  B è il  suo  ver- 
tice, e'BC  la  sua  altezza  maggiore. 

2yO.  Posto  ciò,  condotte  MP  normale  a BC,  e le  cor- 
de eguali  MF^OC,  avremo  FCrrMO;  dunque  poiché 
AC  — Ab  = BIOC—  FKM  = BIOC  — OLCzr  BIO,  la  parte 
MO  dell’ordinata  MP  è sempre  eguale  all’  arco  corrispon- 
dente BIO  del  circolo  genitore.  Inoltre  il  resto  OP  è il  sc'- 
no  del  medesimo  arco;  dunque  chiamando  iMP  (j),  BIO 
(m),  si  avrà,  per  equazione  alla  cicloide  ordinaria 


Fie. 
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semi.  Per  generalizzarla  si  farà.  MO  ~ 


~ BIO  ) il  che  con- 
a 


viene  alla  cicloide  o ordinaria  o accorciati  o allungata,  se- 
condo che  b è eguale  o minore  o maggiore  di  a,  e si  a- 


Vra  j — li  H*  sen  u , La  cicloide  è dunque  una  curva  tra* 
a 


scendente  ( 73'^  ) • 

791.  Se  il  punto  per  descriver  la  cicloide  si  prenda  den- 
tro o fuori  della  circonferenza,  la  curva  de.scritta  sarà  un’ 
altra  specie  di  cicloide;  e se  il  circolo  si  faccia  girate  sulla 
circonferenza  d’un  altro  circolo,  la  curva  descritta  da  uno 
de’  suoi  punti , sarà  un’  Epicicloide  . 

792.  V°.  La  Qo.^DR.vruiCE  di  DinoStr.^to.  Se  la  retta 
AO  tangente  al  circolo  in  A si  muova  uniformemente  c pa- 
rallelamente a se  stessa  lungo  il  diametro  Aa  mentre  il  rag- 
gio AC  gira  uniformemente  intorno  al  centro  C verso  il 
punto  E,  in  modo  che  AG  e AG  Si  confondano  con  CE  nel 
momento  stesso  ; l’ intersezione  continua  di  queste  due  rette 
dà.  la  curva  AMD,  chiamata  Quadrati  ice , dalia  cui  descri- 
zione segue  che  uno  spazio  qualunque  AP  percorso  dalla 
retta  AG  sta  all’  arco  circolare  AB  descritto  nel  tempo  stcs- 
•o  dall’ estremità  del  raggio,  cofne  un  altro  spazio  AC  per- 
corso da  quella  retta,  all’arco  corrispondente  ABE  descrit- 
to dal  raggio.  Fatta  dunque  AP=rx,PM=r^, AB rr ir, AC 

r — ì,  ABE  90*  — c,  si  avrà  I “ x : a : : I : c , onde  u rr 
mx  ; 2“.  CP  : PM  : ; C.'V  : AG  , ovvero  i — a-  : I : tangn  , o.o- 
de  y~{l — jc  ) ex,  equazione  alla  quadratiice  quando  1’ 
erigine  dell’ ascisse  è in  A. 

793.  Se  sia  in  C,  cangio  x in  l x , ed  ho  ut=c{  1 — 


ì4i- 


»)  ed  y — et  tang€{  I — * ) — ( éX8)xcet  ex  = ( 628) 


( 
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— — — ec.  : onde  quando  a'=  o , sarti  y CD 
3*'  5 

— , e però  se  si  conoscesse  la  base  CD  della  quadratile  c , 
c 

si  avrebbe  subito  la  quadratura  del  circolo;  di  qui  è venu- 
to il  nome  alla  curva. 

■J94.  Se  sia  descritto  col  centro  C e raggio  CD  il  qua- 
drante DLK  , Sara  (508)  — : DLK  : : i : c ; dc-nque  DLK  un 

c 

I CA . Cosi  PC  all’  arco  LD , perché  — :KL  : : l : c ( I — 

c 

A'  ) ; onde  KL  ~ i — * ~ AP , e PC  zn  LD  .. 

295.  Prese  le  ascisse  negative  AP',  c sostituito  il  lor» 
valore  nella  prima  equazione,  avremo  y — — ( l -Ha.  )ra//jcx  , 
che  dìi  l’ordinate  negative  P'M'.  Quindi  la  curva  ha  un  ra- 
mo AM',  di  cui  la  retta  QN  condotta  alla  distanza  AQrir 
r~i,  è l'asintoto;  poiché  fatto  *~i,  viene  — 2os. 

Ben  si  vede  l®.  che  la  retta  AG  e il  raggio  CA  segui- 
tando a muoversi  dopo  essersi  confusi  in  CE  , formano  la 
parte  Da  della  quadratrice;  3°.  che  se  la  curva  fosse  geo- 
metrica , si  avrebbe  qjialunque  angolo  d’  un  dato  numero 

di  gradi,  come  di  - — , bastando  dividere  AC  in  P onde  AP: 
m 

AC::i:m,  e condur  P ordinata  PM  e il  raggio  CB;  ran- 
gola ACB  sarebbe  = — , poiché 

771 

14.''.  Spirale  d’ Archimede.  Si  chiama  così  la 

curva  CKMA  descritta  da  un  punto  C che  si  muove  uni- 
formemente lungo  il  raggio  CA,  mentre  il  raggio  stesso  si 
muove  uniformemente  intorno  al  centro  C , in  maniera  che 
quando  il  raggio  ha  percorsa  la  circonferenza  intera,  que- 
sto punto  si  trovi  confuso  col  punto  A.  Se  prolungato  il 
raggio  CA , gli  si  faccia  fare  una  seconda  rivoluzione , men- 
tre il  punto  C continua  ad  allontànarsi  dall’  origine  del  suo 
movimento,  si  descriverà,  una  seconda  spirale,  poi  una  ter- 
%a  ec. , o piuttosto  queste  .spirali  saranno  una  sola  curva  lo 
cui  rivoluzioni  possono  accrescersi  in  infinito. 

797.  Posto  ciò,  P ordinata  CM  (7)  : raggio  CA  (a):: 
arco  ADBN,  asci.ssa  corrispondente  (x)  : circonferenza  ADBNA 
(p)i  dunque  P equazione  alla  spirale  d’  Archimede  è y — 
ox 

— ; onde  i*.  la  curva  è trascendente;  2®.  passa  per  il  cen- 


FIG. 
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tro  C,  poiché  a=o  da  =0  j 3°.  passa  altresì  per  A,  poi- 
ché «~p  da.  ^ = a;  4°.  fatto  x =:  p -{•  l’  equazione  di- 
venta yz=  e perciò  dati  ad  x'  i valori  che  5on  tra 

.P- 

o e p , la  spirale  fa  una  seconda  rivoluzione  che  termina 
nir  estremità  d’un  raggio  doppio  del  primo;  e ne  fa  una  ter- 
za, una  quarta  ec.  se  x — 2p-\-  x"  ,x  — x"  ec. 

798.  VII®.  L.\  Spirale  Parabolica.  Presa  sopra  un  rag- 
gio CN  una  media  proporzionale  NM  tra  I’  arco  AN  e una 
retta  data  g,  la  curva  che  pa.sserk  per  i punti  M determinati 
così , sara  la  Spirale  Parabolica . Sia  dunque  ANrz  a- , CM  —y  , 
AC  n a , ed  avremo  a — , equazione  in  cuisostituen- 

dop-+-A-,2p-H*  ec.  inluogo  di  *,  troviamo  che  questa  cur- 
va può  fare  un’  infinita  di  rivoluzioni  intoroo  al  centro  C , e 
che  perciò  è del  numero  delle  spirali. 

299-  Vili®.  La  Spirale  Iperbolica.  Suppongo  che  dal  pun- 
to C preso  per  centro  sull’  indefinita  CP  si  descrivano  degli 
archi  AG,QM,PO  ec.  eguali  in  lunghezza,  e che  per  le  loro 
estremità  G,M,0  ec.  si  faccia  passare  una  curva  CKGMO. 
Questa  sara  una  Spirale  Iperbolica-,  e ben  si  vede  che  presa 
CB  — AG~ QMrrPO ec.  ed  alzata  BR  parallela  a CP,  ella  ne 
Bara  l’asintoto,  perchè  può  Bolamence  incontrarla  quando  il 
raggio  CM  sia  infinito. 

800.  Sia  il  raggio  CA=a,AN=«,  Q.M.—y,  AG— QM 
ec.  — b-,  si  avrà.  x:b::a:  y , onde  xy  — ab.  Ora  sostituiti  ad  x 
del  valorip  -+  x ,2p-4-x. .. OTp-H*,si avrà  successivamente  = 

— — — . . . .v=: — ; onde  crescendo  l’ascissa , 
p-i-x  2p-+x  ■'  mp-+x 


FI*. 

143- 


144. 


14S. 


scema  l’ordinata , la  quale  diviene  zero  sol  quando  m è infi- 
nita; dunque  la  spirale  iperbolica  fa  un'  infinità  di  giri  intor- 
no al  centro  prima  dì  giungervi . 

801.  IX®.  La  Spirale  Logaritmica. Si  chiama S/uVa/e  Lo- 
garitmica  la  curva  che  taglia  sotto  uno  stesso  angolo  tutti  i 
raggi  CM  condotti  dal  suo  centro  C,  cosicché  la  tangente  j 
MT  fa  sempre  un  angolo  stesso  col  raggio  CM.  Questa  curva  ^ 
ha  molte  proprietà  che  non  possono  ben  dettagliarsi  senza  il 
calcolo  differenziale  ed  integrale . 

802.  X®.  CuRvEADOPPiACURVATURA.se  Sopra  la  curva  uB  g 
si  alzassero  dell’ ordinate  ST  normali  al  piano  aBC  in  modo  che 

la  relazione  tra  1’ ascisse  o archi  aS  — s e l’ordinate  STr:r* 
fosse  espressa  da  un’  equazione  , la  linea  cQ  che  passasse  per 
tutti  i punti  T,  sarebbe  curva  in  due  sensi,  e perciò  direbbesi 
Curva  a doppia  curvatura-,  ma  poiché  questa  nuova  maniera 
di  «encepir  cali  curve  ( che  per  altro  ci  sarà  utile  altrove  ) 
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non- da  facilmente  la  relazione  finita  tra  a e ss,  ecco  comè 
tl’  ordinario  si  concepiscono . Se  sopra  le  curve  oB , oN  de- 
scritte con  la  stessa  originerà  nei  piani  DaC  delle  x ,y  * 
Dai!  delle  y,%  [ 73° )i  si  intendano  alzarsi  normalmente  e 
segarsi  dùe  superficie  curve  , la  loro  conuin  sezione  aQ  sa- 
rà una  Curva  a doppia  curvatura  , e le  curve  generatrici 
cB , nN  che  scambievolmente  sarebbero  generate  da  lei  con- 
ducendo da  ogni  suo  punto  le  normali  TS,TV  sui  piani 
DciC  , DaH , 81  chiamano  curve  di  projez-ione  ^ alle  quali  se 
ne  può  aggiungere  una  terza  che  si  formerebbe  nel  modo 
stesso  sul  piano  Cali  delle  « ,e.  Onde  1°.  la  curva  a dop- 
pia curvatura  non  può  descriveisi  in  un  piftno  : li*,  i suoi 
punti  son  determinati  da  due  delle  tre  curve  di  projezipnc , 
le  cui  equazioni  perciò  esprimono  la  natura  della  curva  e 
danno  il  modo  di  descriverla.  Sieno  aB  , aN  due  parabole 
deir  equazioni  I.  y^  — px.  II.  —qy‘,  posto  nella  ^II  il  va- 
lor di  y preso  dalla  I.,  vena  III.  ~ prj*x , equazione  del- 
la curva  di  projezione  sul  piano  delle  x,z:  dalla  I.  si  ha 


y — ni/px^  dalla  III.  z~\/pq*x,  onde  dati  ad  * diversi  va- 
lori, se  ne  hanno  altrettanti  per  y e per  a,  e si  descrive 
la  curvà  dQ. 

803.  Date  ora  due  superficie  curve  con  le  stesse  coor- 
dinate x,y,^,  se  ne  avrà  la  comun  sezione  o la  curva  a 
doppia  curvatura  sol  che  dall'  equazioni  alle  superficie  si 
deducan  quelle  di  due  delle  tre  curve  di  projezionew  Sien<* 
date  le  superficie  d’  un  solido  parabolico  e d’  un  cono  cer- 
to che  col  vertice  stesso  abbian  gli  assi  delle  x c delle  y 
scambievolmente  normali  : dalle  loro  equazioni  (730)  I.  px  :=r. 


,1. 


' 2*  ( cangiato  nel  cono  « in  ^ , ed. 


in  a:  dome  esige  il  dato  ) si  ha  III.  ^‘^zzx^-ì-px — y' 

b 

r \ 

IV. 


a*  [px  — 2*  ) 


— —x*-\-%'i  equazioni  alle  curve  di  projezie- 


ne  ( un’  iperbola  ed  un’  ellisse  ) che  determinano  la  curva 
cercata  a doppia  curvatura.  E’  chiaro  i*.  che  se  la  III.  o 
IV.  sieno  impossibili  o si  riducano  ad  un  sol  punto  , non  si 
avrà  comun  sezione  e perciò  nemmen  curva:  2“.  che  se  so- 
stituito nella  II.  il  valor  di  2 preso  non  più  dalla  I.  m 
dall’  equazion  generale  d’  un  piano  Ax  -1-  H-  Cs  -f  D rr 
(iS®)»  possan  determinarsi  Ai,B,C,D  in  modo  che  coir» 
prima  ne  risulti  la  III. , non  sarà  la  sezione  una  curV»  ^ 
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doppia  curvatura,  ma  una  curva  semphc*  che  potrk  dcn  jog 

, fcriversi  sul  piano  dell’  cquazion  determinata  Ax  -+  -t-  “ ' 

Cs  D o , 


LUOGHI  GEOMETRICI. 


CjfOfltruendo  1’  equazione  — 2ax — x*  si  trovò  (731) 
che  ne  risultava  un  Circolo:  questo  circolo  si  chiama  il  Luo~ 
go  Geometrico  dell’equazione  y^zn‘2ax  — x*  . 

804.  In  generale  il  luogo  tV  un'  e<^uazione  è la  linea  de- 
scritta secondo  il  rapporto  delle  X e delle  y che  V equazione 
contiene,  rapporto  che  somnrinistra  le  costruzioni  geometri- 
che deir  equazioni  indeterminate  ; così  si  chiamano  tutte  l’ 
equazioni  a due  variahili , e se  nc  distinguono  i gradi  dalle 
più  alte  potenze  di  queste  variahili.  Cominciamo  dal  primo 
grado . 

805.  Ogni  equazione  di  questo  genere  può  esser  rap- 


, , . ^ bx  cm  . 

presentata  da  ayzibx-\-cm  , cioè  y—‘ 1 ; si  tratta  di  tro- 


varne il  luogo  geometrico.  Sia  AP=:x  la  linea  dell’ ascisse  _ 
di  cui  pongo  l’origine  in  A ; sia  PM  un’ordinata  y che  fac- 
eia  con  AP  un  angolo  dato  APM.  Pres.a  ora  sopra  AP  una 
determinata  AB  = a e parallelamente  a P'vI  condotta  BD~'  i 
b,  i triangoli  simili  ABD  , APN  daranno  a:ò::x:  PN;=  c. 

ix  ^ òx 

— 1 dunque  se  la  data  equazione  fosse  — , la  linea  AN 
a a 


sarebbe  il  luogo  cercato , Ma  poiché  il  secondo  membro  ha  di 

C HI 

più  — , le  FN  debbono  essere  accresciute  di  questa  quantità  : 

. ' cm 

perciò  alzata  sopra  AP  parallelamente  a PM  una  AE=:  — e 

condotta  per  E l’ indefinita  M'M  parallela  ad  AN,  sarà  PM  — 

»=PN-t-NM=r  — -f  — , onde  la  retta  M'M  è il  luogo  dcl- 
a a 

la  data  equazione . Se  — fosse  negativa , "le  PN  dovrebbe* 


\ 
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ro  dlmlnmisi  di  questa  quantica,  U che  si  conducendo 
AE'  sotto  ad  AP  e per  E una  parallela  MM  ad  AN , ed 

MM'"  è il  luogo  deir  equazione  ^ 

corrisponde  al  valor  positivo  di  y,  e il  suo  prolungamento 
OM"  a quello  di  — y,  onde  può  concludersi  m generale 
che  la  linea  retta  è il  luogo  geometrico  di  tutte  l equa- 
zioni indetèì-minate  del  primo  grado.  • 

806.  Quelle  del  secondo  posson  tutte  ridursi  alla  for- 
mula . j, 

y-  -r  axy  ■+  bx^  ex  dy  -+f — o 

la  cui- costruzione  dii  la  natura  delle  curve  espresse  da  e- 
quazioni  del  secondo  grado,  qualunque  sia  T angolo  delle 
coordinate . Risolvo  pertanto  quest’  equazione , presa  y per 

incognita  (1S9),  e poi  fatto  y ^ ax d = u , trevo 

i 

=0.  Or  per  co- 

4 -ì  4 

struir  r equazione  y~^  ~ d zz.  u,  supposte  le  coor- 

Q dinate  AP  = « , PM  n > nel  dato  angolo , conduco  AB  = 
149,  ^d  parallela  a PM  ( sotto  AP  se  ti  è positivo),  e per  mez- 

zo  di  BO  parallela  ad  AP  ottengo  MO  zz.  y -¥  Sopra 

DO  prendo  ad  arbitrio  BE  ~ l , e condotta  EF  zz  — a parai* 
•lela  a PM,  e per  B ed  F 1’  indefinita  6fN,  i triangoli  si- 
mili BEF.BON  danno  ON  = — na-,  e perciò  MN  = u.  Ma 

3 

le  coordinate  AP=*,MN  = « non  sono  in  angolo  tra  loro 
come  bisogna;  e però  per  ridurvele,  sia  BN  :=  a e la  retta 

nota  BF  = n (652);  si  avrà  n:  I -.:z-.xzz^y  ed  — 

— — Qui  può  accader  l*. 

4 rt*  ^ 2 n - 4 

che 
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che  h — — , nel  qual  caso  y~  axy  è un  quadrato 

4 

perfetto  -,  2°.  che  b>  — \ 3°.  che  6 < — : sicché  questa  e> 

quazlojte  è suscettibile  delle  tre  seguenti  formè,  I.  u*  — 
^z-t-r  — O,  II.  — rz — s=:o.  III.  — ^5* — js — 

s~o  . 


807.  Onde  I se  nella  P.  «*  =gz  — r =z  g(z )si 

rt 

o 

faccia  2 —t,  sarh  it*  — ge  t equazione  alla  parabola 

rr 

o 

(748)  che  col  parametro  g,  coll’  angolo  MNC  delle  coor-  ...g 
dinate , e coll’  origine  C del  diametro , determinata  dal  ca-  ^ 

so  di  t = o che  da  2= —:::iBC,facilmentesi  descrive  (753): 

2°.  se  nella  IP.  it*H-^2*  — r2  — i~— -fz®  — If — :! — [. 

• £f  or  or 

o 

r'^  r*  . - . , rz  r*  , 

— r 7 o Si  faccia  z — 1 — t , sara  u — 

4S  S 4g 


4^ 


— r*  ) > equazione  all’  ellisse  che  paragonata 


all’  altra  ( 764  ) ^ ( m*  — **  ) , dk  -2—  — a,  ed  m*  = 

m m 

\ 

, onde  mzz  — y' ( r* -t- 4^5 ) :::: CD  ed  nzz  m/^/g  — 
4g  ^8 

tV(  — -f  4«  ^ =:  CG  , coi  quali  semidiametri  e col  centro 
C determinato  dal  caso  di  r = o da  cui  si  ha  z = 

“ìg 

BC  , è facile  descrirer  la  curva  ( 764  ) : 3“.  se  nella  IIP* 


149. 


rz 


rz 


z*-----— = o ^i  faccia  a®  h-  _ -4- 

8 8 8 4g  48  8 

sàrk  u'zzg{  t*  -4-  )>  equazione  all’iper- 

48  48 

boia  il  cui  centro  C è determinato  dal  caso  di  t = 0 da  cui 

si  ha  zr: ^ = BC;  e quartto  ai  semidiametri,  se 

r*,  paragonata  l'equazione  alla  sua  analoga  (779)  r= 

N n 
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— ^ ( **  »-{-  n’  ),  avtema  n :zz  — { ^gs  — r*  ) ed  m =:  . . 

/i  ^ 2_^ 

— -y/ ^45 — — ^ : ma  se  4^*  < r',  1*  equazione  di  confron- 
to «ark  (779)  — m*  ) che  da  ni  =:  — v'  ( r*  — 

404-  ) ed  n =:  —\/ 4*  ) ; onde  la  curva  si  potrà  sem- 

lol-  2 V V^r  / 

pre  descrivere  (782).  Che  se  nell’ equazione  primitiva  (806) 
manchi  si  libererà  x*  dal  suo  coefficiente , e si  avra 
un’  equazione  x*  -+  ayx  -+bx-+  py  g zz  x*  -(-  ( oy  -l-  i)  x -4- 

Py~^1~^  = 0>  ® X*  ^ ( a_y  -h 


b)x~\‘  1’  equazione  u*  — ~^Py~^ 

q — o sarà  all’iperbola  e si  costruirà,  come  la  terza  formu- 
la. Infine  se  manchi  anche  bx*,  liberato  xy  dal  suo  coeffi- 
ciente, resterà,  un’equazione  xy-^-ax-hby — p = o,  ove  fat- 
to b-^ x — u , si  ha  -4-  au  — ab  — p=zo , e fatto  y-\-  a ~ 
z,  viene  uz  — ab-^-p,  equazione  all’  iperbola  tra  gli  asin- 
toti: onde  posterie  coordinate  AP,PM  nel  dato  angolo  APM,  I 
*5-"  prolungata  AP  verso  D finché  sia  AD  zzb,  e condotta  DC=  ' 
a parallela  a PM,  si  descriverà,  tra  gli  asintoti  CQ,CK  1’  i- 
pcrbola  della  potenza  ab-\-p  (774-782J,  e sarà  QM=aH- 
a,  QCziii -st- xzzM  c QM  xQC  zz:  uz  zz  ai -+p. 

808.  Segue  da  tutto  ciò  che  qualunque  equazione  inde- 
terminata del  secondo  grado  appartiene  a una  sezione  co- 
nica, e che  la  sua  specie  dipende  dai  tre  primi  termini 
y^-+axy-+bx*  della  formula  generale.  Perciò 

1*.  Se  questi  tre  termini  f^ormano  un  quadrato  perfet* 

a* 

to , cioè  se  i zz  — , o se  non  resta  dei  tre  primi  termini 
4 

altro  che  y*  o x*,  l’equazione  apparterrà  alla  parabola. 

II*.  Se  i >■  — , 1’  equazione  è all’  ellisse  che  per  altro 
4 

divieDe  un  circolo  quando  CD  zzm  zz  CGzz/irzm  ^^^(807) 
^49"  cioè  ^zz  I , e 1’  angolo  BNM  è retto;  allora  BE*  zz  i zz 

BF*-+  FE*zzn*-f^  (806);  c poiché  ?zz  = I » j 
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»i  ha  — = I , e l’equazione  primitiva  diventa >*h- 

4 

III®.  Se  i < ^ , 1’  equazione  è all’  ipeihola  quand’  an« 
^ 4 

che  h sia  negativa;  e se  Arri,  l’ iperbole  è equilatera.  Se 
manca  uno  dei  quadrati  restando  il  rettangolo  xj, 

la  curva  è egualmente  iperbola;  e se  >*,x*  mancano  nel 
tempo  stesso,  1’  equazione  è agli  asintoti. 

809.  Può  accadere  che  1’  equazione  proposta  non  sia 

X* 

realmente  del  secondo  grado:  tale  è y*  — xy-^ — = la 

4 

sezione  conica  eh’ essa  rappresenta,  degenera  in  linea  ret- 
ta , come  dee  succedere  per  una  parabola  il  cui  parametro 
sia  nullo , e che  perciò  si  confonda  col  suo  asse . Che  se 
r equazione  proposta  implichi  contradizione , il  calcolo  lo  fa- 
rk  conoscere  colle  operazioni  che  indicherà.,  come  condu- 
cendo a descrivere  un  cireolo  di  raggio  immaginario  tc. 

Problemi  indeterminati  del  secondo  grado . 

8ro.  I.  Dati  1 due  punti  A e B,  trovar  la  curva  AMB 
tale  che  conducendo  da  qualunque  suo  punto  M le  rette 
MA,  MB,  r angolo  AMB  sia  sempre  lo  stesso.  Condotta  MP 
normale  ad  AB,  sia  AP  = x,PM=:j/, AB  — a ,ran^^MB  = 

t -,  avremo  {6^6)  tana  AMP  , c ranuBMP  = . Dun- 

y y 


que  (615)  f=z il  che  dk  v* -b  x*  — ax — 

I y(g  — *)  ^ 

y' 

~ = o,  equazione  al  circolo  (808).  N#  compisco  i due 

quadrati  e saik  (9.  - ~^^Là~x) 

divido  AB  in  mezzo  nel  punto  F,  dal  quale  alzo  EF  = 
^ perpendicolare  alla  stessa  AB,  e col  centro  E- e raggio 

AE=  descrivo  il  circolo  AMB^  che  è ÌÌ  lue- 


Digitized  by  Google 


FIG,  )(  288  )( 

j -o.  go  deir  equazione  ; poiché  condotta  EQ  parallela  ad  AB, 
ho  EQ  ~ a — x , MQ  —y  — ^ ; dunque  ec.  Or  poiché  EF 


, deve  essere  I’  angolo  AEF  zr  AMB 

•Jt 


infatti  essendo 


EF(=^):FA(=la)::R(=z  i);t  = f.,«oAEF  (646), 

i due  angoli  AMB  ed  AEF  hanno  una  stessa  tangente  t -, 
dunque  condotta  AT  in  modo  che  T angolo  TAB  sia  egua- 
le all’angolo  AMB,  la  retta  AE  perpendicolare  sopra  AT 
incontrerà  EF  nel  centro  del  circolo  cercato  . 

81 1.  IL  La  data  retta  AB  si  muova  nell’angolo  acuto 
BCA  in  modo  che  le  sue  estremità  A e B stiano  sempre 
sui  lati  dell’angolo  dato:  cerco  la  curva  descritta  da  un  da- 
to punto  M di  AB . Condotta  PM  parallela  ad  AC , sia  CP  ~ 
X,  PM=Jf , AM zz  m,BM=:  «,  cos  ACB  zz  cos  MPB  zz  c : avrò 


BPzz— , c il  triangolo  MPB  dark  (651)  n*-t- 

m ' Iti 

n*x*  , ^nexy  n*x*  , ' . ,,, 

— ovvero  y n*  zzo,  equazione  all 

m m m* 


ellisse',  poiché  — j-cioè  l >c  (808).  Faccio  y — ■' 


m 


m 


zz  u , e posto  seri  MPB  zr  5 , si  avra  u*  -+  n'  zz 

m m 


Cft 

o.  Presa  dunque  CE  zzi,  e condotta  EFzz — parallela  ad 


m 


AC,  se  si  conduce  CFQ,  si  avrà  QMzzu.  Sia  dunque CF  = 

_ , Zi  , tf^m' 

f,  CQ  zz  z *,  81  avrà,  x zz  — ; dunque  — r-^(' — . 

S m^J‘\  s- 

z*  ) . Quindi  i semidiametri  conjugati  CO  e CG  saranno 


. . fni  . . ^ ■ 

respettivamente  espressi  per  - — e per  n,  e poiché  si  co- 

5 

nosce  r angolo  GCO,  è facile  descriver  l’ellisse  (iòó).  Se 
1’  angolo  ACB  sia  retto,  1’  equazioii  primitiva  diventerà  = 


71  * 

— - (m*  — X*),  e apparterrà  a nn' ellisse- del  semiassi  m,n. 
m 

Quindi  dati  gli  assi  potrà  descriversi  1’  ellisse  ; essendo  il 
maggiore  2a,  il  minore  2b,  prendo  AM  = a,  MB  zzò  e muo« 
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Vo  AB  tra  i lati  d*  una  squadra  ; il  punto  M descriverà  il 
quarto  d’  ellisse  richiesta . 

8 12.  III.  Data  la  parabola  NAK , trovare  il  luogo  di  tut- 
ti i punti  M tali  che  le  due  tangenti  NM,KM  faccian  sem- 
pre l’angolo  stesso  NMK.  Condotte  MP,KL,NQ  normali 
all’asse  AQ,  sia  AP  = a?,  PM  NQrz  *,  KLn:// , il  para- 
metro della  parabola~p,fart^NMK::=t,  onde  AQ  = AT  = 


AL  = AS  = -(748-75i).QT  = 

P 


— , e at- 
P 


tesi  i triangoli  simili  TPM,TQN,  ed  SPM,SLK,  avremo 


2s*  . 2h»  w*  ..  , 

: z : : '•x-.y  e anche  — : « : : * : y > e di  qui  s 

P P P P 

-+  u — — y ’+As/{y^~i-px},u~hz  f 

px  ) ed  uz—fx.  Ora  NMK  — NTQ -4- KSL  (425),  e por- 


che (<546)  tang  NTQ  = ^ e tan^KSLr:^,  Sara  (6  {4)  tzz 
Zi-  : e posti  per  m -4-  a ed  uz  i lor  valori , t — . . . 

4HZ  — p 

4v/(-y  e quadrando,  = cqua- 


_ P 


zione  all’ iperbola  (808).  Sia  « 


P P • - 

1 - 

t"  [ ( ** “b  O J paragonata  con  y'^  — ^ 

7Ti 

m*  ) (807)  e chiamato  s il  seno  dell’  angolo  NiMK,  da  m 


l)  = (6lo)  — ed  n — onde  diminuendo 
2f*  ' 2ts  2s 

le  X di  AC  -4-— -,  1’  ipe'rbola  del  centro  C e dei  sc- 
4 2C 

miassi  CD  m , CG  = n , sarà  il  luogo  dell’  equazione , E si 
osservi  l°.  che  se  1’  angolo  NMK  sia  ottuso , la  tangente  t 
sarà  negativa:  ma  ciò  nulla  cangia  nell'equazione  che  con- 
tiene sole  potenze  pari  dir:  onde  dei  due  rami  ^ iperbolici 
MD/7i,M'd/n'  quello  soddisfa  al  problema  quando  il  dato  an-> 
gole  ò acuto,  questo  quando  è ottuso:  2°.  che  se  il  dato 
angolo  è retto,  si  ha  f = ao  (610),  onde  la  linea  cercata  è 
la  direttrice  della  stessa  parabola  (197.749);  cosicché  due 
tangenti  della  parabola  che  partono  da  un  punto  della  di- 
rettrice , formati  sempre  un  angolo  retto . 


FIG. 

154- 

«55. 
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813.  IV.  Far  passare  una  Sezione  conicaper  cinque  pvn* 

ci  dati  A,C,D,B,E.  Per  due  di  questi  punti  conduco 
AB  e dagli  altri  punti  le  perpendicolari  CF,DH,G£  sopra 
di  essa , e poi  suppongo  che  l’ equazione  della  sezione  conica  cer- 
cata sia  •+  >-+  dxHrfy-+  g:z:o  e faccio  At—p,  FC=z 

5 , AG  = GE  = AH = p" , UH  = , AB  =/".  Quando  a.  = 

OjSar'a  j=o>onde^=o>eperò l’equazione  si  riduce  ado^^-t- 
bxy ex* dx -i-Jy  — o . Quindi  secondo  che  a;  =jp 

p’’ , si  ha  jf  = j , — 5',  =:  o",  zi  o : sicché  si  hanno  le  quat- 

tro equazioni,  aq*  H-  bpq  H-  cp*H-  dp~¥fq  O » . . aq  q — 
bp'  q-{-  cp'  p'-+dp' — J~q  zzo .. . aq"q'  -h  bp  q'~¥  cp"p*'~+dp"-h 
f>f  zzo  ..  . cp"'p"'  -+  dp'"  zz  o,  da  cui  si  avranno  i valori  di 
b , c,d,  f,  ^he  sostituiti  in  ay*-h  bxy  •+  ex*  •+  dx~^fy  — o, 
danno  l’equazione  della  curva  cercata.  11  metodo  può  appli- 
carsi a risolvere  un  somigliante  problema  per  le  linee  del  ter- 
zo , e del  quarto  grado  ec. 

814.  Così  si  trova  per  approssimazione  la  legge  di  più 
quantica  legate  insieme  con  certi  rapporti.  Suppongo  per  esem- 
pio  le  tre  quantità.  BC , DE  ,FG  dipendenti  da  tre  altre  AB» 
ad  , AF  ; si  vuole  in  generale  una  legge  che  unisca  queste  sei 
quantità.  Immagino  l’ indefinita  AF , e riguardo  le  sue  parti 
AB,  AD,  AF  come  l’ ascisse  d’una  curva  CEMG  *,  suppongo  che 
ogni  ordinata  y sia  una  funzione  indeterminata  A -q-  Ba;  -f- 
Cx*  -t-  ec.  dell’  ascissa  corrispondente  ( se  le  date  quantità  fos- 
sero quattro  BC  , DE  , PM  , FG,  prenderei  quattro  termini 
per  e.?primere  questa  funzione  ).  Or  giacché  si  haj~  A-+- 
Bx •+  Cx*,  faccio  ABna,  BCzzb  , ADu: a’,DE  = ò%  AFn  a", 
FGirò",  onde  le  tre  equazioni  A— A-»- Ba -f  Co*  . . . ò'z:: 
A -4-Ba'-FCa'a’ . . . A’’~  A H-Ba"-t-Ca"  a" , con  cui  8Ì  de- 
terminano i coeflìcienti  A , B , C e 1’  equazione  approssimata 
della  curva  CM,  ove  una  quantità  AP  dipende  da  un’altra 
PM , come  AB  dipende  da  BC  , AD  da  DE  ec.  jTale  è il  Me- 
todo dell’  Interpolazioni . 

815.  Con  questo  si  ha  l’equazione  approssimata  d’una 
curva  segnata  a caso  sulla  carta.  BaSta  l®.  abbassar  delle  per- 
pendicolari da  varj  punti  di  questa  curva  ( e in  particolare 
da  quelli  ove  cangia  molto  di  concavità  ) sopra  una  retta  pre- 
sa per  retta  dell’ ascisse:  2®.  supporre  che  l’equazione  della 
curva  sia  y zz  A -f-Bx-t-Cx* -4- Dx*  ec.  in  cui  si  fanno  entrar 
canti  coemeienti  indeterminati  quante  son  le  perpendicolari 
abbassate  : 3°.  determinar  come  sopra  i coefficienti  A,  B,  C,  D ec. 
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Problemi  determinati  fino  al  quarto  grado. 


Hi6.  I luoghi  di  due  equazioni  indeterminate  del  secondo 
grado  posson  costruirsi  sulla  stessa  retta  dell’  ascisse  , con  la  stes- 
sa origine  e nello  stesso  angolo  delle  coordinate  .Intalcaso  le  due 
curve  si  taglieranno  in  punti  tali  che  l’ordinate  corrispondenti  a 
questi,  saranno  le  radici  dell’equaztone  deterniinata  che  si  avreb- 
be riunendo  le  due  equazioni  in  una  che  non  contenesse  altro  che 
X o y . Reciprocamente  se  un’  equazione  determinata  del  terzo 
o quarto  grado  si  divida  in  due  che  contengano  x ed  y,  co- 
sicché eliminando  « o ^ si  ritrovi  la  data,  è chiaro  che  co- 
struendole come  sopra,!  punti  d’intersezione  delie  due  curve 
avranno  per  coordinate  i valori  dell’  incognita  ; così  se  nell’ 
equazione  a*’ -+ 6** -i- ex -1- c/ r:  o si  faccia  x' ~py  ^ 

sarà  •+  apxy  -+-  bpy  -^cx-^d  — o,  equazione  a una  sezio- 

ne conica  che  costruita  con  la  parabola  dell’  equazione  x*  = 
py  , taglierà  questa  curva  in  dei  punò , le  cui  ascisse  corri- 
spondenti saranno  i valori  di  x . Quando  la  data  equazione  ha 
quattro  radici  reali , le  due  curve  si  tagliano  in  quattro  pun- 
ti ; quando  ne  ha  due  sole , si  tagliano  in  due  ; se  tutte  sono 
immaginarie  , non  si  ha  intersezione;  con  radici  eguali,  le 
curve  si  toccano;  e perchè  s’incontrino  in  un  numero  di 
punti  eguale  a quello  delle  radici  reali  ed  ineguali,  si  pren- 
de l’equazione  d’una  delle  due  curve  con  y alla  sola  prima 
dimensione.  Del  resto,  il  metodo,  sì  bello  in  teorica , è sta- 
to in  pratica  quasi  abbandonato  per  l’ impossibilità  di  descri- 
vere esattamente  le  Curve. 

817.  I.  Date  due  rette  a,i,  trovar  tra  esse  due  medie 
proporzionali  x,y.  Poiché  per  ipotesi— a ;x:y:6,  sarax*  = 
ay,  ed  y'  — bx‘,  onde  costruite  le  parabole  di  queste  equa- 
zioni con  la  stessa  retta  dell’  ascissa,  lo  stesso  vertice  e lo 
stesso  angolo  delle  coordinate  (che  ordinariamente  si  suppo- 
ne retto  },  esse  daranno  con  le  loro  intersezioni  i valori  cer- 
cati di  x,^. 

Ma  non  deve  in  generale  costruirsi  un’equazione  del 
terzo  o quarto  grado  senza  far  uso  del  circolo,  curva  tanto 
più  comoda  a descriversi.  Che  se  per  introdurre  il  circolo 
nelle  soluzioni  di  questo  genere,  occorre  talvolta  una  certa 
destrezza,  vi  sono  anche  certi  casi,  in  cui  si  presenta  da  se  . 

Per  esempio,  sommando  le  due  equazioni  x*  — — 

bx~o,  e supposte  le  coordinate  in  angolo  retto,  nasce  1' 
equazione  al  circolo  x’  — ay  — bx  — o.  Descritta  dunque 
una  parabola  AM  del  parametro  b sull’  asse  AP , ella  sarn  il  * 

( 
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158.  JelF equazione  y*~bx.  Per  trovar  quello  di  x'^-+y^  — 

’ t • ■ J I I 

ay  — OA-  o , Sia  x b — u.e  y a — %'.  avremo  « * -4- 

2 2 

s*  zz  — ),  e condotta  da  A perpendicolarmente  ad 
4 

AP  la  retta  AB  — —a,  e per  B T indefinita  BCQ  parallela  ad 


AP , se  pieso  CB  r:  — i si  descriva  un  circolo  col  raggio  C A , 

egli  taglierà  la  parabola  in  un  punto  M tale  che  condotta  la 
perpendicolare  PM,  le  coordinate  AP,PM  saranno  le  due 
medie-proporzionali  cercate , 

Supposto  h — ia,  il  cubo  fatto  sopra  AP  sarebbe  doppio 
del  cubo  a}  (•214),  ciò  che  risolve  con  poco  il  problema  della 
duplicazione  del  cubo  sì  famoso  tra  gli  Antichi . Anzi  può 

genciali^zarsl  questo  problema  prendendo  per  trovare 

n 

un  cubo  AP^  — — — che  sia  ad  un  dato  cubo  a*  nella  ra- 
n 

gione  m:n.  ■ 

818.  II.  Dividere  in  tre  parti  eguali  un  arco  di  circolo  BF. 
" Suppongo  MF  il  terzo  dell’  arco  BF  e oltre  le  normali 
BOG , MP/n  sul  raggio  AF,  conduco  Bm  ed  mR  normale  ;i 

BG . Poi  fatto  AP  =:  x , PM  —y , AM  = a , AO  z:  b , BO  z;  c , i 
triangoli  simili  AMP,  BmR  daranno  x:y:  :c-i-y:x — 6, cioè 
y^  — -i-cy-+bx  — o , equazione  all’iperbola  equilatera (80S  ) 
che  costruendosi  determinerà  il  punto  M nel  quale  il  circolo 
e l’iperbola  si  taglieranno.  Ora  ella  può  mettersi  sotto  questa 

forma  ic  ^ ^ =: -i-c* -b*  ì dunque 

( 807  ) se  c > ò , r equazione  apparterrà,  al  second’  asse , e .se 
' c al  primo.  In  quest’  ultima  supposizione  , dal  centro  A 

si  conduca  AD^—  c normale  ad  AF , e da  D si  tiri  DCzz  —6 
2 2 


parallela  ad  AO  ; il  punto  C sarà  il  centro  dell’  iperbola,  e 

se  si  prenda  CLzzCKzz  — \/(ò*  — c*),  e si  descriva  sull’ 

asse  LK  un’ iperbola  KM,, ella  taglierà  il  circolo  nel  punto 
cercato  M.  L’ iperbola  oppo.sta  M'LM"  taglia  il  circolo  in 
due  punti  M'  ed  M",  il  primo  dei  quali  dà  ( Ó35  ) l’  arco 
F'M'  terza  parte  di  F'M'B  , ed  il  secondo  determina  1’  arco 
l'M''  terza  parte  di  F'M"GFB  ; il  punto  G non  dà  soluzio- 
ne ; 
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ne;  ma  la  radice  GO  = -^c  è quella  per  coi  può  dividersi  , 
r equazione  — 2a*cj»-t-a*c*~o  che  ri- 

«ulta dai  due  luoghi jy*  — à*-4-.v®=:o,_y*  — -4- cj -i- i:c rz o . 

Questi  luoghi  sommati  danno  y^  -+  ibx  -4-  icy  — 

;*  a* , equazione  alla  parabola . Perciò  condotta  dal  punto  A 
parallelamente  a BG  la  retta  AD  — ic,  si  conduca  DC  =: 

— parallela  ad  AF,  e si  descriva  col  vertice  C e as- 

b 

se  CD  una  parabola  del  parametro  ; essa  taglierà  il  cir- 
colo ne’ punti  cercati  MjM'jM"'.  Posson  variarsi  queste  so<* 
luaioni  in  molte  maniere , moltiplicando  le  due  equazioni 
del  problema  per  delle  quantità  indeterminate  , e somman- 
done o sottraendone  i prodotti:  il  che  conduce  a delle  se- 
zioni còniche  differenti,  tutte  egualmente  proprie  a risolve- 
re il  problema.  Così  per  risolverlo  coll’ ellisse,  basterà  mol- 
tiplicar r equazione  y^  -4-  x®  — a*  zz  o , per  l’ indeterminata  m , 
e aggiungerne  il  prodotto  alla  seconda  equazione  ; si  avrà 

, ( m — I ) »* -r  òx -4- cy — m • m , 

-+  — = o che  appartiene  all  el- 

lisse quando  m > i o positiva , cd  all’  iperbola  quando  m<.l 

0 negativa . Si  può  inoltre  determinare  m con  una  condi- 
zione arbitraria;'  per  esempio,  se  si  volesse  che  gli  assi 
deir  ellisse  fossero  tra  loro  in  ragione  di  p : q , dovrebbe  es- 

sere = , il  che  da  ot  = ^ ^ . 

, m-4-l  q*  r-P 

8rp.  III.  Dividere  lo  spazio  parabolico  ACB  con  una 
retta  CM  in  due  settori  eguali  ACM,BCM.  Condotta  MP  lol» 
normale  ad  AC , sia  AP  zz  a- , PM  =_y , AC  zz  à , BC  6 , il 
parametro  della  parabola  zr  p ; avremo , come  ben  presto  si 
vedrà  , ^xy  ^y  (a  — a;  ) izz  ACM  zz  i ACB  zz  i aò  , ov- 
vero xy  •+ 3ay  = 2ab , equazione  all’ iperbola  tra  gli  asinto- 
ti. Prolungata  AP  verso  F,  onde  sia  AFZZ3AC  c condotta 
FK  perpendicolare  ad  FA,  tra  gli  asirttoti  FK,FA  si  de- 
scriva una  iperbola  equilatera  della  potenza  2aò  ; essa  sara 
il  luogo  dell’equazione  xy -i- $ay  =z  2ab  e taglierà  la  para- 
bola nel  punta  richiesto  M. 

1 Volendosi  servir  del  circolo,  polche  ò’  zz  cd  y*  zz 

px,  sarà  arzz  — zz^-^-,  valore  che  sostituito  nell’  cquazio- 
p b 

ne  xy  -4-3'ty  =:  2ah,  la  cangierà  in  -4-3ò*j  — 2Ì’  zzo:  la 

O o 
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, , moltiplico  per  y e diviene  y'*  -4-  3^*^*  — sb*y  “ o , da  oui , 

. . b^x  , . . . . 20* 

sostituito  — ad  y , ricavo  x — y^^o:  a questa 

a 0 

aggiungo  y*  —px  = Of  ed  ho  ji*  -+-  **  -h  ( — p)*  — 

■>fl* 

- — y — o,  equazione  al  circolo.  Alzata  dal  punto  A nor- 
b 

g% 

malmente  ad  AP  una  retta  AD  = -r  » ®i  conduca  ad  AD 

b 

dalla  parte  opposta  al  punto  M una  perpendicolare  DC'  = 
i(3a— »p)  ( qui  si  suppone  30  >•  p),  c col  raggio  C'A  e 

centro  C'  si  descriva  un  arco  di  crrcolo;  quest’  arco  taglie- 

3 

ta  la  parabola  nel  punto  richiesto  M ; e PM  =:  i [ V ( i “** 

Va)- -!/(-- 1-4*  Va)].  ' 

820.  IV.  Trovar  le  radici  dell*  equazione  del  guaito  gra- 
do **  — 'p***-4-p*g»-fp’r=:o  per  mezzo  d’ un  circolo  e d* 
una  parabola.  FaKo  al  solito  »*=py,  viene >*-4-gof — p>-*“ 
pr  = o;  vi  onisco  x^—py  z^o  c nasce  1’  equazione  al  circolo 
** -4- y*—  2py  -4-  gx  -4*pr  = o . Descritta  dunque  col  parametro p 
^ la  parabola  M'AM'"  che  abbia  AQ  per  asse  perpendicolare 
ad  AP,  e presa  AD=p,  DCr;  ^g  normale  ad  AD  dalla  pat- 
te in  cui  è nella  figura  ( si  prenderebbe  dall’  altra  se  fosse 
negativo  ) , si  troverà  che  un  circolo  del  centro  C e rag- 
gio V(CA* — pr)  taglierà  la  parabola  ne’ punti 
M'",  che  determineranno  le  radici  dell’  equazione,  due  po- 
sitive, cioè  MQ,M'Q',  r altre  negative.  Se  1’  equazione  da 
costruirsi  fosse  x^-4--p*x* — p*3*  "4-p’r  r:  o,  pre^  al  solito 
~py,  si  avrebbe  y*  -i-x'  — qx-+pr  — o,  equazione  al  cir- 
colo come  nel  caso  passato , ma  più  facile  a costruirsi 

Si  cerchino  ora  le  radici  dell’  equazione  x^  --  pgx*  ~h 
p*»  x-3-p*/n*  = o per  mezzo  di  un  circolo  e d’ un’ iperbola 
tra  gli  asintoti.  Presa  xyzz^pm,  viene  x^ — p?x*  -Hp*rx-f- 


x*y*  =03;  m*-i-y*  — pg-4-  ^ = x*  -1- j* — P3  ^ 


m 


equa- 


zione  al  circolo.  Tra  gli  asintoti  perpendicolari  QAQ',P  'AP 
descritte  l’ iperbole  equilatere  della  potenza  jìm,  prendo  sot- 
to AP  la  retta  AC  = .^,  e il  circolo  del  centro  C,  col 
I 2ot  . 

raggio  V(AC*-t-pg),  taglierà,  l’iperbole  opposte  nei  quat- 
tro punti  i quali  determineranno  come 

sopra  i quattro  valori  di  x con  le  ascisse  AP  j.'^P  » AP  ',  AP  ' . 
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ELEMENTI 

MSL  CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTECRALS  . 

/ 

Fondamenti  di  (iresti  due  Calcoli . ♦ 

32i.t-/£  quantit^i  si  dividono  in  costanti  ed  in  va- 
riabili". le  costanti  che  sogliono  indicarsi  con  le  pri- 
me lettere  a,Z),c  ec. , non  crescono  nè  scemano;  le 
tariabili  che  si  esprimono  con  1’  ultime  x,y;z  ec.  , 
crescono  o scemano  continuamente . Così  il  diaoTetro 
del  circolo  è una  quantità  costante , mentre  le  sue 
ascisse  e le  sue  ordinate  son  quantità  variabili  (4^8);'^ 
che  hanno  anche  una  relazione  scambievole  (729): 
se  questa  non  vi  fosse  si  direbbero  indipendenti  tra 
loro  . La  porzione  finita  di  cui  una  variabile  x o y 
cresce  o scema , si  chiama  di^erenza  finita  e si  scri- 
ve ( difiFerenza  di  x ) o fy  { differenza  di  y ) ; 
cosicché  xr±^x  è la  variabile  accresciuta  o diminui- 
ta della  sua  differenza , e è il  segno  con  cui  si  in- 
dica il  cangiamento  'finito  di  essa  , il  quale  avrà  h- 
se  ella  cresce,  e — se  scema,  onde  5'  (x-t-y)  non 
lignifica  qui  moltiplicazione  , ma  la  differenza  ^^x 
ìy  dì  X -i-  y . ■ ’ 

Generalmente  ^ ) (^(«',3')]  ec  signi- 

ficano la  differenza  d’ una  fonzione  9 di'x'  o.di  una 
funzione  ^ di  x,y  ec. : ove  per  Jltnzione  si  inten- 
de qui  una  quantità  composta  di  at  e di  costanti,  o 
di  x-,y  e di  costanti , ma  tanto  generale  che  rap- 
presenta tutte  le  infinite  quantità  particolari  che  pos- 
son  formarsi  con  x o con  a-  , y e con  delle  costanti . 

822.  Sia  la  curva  CMG  con  le  coordiuate  AB  \ 
e BG,  AD  • D« , AF  ed  FG  ec.  ; a«  AB  = 
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BC  = V»  sarà  AD  = AB-+-lìD  = ar-+ = jf',  DE=: 
^'■D.t-^«E=.y-+•^>  = T^AP  = AD-+DF  = x'-^-#Ar;  = 
x'',FG  = T^b-\-bGz=^y'-^^y'=y"  ec.;  duntiue  at'  — 

X=^^y  X" =,^  ( X)  — 

2 ($^x)='  S'ÌX  = : del  pari  y'  — y — ^ y^,  y"  -— 

y — , $y'  ■ — $y  = ^\y.  Ora  le  quantità  ^^v  , S 'y 

cc.  diconsi  differenze  seconde  y c ^ j^  ’.y  sarebbero 
le  terze  ec-,  ove  kì  osservi  che  y~x  è luolto  diverso 
da  $-x' , perchè  ^x  è la  differenza  seconda  di  a-  , 
mentre  àx""  è il  quadrato  della  prima  ^ a-  . Ordina- 
riamente 1’  uua  dell*  due  differenze  prime  si 

ri'^uarda  come  costante  , supponendo  per  esempio  BD  == 
= DF  = FI  ec.  : ma.,  non  potranno  farsi  costanti 
ambedue , poiché  allora  sarebbe  il  triangolo  GuE  = 
El’G)  e la  curva  CG  si  supporrebbe  una  retta. 

Solo  per  tender  più  semplici  i calcoli  si  fa  costante  5* 
o Sy  ; del  resto , o si  faccia  o no , il  risultato  è lo  stesso . 
Sia  BC=>,  DE=/,FG  = y'=y-F5/=:jH-35>-t-5*:y.  ed 
y=;x*:  verrà  5>  = 2*S»  H- (827),  e presa  costante  5*  — 
BD  = DF  , sarà  S*>  = 3jx* , e I.  FG  = x*  -t-  4*5^;  -4-  45.X  . 
Ma  se  BP  = Jx,  PF=:  Jx',  avremo  S>  = 2xjx  ■+  5x* , 5 > — 
2jx*  -4-  2xS*x  -4-  45x J‘x  -+Tx^  (834) , e II.  FG  = x‘  -4-  4*5 X 
a5x*-4-2xS?x-4-45x5*xH-5’*x‘.  Ora  avendosi  sempre  Sx -h' 
5x'  = 3jx-4-S’x  = BPH-PF=Bp-l-DF  = 2jx,  se  questo  va- 
lore di  Sjx  si  ponga  nella  I.  y verrà  esattamente  la  II. , on- 
de la  I.  ove  Sx  è costante,  non  differisce  dalla  IL  ove 
non  lo  è. 

823.  Dall’ equazioni  y':=  y •+ ,y"  = y' 
y'"  = y'  -4-  ^y"  ec. , ^y  =Sy-\-  ò'  'y  ? ^y”  = ^y  ^ ^ ’ 
'yy'-=x.yy~\-yy  ec. , si  ricava  facilmente  che  presa 
^x  costante-,  all’ asoissa  a-' = a- -4- 3' a"  corrisponde  1 or-, 
dinata  y—y-^^yy  all’ascissa  x'  — x -^'HÌx  com: 
sponde  l’ ordinata  y"  =jy  -4-  sJ'jy  -+  5'*.y  > ah’  ascissa  a-^ 

X -4-  35“.^  corrisponde  f ordinata  y"  =zy  -j-  ^^y  -y  3^ 

ec. , ove  i coefficienti  dei  termini  son  quelli  del- 
le varie  potenze  d’ un  binomio*,  dunque  in  generale 
all’  ascissa  x -+  n^x  corrisponderà  un’  ordinata  Y = 


^ n — I . . , n — I 

y •+  n^y  -^n  y’+n.-^^ 


— ^ -4-  CC. 

3 
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teorema:  di' cui  può  farsi  un  buon  nso  per  sommar 

ìe  serie . . . - 

Se  divengano  dx,dy  (842)»  e si  supponga  ndx  — 

±a  quantica  , fìj\ita,  sarà,  ( ip^)  n — 00  zzn  — \ — n — 2 

a , -,  _^(^dy  a^d^y  ^ a^d^y 

ec.  = —,  ed  Y =zy±-~  — — t^-4-cc., nuovotet)- 

dx  dx  2dx^  2.3rf**  j 

rema  di  cui  parleremo  altrove.  £’  chiaro  che  a può  anche 
supporsi  infinitesima  purché  allora  si  riguardi  dx  come  infi' 
nitesima  del  second’  ordine  . 

824.  Che  se  sia  ora  IH  = p/',  FG  =;  jy,  DE  = 

"y , BG  =_  '"y  ec.  premettemla  1’  accento  per  indica- 
re  il  progresso  dell’  ordinate  all’  indietro , avremo 
He  = $'y , Gb  = y'y , Efl  = ^ '"y  ee.  ; onde  y~^  ^'y  = 

>' . > — r'y^  "y  \ "y  - r'y  — ec. , e però  ]y  =' 
h 'y  Vv  ^^y  -4-  ry  ~^"y  = ì'y->r  ry  h-  ^ ec.  = 

^ ( j)' H- ";y'H-'"v'ec.  ),  altro  teorema  importante  da' 
cui  si  ha  che'  mf  ordinata  ^ o in  generale . una 
zionc  qualunque  di  y è sempre  la  differenza  della 
somma  de'i  termini  che  la  precedono.  Dunque  1°.  lo 
spazio  Hi , r arco  HA  ec. , tutte  funzioni  di  y come 
vedremo,  son  la  differenza  della  somma  degli'  spazj  • 
GIjEF  ec.  o degli  archi  GH,EG  ec.,  ovvero  d’uno 
spazio  qualunque  CI  o di  un  qualunque  arco  CH  ec.  : , 

2°.  supposta  costante  t=i  ec.  ^ i , 'sarà 

y=^(y  — I ^ — 2 — 3 '4-  ec.  in  tal  caso  .sé  ’ 

X è funzione  di  y , la  serie  eC‘ ''^xt"x,'x,xrx''',x", 

«•'"  ec.  si  scrive  da  molti  ,x^  • ■ . • > 

L.  Lrt  ec.  ; noi  non  useremo  questa  riotà-^ 

JV  J^I  • r ... 

zioiie . ..  , ' 

825.  Come  il  cercar  la  differenza  d’  una  varia- 
bile diccsi  iiifferenziar2  i così  il  risalir  dalla  differen- 
za alla  variabile  stesga 'chiamasi  sommare  o integra > 
re;  e come  la  differenza  si  indica  pon  cosila  sem- 


ina può  indicarsi  con  «■;  onde  (r$'x,cry*x  ec.  vuol  dir 
la  somma  di  cui  èx  o è'^x  scm  la  differenza.  Ma  qui 
si  rifletta  I®.  che  tanto  è o’a$'x  che  a(r^x  perchè  1* 
integrazione  non  riguarda- mai  le  costanti;  ondo  s«. 
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J'v  sia  costante  (8*2),  si  avrà  cc.  : a*, 

che  tanto  è differenza  di  x che  di  x r±a,  giac* 
chè  a essendo  costante  non  ha  differenza,  cioè  non 
cresce  nè  scema  (821);  onde  l’eguaglianza  della  dif^ 
ferenziale  di  due  variabili  non  prova  già  che  le  va- 
riabili sono  eguali , ma  solo  che  posson  differire  d u- 
na  costante , la  quale  sparisce  differenziando , e poi 
si  supplisce  sommando  coll’  aggiungere  alla  somma 
r indeterminata  G ( costante  ) da  determinarsi  secon- 
do le  circostanze  : cosi  t^-x  = h-  C,  o'èt^x  — Sx  •+ 
C cc.  Tra  poco  faremo  sentire  anche  meglio  la  ne- 
t^essità  e 1’  uso  di  quest’  aggiunta  ; solo  osservo  che 
può  darsi  alla  costante  una  forma  che  1’  assomigli  a- 
gli  altri  termini;  poiché  se,  per  esempio,  nell  equa- 
zione jy  = ax'^  -4-  G sia  fc  il  valor  di  x che  fende  y = 
o,  si  avrà  ai>”-4-G  = o,  e C=  — ab'^,  onde  y — 

a i x^  — • Passiamo  al  calcolo  delle  differenza 

finite  . 

826.  Vogliasi  la  differenza  finita  di  a*  •+  bx 
cy — fz~u\  avremo  (821)  u-+^h  = u*  -+bxz±  b^x 
cy  z±  c^y  — Jz  ==■  il  t onde  u — n = $il  = 

b^x'  ^ c^y  , Dunque  all’  opposto  <r  ( h^x 

) = fcAT  -4-  cy  -—fz  -h  G . 

■822.  Sia  da  differenziarsi  a?”  = u;  avremo  u -4- 


J'tt  £=:  ( *•  rt  )”  = n%  ed  u'  u = = =1:  njf  X 

n— t « — 2^  1 n—I  n — 2'-n-3-  , 

-4-  n . — — X à'x  ’ztn.  — - — . — — X S^x^  =fc 

3 23 


ec.  ; così  ^ ( a?*  ) =t=  ^x^x  -4-  {x^  ) = ^x'^x  -4- 

-4- ^ Af’ , ec.  Dunque  a'{i±nx^ 

'x  ~~  S‘x^r^ec.)~x  -4-G.  Sia  .v  * costante  e i*. 
n 1 ; dunque  a‘S‘x  = ( 825 ) (J'jccri  ^ x,  e n — 

2**.  n = 2;  dunque  r {zx^x-^  ^x^  ) 2^xtx^ 
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=jf*,  e — 3*.  n se  3;  dunque 

«•(  3-»^*^'^  -♦•  3*’^*'*  •+  ^'jc’  ) = -t-  3^;vVj£-  -f 

4 X*  xSx 

^x  '^iri  = t e (TX  = — — -r*+  'T  ec.  : onde  se 

3'jf  = I , verrà  ari  =zz  x , <rx~§  ( x*  — a?  ) , ave*  = 
ìa-’  — §*’“-+ gAT,  ec.  ec.  E nel  modo  stesso  dalle  se- 
guenti differenze  dei  rotti , dei  radicali , delle  fun- 
zioni circolari  ec.  si  otterranno  le  respettive  somme 
che  lasceremo  ormai  di  notare , bastandoci  di  avver- 
tire in  generale  che  per  aver  le  somme  bisogna  ri- 
fletter molto  sulle  differenze . 

«• 

828.  Si  voglia  la  differenza  di  — ■—  = u ; avr«- 
° a-¥x  ’ 

(*±5*)*  , ' V 

me  u -r  5'u  = “ » onde  u •—  u = ^ u = 

fi  “T*  3^  qX 


: ( 2a*-+»*  ) J*  -+  ( a -4*  v)  S'a:* 


±(2aA?-+«*)J* 


(«-+»)*  ±(  a«h»)5» 


(a-4-»)* 


(a-+a:)*±(a'+*)5j; 

Sx* 

iz“r“  » riducendo  in  serie  questi  rotti  (273) 

fi  X it  qX 

, , . t.  ±(2ax-i-x^)Sx 

c sommando  le  sene , - — 

829.  Sia  da  differenziarsi  v'(a-t-Jt')  = u;  avre- 
mo Zi  -4-  ^'u  = V*  ( fl  -4-  jf  =fc  (J'AT  ) = u\  onde  u — u =ss 
$-u  = V{a-¥xz±^x)  — -N/(a-i-;c);ma(i5i)V(fl^ 

3'A-  ) =s  ( a -4-  Af  ) =± T 3 «C.  S 


ec. 


dunque 


2 ( a *+  * )^  b ( • ■+  * y* 
..  Sx 


i i. 

{a-+  X )*■+  ( u-f  A?)* 


2 ( a-i-*)* 


« . 

ec.  — ■=t j 3 ec.  Del  pan 

3(a-+*)^  8(a-h*)» 


MV“)  = ^“  = 
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y/{x'-±X^X)  * 

cendo  in  serio  ì tre  radicali  (161)  è poi  il  rotto  che 

ne  risolta  (2:3),  -+ 

2x  {ax  -i-  X 

( rvi'-  -i-  40^  ) 5-^’'  ^ r r. 

J +-■  ..3. 

So:  ( a#  -H  *'  1 6.V  ( ■+  a;*  ) 

830.  Sia  da  difFerenziarsi  sen  x e cosx . Suppo- 
sto x-¥Ìx  = z,  seti  x-^^{senx)  = senz  e cos  x -i- 
^(cos  X ) = cosZi  si  avrà  ^ (senx)  = senz  — scnx  — 
( 6ao  ) 3 sen  cos  {x  ^ ^$^x)  e ^~(  cos  x)  = cos  z — 
CCS  X = { 620  ) — 2 sen  x sen  trovo  ra 

■”  scn^x 

nel  modo  stesso  ( 620  ) ^ {.tj.ngx  ) = 

seti  Sa; 

e ^ ^o:sera(a,'-t-5a;)' 

Anche  in  altro  modo  posson  differenziarsi  ìc/j*  e ^4*  . 
‘Poiché  fatto  se/t*  =n,- avremo  rt -+5u=:sert  (*±5*)  — //  , 
•onde  — u = Sm=  sen{x:^^x)  — senx:  ma  (614)  se» (a.  ± 

) — seri  X cos  Sx  ± sen  5* cos*,  e sen  S*  — 2.3 

Jfl-  ec.,*  cos  I - — H-  -Ifj  ec.  (628);  dunque 
%3  4-5  ^ 


^Lsé/z*H*««*(i  — ^-4-cc.  cos*(J*  — ^-f-ee..)- 

li  -»*o 

Sx* sen  X _^x^  cosx  ,^x*scnjc^^^ 

± J*  cos  * - — — ^ 2.3.4- 

volendo  la  differenza  di  cosxzzuy  verrebbe  ^n  zz  cosi  x±. 
5*  ) — cos  » = — cos  * -»•  cos  * ( 1 ^ ec.  ) + sen  x ( S* 

— ec  1 =r  3:  5*  sen  x — — u*^  cos  x ± -» 

o <3  ^ 2 2.3 


831.  Sia  da  differenziarsi  Ixzztt,  intendendo  pe^/  illo- 

garitmo  naturale  di '*‘j  avremo  u-+- Ju  = Z(*  ± 5"*  ) — « on- 
de w— 
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de  u’-~u-=^u  — l{x±^x)-^lx-=:l  (l±  — ) — (303)  ±— f — 


2-V 


ec. 


S32.  Vogliasi  differenziare  una  quantità  con  esponente. 


vallatile  o V esponenziale  a'‘^  — ii  \ avremo  n-f  Ju  — . . . 


;?/  -V  : 


/?;5.r 


V mx±vilx 
— u , onde  ti  — ii~  Suiza 


mx 


ma 

77j.r±mSx_  mx  ±mòx  , ± mS^x  ^ , 

■‘43)^  —o.  .a  ed  a =l±  mSx  la  -+• 


~m-Sx'r-a±  ec.  (307);  dunque  Zuzz  — à -p 


mx  , 
•a  ( I 

mx 


mSxla~¥  ^m^ìx^Pwàz  ec.  ) zz±ma  Sxla-\ m^a  ' X • • 

ìx'l^a  ± ec. 

833.  Con  egual  facilità  si  (lifTerenziano  i pro- 
dotti di  più  variabili  x,y  ec.  Ma  si  osservi  che  se  \- 
cresce  mentre  y scema,  dovrà  sostituirsi  all’ uno  ,v -v 
(5  a:  , all’  altro  y — ^y;  e se.  .scemino  ambedue  nel  tem- 
po stesso,  ad  ambedue  si  sostituirà  x — ^x,y  — $y 
(8ai):  noi  supporremo  che  nel  tempo  stesso  cresca- 
no ambedue . Voglia  differenziarsi  xy  = u\  avremo 
u~4r  S'iL  = ( X -i-  S'x)  (y  -4-  ^y  ) = xy  -h  x$~y  -4-  y^-x 
$'x^y  = u , onde  u'  — u=  ^u~  x^y  yi^x  ■+  ^x^-y  . 
Così  si  troverà  ( ax^  -i-bx''y  •+  cxy^  -t-  my'^  H-  e.v"  -+ 
fxy  -4r  gy"^  H-  hx  ■+  ny  -4-  k)  = ( -+-  Qéhxy  ■+  cy‘ 

2ex  -4rfy  -4rh)^x-+{  ^ax  -4-  hy  -+e)^x'^-4-  aS~x  ’-+(/>  a:  * -l- 
2 c AT  y H-  3 m y ^ -4-Jx  -4-2gy~i-n)^y-4-(cx-i-^ìny-hg)^y'^-’r 
ni'^y^  -h  (2bx  •+  2cy  •4-J'}^x^y  b^y^x^  -+  e^'x^y^  . 

r>  ' ^ r X ySx  — xSy  .y^x-xSy 

C»*'  ^ VyJ  = 3^j-  - - = - 


{y^SxSy  — xy^y^  ) 


ec. 


834.  In  fine  vogliasi  la  dlff'erenza  sccond.i,  ter- 
za ec.  di  a;”  supposta'  $'x  costante  (82-2);  la  prima 

‘Qinerenza  e nx  ^x-+n . at  d'-v  -4-n . . 

2 2 

PP 
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«c.  ( 837  ) , e tutto  si  ridurrà  a tro- 
var  le  difFcrenze  di  , at”  ®,Ar”"“^eG.  Ora  i*. 

) = (n  - 1 ) I 

.n  — 2 n — 3 ^ 4 «V 

{n  — $'x*  ec.  che  si  moltiplicherà 

^ O 

per  n^x:  2®.  (J-  (Ar”~^)  = (n — 2)a;”~^  J'x-  -+ (n  — 
2)— — ec.  che  si  moltiplicherà  per  nx 

3**  = ^ ec.  che  si 


moltiplicherà  per  n . ec.  Fatte  1’  ope- 

A O 

razioni»  la  difterenza  seconda  sarà  n{n  - ^x^-^ 


).  ( n- 1 )(n-a  ) «•''■^  ì'a:’  + n ~ 


ec. , e col  metodo  stesso  si  avrà . la  terza , la  quar- 
ta ec.  : così  essendo  ^ (at*)  = Q.x$^x  ■+  $'x^  , sarìt 
^*  ( jv*  ) = 2^jè'*  ; ma  non  prendendo  costante  ^'.v,  si 
troverà  3'*(*'*)  = 25'A^*-+-(2A'-4-4^';v-»-^  *Ar)5'*.v.  Nel- 
la medesima  ipotesi  di  $-x  costante , si  troverà  che  la 
differenza  seconda  di  xy  ( ricordandosi  che  è'y  di- 
viene ì'y-i‘$^'y)  è 2$^x^y  -+■  x^-^y  -h  2^'aC()  . 

835.  Riguardo  alle  funzioni  p (x)  , f{x,y  ) ec.  (821), 
poiché  la  dinerenza  di  qualunque  funzione  di  x , di  ^ ec.  è 
come  si  i visto  finora,  una  nuova  funzione  di  x,  di  y ec. 
moltiplicata  per  Sx,  per  ^ ec. , avremo  p(*)]~Ja;  p'fo:), 

. S [/■(*■>>)]  = ^ix,y)f{x,y)  ec.  ; del  pari  5^[p(*)]  = 
Ik^P"{x)  presa  5*  costante  ec.  y 


Prime  Regole  de  due  Calcoli  - 
/ 

836.  Una  grandezza  variabile  G ha  per  limite 
un’  altra  grandezza  L quapdo  G o sempre  crescendo 
o sempre  scemando  può  accostarsi  al  valor  di  L in- 
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definitamente  o ad  arbitrio , senza  poter  mai  egua- 
gliarlo di  fatto  (513):  così  se  G accostandosi  ad  il 
giunga  a differirne  della  quantità  w,  sarà.  G = n-w,  e 
tanto  più  si  avvicinerà  Gal  valor  di  il  quanto  più  sceme- 
rà w ; cosicché  se  divenisse  w = o , si  avrebbe  realmente 
G = ; in  tal  ca.so  si  chiama  il  limite  di  G. 

Onde  i‘  per  avere  il  limite  d' una  grandezza , hi-^ 
sogna  Jare  zero  la  di  fferenza  tra  essa  e la  grandezza  a 
cui  sempre  si  accosta:  2°.  accostandosi  G alle  gran- 
dezze L , A fino  a differirne  delle  quantità  / , A , si 
avrà  G = L — l,  e G = A — Xj  onde  L - / = A - X > e 
fatto  /::=o,  x=o,  saranno  L,A  due  limiti  di  G,  e 
verrà  L ^ A>  cioè  i limiti  d una  stessa  grandezza  G 
sono  eguali:  Se  le  grandezze  G,r  con.servando 

tra  loro  la  stessa  invariabil  ragione  m:  n,  si  accosti- 
no ad  L , A fino  a differirne  delle  qutkntità  l , X , si 
avrà  G=L-/,  r = A-  X,  ed  L ~ l:  A - X ::m:n:: 
G:F,  cioè  se  G,F  si  accostino  proporzionalmente  ai 
limiti  L , A » le  grandezze  e i limiti  staranno  tra  loro 
nella  stessa  ragione  : 4“.  una  grandezza  G continua- 
mente accostandosi  al  limite  L , può  riguardarsi  ( se 
basti  una  certa  approssimazione  ) come  eguale  ad  L 
quando  è giunta  allo  stato  che  o immediatamenìe  pre- 
cede l'  eguaglianza  perfètta  o ne  è anche  un  poco  più 
remoto  t conseguenza  che  talvolta  ha  luogo  nelle  stes- 
se Scienze  Matematiche,  come  nella  somma  delle  se- 
rie convergenti  (291):  e ne  ha  poi  moltissimo  in  tut- 
te le  scienze  fisiche;  5“..  poiché  la  grandezza  G si 
può  tanto  accostare  al  limite  L da  giungere  a diffe- 
rirne inassegnabilmente  , ciò  che  si  dimostra  di  G sa- 
rà dimostrato  anche  di  L. 

83".  Ora  il  Calcolo  differenziale  è il  metodo  di 
trovare  i limiti  della  relazione  tra  le  differenze  del- 
le quantità  variabili:  il  metodo  inversa  che  consiste 
nel  risalire  da  questi  limiti  alla  relazione  stessa  del- 
le quantità,  si  chiama  Calcolo  integrale.  Alcuni  esiin- 
pi  renderanno  chiare  queste  nozioni  • 
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838.  Condotte  nella  curva  A3Tvi  i ordinate 
la  corda  mM  prolungata  in  S,  ed  Mr  pu- 
rallela  ad  Ap  , sia  V arco  AM  = *•  , Mm'm  = , 

A l’  = ,v , 1*M  y , Vp  ~ Mr  = , nir  = J j > onde 

31  — -1-  ^y'  ) : è chiaro  che  ~ ^ > 

0 che  quanto  piìi  m si  accosta  ad  M , cioè  quanta 
più  scema  ^x , tanto  meno  differiranno  tra  loro  quel- 

le  due  ragioni;  dunque  la  ragione  cil  limite  dell’ 


tì*- 


altra (836).  Similmente  condotta  ad 


M 


la  tangente  MT,  i triangoli  simili  MPS,  mrM  dan- 


no 


MP 


Sy 


, Mp- 


PS  “ >M  ~ si’  ® PX  ^ 


MP 


MP 


PS’’  PT 


~ , e quanto  più  m si  accosta  ad  M , tanto  meno  dif- 

feriranno  tra  loro  le  due  ragioni  ,-rrr; dunque  fu- 

r 1 ò j: 

na  è il  limite  dell’altra,  e per  determinar  la  prima 
jtasta  trovare  itua  nuova  espressione  del  limite  della 
seconda:  così  se  AM*n  è un  circolo  dell  equazione 
y’’ t=:z  2ax - X'  (4';8),  presa  la  differenza  (827)  (ly^y-h 

-,  - vt-  2a  — c.v — 

ày  ~2a^x-2x^x  - yx' f sarà  5^, 

quanto  più  scemano  $'x,^y,  tanto  più  la  ragione 

^y  . ,,  2^1— a — X . 

SI  accosta  a quella  di  — = ““j,""  5 dunque 

e il  limite  di  j , dunque  (036)  jrp  — p p ~ 


n — X 


y \ 

^ , e però  PT  = 2[thi^’  come  giù  si  sapeva  (4“8). 

839.  Per  convincersi  poi  che  ^y , ^x  anche  di- 
venendo zero,  serban  tra  loro  una  ragione,' sia  — 
0*  — -v’  ,^\v=:a  — X f c si  supponga  .v  --  a : in  tal 
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Hcaso  SI  avra  J'jy  ==:  o e = o ; 
a*  — 

ìi~ 


a — X 


a 


eppure  intanto 
x—2a.  Similmente  se  nel  trian- 


FIG. 


solo  PBE  sia  PB  =r  rt  , BE  = fc , e sull’  ascissa  BI  = 4^ 
^ si  conduca  1’  ordinata  IG  =;  jy  parallela  a BE  , si 
avrà  PB  (a):  BE  (b)  PI  (a  — x):  lG(y),  onde 
ay  — ab  — bx-,  e prese  le  differenze,  osservando  che 
r una  delle  coordinate  scema  mentre  1’  altra  cresce  , 

sarà  aSy  = ^ ovvero  .a§'y  = h^'x  , e però 
Sy  b , ^ 

= cioè  le  differenze  ^y,^x  anche. annullando- 
si , come  avviene  in  Gl , conservan  tra  loro  la  ra- 
gion costante  h : a delle  quantità  primitive  y , a x 

a cui  appartengono . Tale  è l’ idea  che  bisogna  farsi 
del  calcolo  differenziale . 

840.  Quanto  all’  integrale  , egli  è 1’  opposto  del 
differenziale  ( 837  ) ed  ogni  integrazione  esige  1’  ag- 
giunta d-una  costante  (825).  Per  dare  anche  di  que- 
sto un’  esempio , sia  OD  una  linea  retta  o curva  con 
due  coordinate  HC  = Ar,GD  = y iu  angolo  retto,  e 
presa  Cj  = ^x,  si  conduca  1’ ordinata  • = cr -4- rd  = 

.y  ; è chiaro  ( 824  ) che  lo  spazio  Gi  sarà  la  dif- 
tèrenza  di  qualunque  spazio  corrispondente  HD,  l'ur- 
eo Tid  di  qualunque  arco  corrispondente  OD,  la  su- 
perfìcie descritta  da  Dd  della  df  scritta  da  OD  nella  ri- 
voluzion  della  figura  sull'  asse  HG , il  solido  genera- 
to da  Gì  del  solido  generato  da  HD  ec.  ; cosicché  som- 
mate secondo  il  bisogno  que.ste  differenze , il  calcolo 
integrale  determinerà  la  quadratura  degli  spazj , la 
lunghezza  delle  linee  e la  dimensione  delle  superficie 
curve,  la  cubatura  dei  solidi  ec. 

841.  Supposta  dunque  per  ora  OD  una  retta, 
sia  PII*=:a  e la  normale  HO  = hj  avremo  perciò  a: 

t h ( A'  ) * 

0::  a -i-x  :y  = , onde  difterenziando , S'y  == 

a 

bìx  ^ ^ 

G lo  apazio  differenziale  Gi=:CrH-D/'si  = J 
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y -i-  (flJ-jf -V  ^ )i  quindi  per  arcr 

la  quadratura  di  uno  spazio  corrispondente  HD  o PCD , 
bisogna  integrar  quest’  ultima  equazione  : ma  (ra^x  = 
Sx^ 

ax  e cr  ( xìx  ■+—)=*=  ^x‘"  ( 827  ) ; dunque  l’ integra- 
le  completo  con  l’aggiunta  della  costante  saràff’(Cci)  = 


I)X 


( aH-  G . Ora  come  1’  area  del  trapezio  HD  è 

diversa  da  quella  del  triangolo  PCD  , così  la  costan-, 
re  G avrà  nei  due  casi  un  diverso  valore:  infatti  il 
trapezio  è nullo  quando  l’ascissa  è ridotta  al  punto H, 
cioè  quando  Af  = o;  ma  il  triangolo  è nullo  quando  l’a- 
scissa è ridotta  al  punto  P , cioè  quando  x ~i-  a o 
ovvero  x — - a\  dunque  suppOvSti  nulli  i due  spazj  •. 
sostituito  nell’integrale  il  doppio  valore  di  *•,  verrà 
1°  o=:o-<-G,  e però  G = o;  2*.  o = - 

C , e però  G = ^ ; onde  <r  {Cd)  — HD  = ^ ( a *4- 

■^  ) = (b-f*y),come  ben  si  sapeva(5i2)  e «■(GJ)  = 

«a  ^ 

bx , X . ab  1 , . 

PCD  = — (uh-  — )-r-— come  pure  si^ 

sapeva  (515)-  Tale  è l’idea  che  bisogna  farsi  del  cal- 
colo integrale . • 

842.  Ciò  supposto,  si  è convenuto  di  esprimere 

con  ^ il  limite  della  relazione  o ragione  ^ tra  le  diffe- 


dx 


d^y  d*y 

renze  prime  delle  variabili  y t x:  con  ^ o ^ i limi- 
5**  5"* 

ti  delle  ragioni  o ^ tra  le  lor  differenze  seconde 

cc.  ; e i termini  dy^dx  del  limite  si  son  chiamati 
differenziali  del  prìni  ordine  ^ i termini  d'yyd'x,dx^ 

d^y  d^y  « 

dei  limiti  differenziali  del  second  ordine  ec-', 
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andò  differenziar  le  quantità  significa  ora  cercare  il  li- 
mite della  ragione  tra  le  lor  differenze  ; e dicesi  quan-‘ 
tità  ed  equazione  differenziale  quella  che  nasce  dalla 


differenziazione . All’  incontro  il  carattere  0 segno y posto 

avanti  ad  una  differenziale , indica  somma  o integra- 
zione . Del  resto  molti  Geometri  a cui  piace  di  ab- 
bracciare sotto  il  coinun  nome  di  Calcolo  Infinitesi- 
male i due  Calcoli  di  cui  trattiamo , concepiscono  u~ 
na  variabile  aumentata  o diminuita  d una  quantità  in- 
finitamente piccola  dy  o dx,  e chiamano  dy,dx  infi- 
nitamente piccoli  o infinitesimi  del  prim  ordine,  d'y, 
d'x,dx^  infinitesimi  del  secondo  cc. , riguardando  in- 
tanto r integrazione  come  il  ritorno  dagli  infinitesimi 
ai  finiti . Altri  danno  a dy  , d*y  , d^y  ec.  il  nome  di 
fiussioni  del  primo,  secondo,  terzo  ec.  ordine,  e chia- 
mano fluenti  le  quantità  che  si  ritrovano  col  calcolo 
integrale . Queste  idee  ed  espressioni , benché  poco  e- 
satte,  sono  assai  comuni,  e noi  non  lasceremo  di  far- 
ne uso  dopo  aver  derivate  dai  fondamenti  già  stabiliti 
le  prime  regole  dei  due  calcob , nelle  quali  supporremo 
tutte  le  variabili  crescenti , giacché  in  caso  diverso  si 
sa  come  bisogna  condursi  ( 833  ) . 

843.  Abbiam  veduto  (836)  che  il  limite  d’ima 
ragione  si  ottiene  col  fare  zero  la  differenza  tra  essa  e 
qiieila  a cui  sempre  si  accosta.  Dunque  1*.  per  diffe- 
renziar y -h  ax  = u,  si  avrà  J'u  = aS^x  (826),  onde 


sr  — a , ove  non  essendo  differenza  alcuna  , sarà  a il 

0 X 

limito  di  e però  anche  ^ = a , e da  — adx.  Quin- 


di, per  differenziare  a^ -i-bx-t- cy -Jz  — u,  sarà  (826) 
«u  cjy  fsz  Su  dii  Sy 

ì:  K - sT s X. ’ s « 

7^,  debbon  divenir,  dunque  ^ 
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e però  dii:=hdx  -i-  cdy  -fdz,  cioè  le  variabili  at 

yrirno  grado  £Ì  differenziano  come  nel  calcolo  delle  dlff 
jerenze  finite , sostituendo  ad  esse  le  lor  differenziali  e \ 
scancellando  le  cast, viti  se  vi  sono  . 

u44-  Dnui]iui  ir.  per  differenziare  = avre- 
mo prima  ~n.Y‘ S'x-ìr n.  x’^  ■'^x’ec.(8-2,'), 

onde  — = nx'^  ~ n . .v”  ~^^xec-t  e poi  latta 

S*  3 


» V dii  ri— I I - i- 

^.v  = o,  verrà  j-^  = nx  e da  — nx  dx  cioè  si 


differenzia  una  variabile  a qualunque  grado  diminuendò- 
nc  l'  esponente  d'  un  unità  e moltiplicandola  per  il  pro- 
dotto dell'  esponente  primitivo  nella  sua  differenziale  ; 
cosi  i * ) = 2.xdx  f d(xff  = ^x^dx  cc. 

845.  Da  ciò  si  raccoglie  che  d[\^(a-4-^)]  = 

I- 

i f a H- jf  ì*  = — ,r— — , come  può  dedursi  anche  dalla 
dottrina  dei  limiti  ( 829  ) ; d [ V ( oy  ) 1 ==  d ( -t- 


generale  d [ V ( -i-  .v*  ) 1 -- 

( fl-h  2J5  )dx 


-,  cioè  si  differenzia  un  radicale  del  gra- 

m^{ax-h  X*) 

do  m dividendo  la  differenziale  della  quantità  sotto  al 
segno  per  il  prodotto  dell'  esponente  m nella  radice  ai 
di  questa  quantità  alzata  alla  potenza  m — i. 

846.  Dunque  III”,  per  differenziare  xy  = u , si 
avrò,  prima  = x^y  -4-  y^x  -t-  ^yè'at  (833)  , onde 

j,  5 ^ du-  xdy 

^ z=  y-i-  ^■y , G poi  fatto  ^y  = o,  ven  a 

5x 

y,  e du  — xdy ydx , cioè  si  diferenzla  un  prodotto 
di  variabili  sommando  i prodotti  della  dijjerenziale  di 

ciascuna 


i 
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ciascitihi  variiihuir  per  tutte  l'  altre  : così  d(z7ci))  = pudz  •+ 
Zudp  H-  ; .<■(  .v’  y ) ~ ^yx'dx  H-  x'\iy  , ec. 

84:.  Dal  die  segue  che  volendo  differenziare 

X . . , xd.y 

— SI  avrà  x~  uy  , dx= h ydu  c du  — . . . 

y y •’ 

^(Ìjc  — xcly 

• r — ( 833  ) cioè  si  dijfèrenzui  un  rotta  prendendo 

y 

il  prodotto  del  denominatore  per  la  dijTerenziale  del  nu' 
meratore,  sottraendone  quello  del  numeratore  per  la  dij~ 
Jerenziale  del  denominatore , c dividendo  il  resto  per  il 

quadrato  del  denominatore  : così  di  - — ì 

( 2ax-r-  }dx 


ao' 


{2ax-r-x  )dx  , /a-hx  — adx  . , 

—, : — ; dy = - — ,, , come  risulta' 

(a-fx)*  V X 2.vV(ux-f 

cora  dalla  consueta  dottrina  dei  limiti  (8ìi8 . 8:29  ) ec. 

848.  Dunq  ue  IV.  jicr  differenziar  senx  e cosx, 
fatto  nelle  formule  (830)  ^'x  inffultesimo , svanirli  ^x 
in  confronto  di  x e sen  Ijx  si  confonderli  con  1 arco 
( 629  ) ; dunque  d ( sen  x)  — dx  eoa  *• , e d{  eos  .v  ) = - 
dxsenx,  cioè  si  differenzia  il  seno  0 coseno  d'  un  ar- 
co moltiplicando  la  differenziale  dell'  arco  positiva  0 
negativa  nel  suo  coseno  o seno  respettivamente . 

' Parimente  posto  senxzzu,  venk  prima  (S30)  Jw  — JxX 

Sx*senx  , 5u  Sxsenx  . 

cos  X ec.  onde  — z:  cos  x ec.  e poi  lat- 

2 ix  2 

to  ^ = o , verrà  —x.  coxx  c du  — dlscti  x)—dxcos  x;  c d[cos  x)~ 
dx 

— dx  sen  x ( 830  ) . Così  d ( seri”  x )-—m  serf*  * xd^  cos  x ; 
d ( sen  mx  ) r::  mdx  cos  mx  ; d ( cos  nix  J “ — mdx  sen  mx‘,  d(sen  xX 

j 2 / X I 1 /{t  eos  x) 

cosx)  — dx  tos  x-dx  seri  x~dx  cos  2x  (621)',  dy/ — 

d ( cos  — X ) { 622  ) ~ — -~dx  sen  —X  , cZ  [ V ( ^ ^en  x ) ] ~ 

lì  ^ li 

» / 2 , Tt  — hdx  cos  X . . , • 

ita  —0  sen  X )-vz — cc.  : c si  osservi  che  s» 

2\/(cP  — b seri  x ) 

il  raggio  non  fosse  i ma  a,  avrebbe  sempre  luogo  la  rego- 
la data  altrove  ( 6op  ) . 


Digilized  by  Google 


)(  3'°  X 

flirt.  Dal  che  si  ha  i",  dttangx)  ~ —(84?) 

cos  X 


= (610)  -4-  : a°.d{cotx)=zd  -i—  = 

cùs^x  COÌ'X  tangx 

— : 3°.  d{sccx]—  jZ-i —"j  =:  . . 

roi^A,- . tang'x  aen  x \ cos  x ì 

, 4°.  cZ (cosec  x)-d(  - 

cos-x  \scnx> 


dxcotx  o ì,  \ 

; j .d{scn.v.x)z= 

sen  X 


scn'^'x 


j ^ j — cosx)  dx  sen  x :6°.d[  cos  -u,  x ) s=:  tZ  ( l — sen  x ) — — 
lixcosx. 

850.  Onde  se  x è un  arco  qualunque  e p 11  suo  sena 
o coseno  o tangente  cc. , saia  l‘'.  dx~d[  arco  il  cui  sena 

è p ) ^ -7/— — : 2”.  dx  z^z  d{arc.  cosp)=  . . 

' cos  X V(l  ) 

-- — : S**.  dx  — d[  are.  tangp)  — cos^x. 

senx 

d(  tangx)  dp 

d(  tangx)  = — ^ = —r—'  4 • dx=zd(arc.cotp)=z-^ 

' " l~h  tang  x l-i-j) 

.d  cotx)= — 'z=  .dx.^d(G:c.seap)- 

' \-^cot^x  H-p* 

co<!  X . d {scc  X ) d(secx) . — 

tarig  X . sec  x y/ ( sac^x  — 1 ) P'dlp^  — 1 ) 

^ — sen  X .d  { cosce  x)  

diate,  cosec  p)  — — 

= -I-IP—  : -\dx- d [are.  sen  v.p) ~ 

cosce  x^  { cosec^x  — I ) p\/ (p  ' * I ) 4 

: 8°.  dx  = di  are.  cos  v.  p)  :zz  . , . 

senx  s/i-p — P^) 

— d(cosv.x) — dp 

cosx  Vi'^P  — P^  ) 

851.  Dunque  V“.  per  differenziare  Za-crn,  si  avra  pri- 


ma (831)  5m— — — ec.,  onde 
' ^ ' a-  ‘2x^  5-v 

-fatto  J.V  = o , verrà  ~ =z -,  e da  = d ( Ix  ) = , cioè  si  dif 

dx  wV  ■* 

Jerenzia  il  logaritmo  d'  una  variabile  dividendo  per  essa  la 


1 — ^ cc.,  e poi 

X -i' 


dx  . , 
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iiim.  dìfferemlale  ; e poiché  si  ha  dx  — xd  ( l.x)  ^ è chiaro  che 
la  differenziale  d'  una  quantità  X è il  prodotto  di  ossa  nel- 
la di-fferenziale  del  suo  logaritmo  j il  che  dk  Uit  nuovo  me- 
todo di  differenzi  àie . Si  noti  ancora  che  per  un  sistema  del 

Modulo  m»  si  avrebbe  — Ma  noi  parleremo  del 

X 

soli  logaritmi  naturali  il  cui  modulo  è l : così  d{lx^)~ 

- , ndx  ydx-i-  xdy  ,/  ydx  — xdy 

d(nlx)z:z ; d(  /xy  ) = < — ^ id(l—i  z=< ^ ; 

X xy  \ y * xy 

,,,,  * —2xdx  ,/,a-t-x\  2adx 

;dlt 

)' ) = ^ a i»«  ) ] = 

^ in  '■  l/l  (a -h  bx"  ) '>  V(l-l-x')/ 

( 847 ) — r-“— rr  ì — i 84S  ) — dix*  sen  Ix  ~ — 

^ ( I -+■  X ) 

^ sen  Ix  ec.  Del  pari  volendo  differenziar  potenze  di  Ioga* 

ritmi,  si  troverebbe  d{l^x)—  (846) ^ X ; d{x^^ l’^x)rz 

X 

rn  \ '’l 1,-71,  f J — 1 m-1  . ,n-l 

{844)  m.v  d:f'l  x~\-nx  dxl  x—X  dx  L .vX 
f /2  mlx)‘.  e pei  differenziare  un  Ino.'inrmo  di  logaritmo 
come  Ux~u,  si  fara  Ix  — t e sara  llx~h  — Ui  onde  dx  zz 

dt (Z  ( Ix  ) dx 

r , Ix  xlx 

852.  Dunque  VI**,  per  differenziare  ~ si  avra. 

• /n  ^ ’ax  , . nru"’'Sx^l^a  , Jf/ 

prima  (832)  Sn—ma  dxla^. ec. , onde  — 

‘1  à X 

moé,  m'^a"‘‘Sxl*a  • ,*  *.  v du 

ma  la-i. ec. , e poi  fatto  Sx  — Oy  vena  — 

lì  dx 

ma  la  e tZ«  ^ ma”**fZjfZa  : ondese  sia  1 — Z8,7l8‘2Sl8  — 

le,  cioè  se  si  chiami  e il  numero  il  cui  logaritmo  naturale 

è I,  .Sara  d e’^dxle  ziz  e'^Jx d[c  )re:-wJe  Jx  ; 

e d(J^)-dx(3o3).  Del  pari  d{x^)=  ( S51  ) d (ylx  ) ~ 
.V  (dylx  ff-  0 vst  ,diSetSnzia.tc  gli  «sporigrìziali  di  sa- 
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caucV  ordine , come  =-n,  si  f.u'n  f —t  esaùi^;  ' - 

^ A'*"  r*  jc 

n,  onde  x^d[tlx)-z  d{y^lx)-x^  ( Jì7jZa:h--~;-ì- 

>!— J =:  y'  X - y — e,  sai'i 


rf  ( e^dz . 

85'’.  Dunque  Vir.  la  differenziale  prima  delle  funiioni 
p (;e)  ,'f(  x,y),ì^(ay-+x^)cc.  sark  dxp'  (xj,  d(x  ,y  )f  (or,;/J , 
{ady^  2xdx)^' {ay-^-x'^),  ec.:  e la  seconda , prendendo  co- 
stante  dx , sara  dx*p"(x)  ec.  (835). 

854.  Dunque  VIU’.  per  differenziar  la  secoptia 

volta  X"  = u,  o per  trovarne , presa  d.v  costante , la 
differenziale  seconda,  si  avra  primieramente  (834) 

^*u=n(n—  i)x'"~^S'x^-ì-n(n-i)(n-2)x’"'^^x'^  ec. 


onde  =?n(n  — i ) x'^  n(n— i)(n-2)x’  S'x 

V d^ti  . .ri  — 3 

CC. , e poi  fatto  S'x  = Oy  verrà  — ^ = n (,  n — i J .v 


e d*u'=z  n(n — i ).v  dx  ; cosi  d {x  ) 2,dx  ; 
d^{x^)  = óxdx""  ec.  Ma  se  dx  non  sia  costante,  s\c- 
come  (.*■*)  = 3a“i^a?  (844)  ^ ) =iff3A*(fv)  2E= 

(846)  2.dx^ -¥ 2xd' X : in  generale,  poiché  d{x'^)  = 

nx^~  ^dXf  sarà  ci*  (at”  ) = ri  ( uat”  ^ dx)  = n{n 

i)x^~'^dx'  •+  HA-” '^i*AT.  Similmente  essendo ci(.v>)  = 
xdy  ■+  ydx , sark  ri*  ( xy  ) = xd^y  ~+  idxdy  -+  yd  x -, 

= 2<="<=''“''=  • 

Sto  Y = ax^ y^,-\-hxP y*^  ■+  ec. , dY  = Vdx  -+  Qdy  = 

( ^ -+-  bpy'^x^'~'  ^ ec.  ) dx  -+  ( anx^^y'  ^ ^ H- 

bqx^y^  “ ^ ec.  ) ri>’ , onde  P = umv  a:  -1-  . • • 

CC.,  e Q = ri;Lv”y'“^>KF^y 
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cc. , sarà  dV 


){  3'3  X 

[ain(m  — i ^ -t-  bp(p 

bpqx^^~  ’ 


,1  . / m — I n — I 

ec.  ] dx  ~h  { amnx  y 


X 


I 

y ^ ^ -ì-  ec.  ) dy  f e dQ  = ( aniny^  ^ bpqy^'  ^ x 

^ ec.  ) ifx  -4-  [ a,T  ( n ■ — I ) ic'^y^  ^ bq  { q — 

I ) xP y^  ^-+  ec.  ] dy,  cV  onde  è facile  di  avere  il  va- 
lor di  d*Y  ==:  dVdx -hVd^x dQ^dy  (^d^y,  e si  vede 
frattanto  che  il  coelBciente  di  dy  in  t7P  è sempre  lo 
stesso  del  coefficiente  di  dx  in  dQ . Prendendo  costan- 
te dx  o dy,  vanno  a zero  i termini  ove  è d*x  o d^y: 
e col  metodo  istesso  si  hanno  le  diffcreaziaìi  terze  ec. 

855.  Da  quanto  si  è detto  facilmente  si  compren- 
deranno le  prime  regole  del  calcolo  integrale  ; co- 
sì yadx  = a*- -+ C ( 843  ) j tÌA’  = A’”-t- G (844), 

c quindi  ~ C ; dunque  fatto  n ^ i z= 

r m 

m , sarà  / x dx  = — ■+  G , cioè  si  integra  una  dif- 


m-\- 1 

fercnziale  monomia  accrescendo  d'  un  unità  l'  esponen- 
te della  variabile,  e dividendola  per  la  sua  differenzia- 

le  moltiplicata  nell'esponente  accresciuto:  così  / — >; : = 

rdx(a-ì-x)  ^ . N ' /-I/o  \ 

7“— =^/(«-»-^)-+G(84S)ec. 

856.  Nel  caso  però  di  771  zr — i la  regola  non  ha  luo- 
go , ma  allora  dx  — x dx  — ~,  e si  sa  che  f^—lx-r 

X J X 

C (851):  ciò  si  avverta  per  sempre. 

857.  Talora  si  integra  più  facilmente  per  mezzo 

d’  una  sostituiione  ; così  volendo  a J x’^  ^ dx  ( b -+■ 
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fatto  h-¥x^  = 2 e però  nx’^~^  dx  = dz  net 

..  I di  . / ^ di  at 

^ \ixi=  - , verrà  a /— -— 
n J ^ 


n—l 
ni  l 
!ìhn~\-  l) 


n m -+  I 

G ec.  Bisogna  però  preparar se  oc- 

n(OT-l-I)  ' Olii 

corra,  tuli  sostituzioni:  così  dx\/  (a^x^-+  x'^  ) a 
^x"^)dx  \ {dx-^  X*)  si  ridurranno  prima  a xdx\'{d"-{^ 
X*  ) e a ( !^dx'  -+  4jr’  ) dx  V {ax^  H-  e poi  latto 

V(a*-+-^*)  = 2 e \/  {^ax^  -\‘X^)  — z,  si  integrerà  u- 
ciluxente  . 

8,s3.  In  generale  j x^dx{a-¥hx^'f  può  aversi  in 

tre  casi  : T.  se  r è numero  intero  e positivo  ; yjoichè  svi-* 
luppando  la  dilTerenziale  e integrandone  ciascun  termi- 
ne , sì  ha  a'x^dx  -e  ra.'^  ^ bx^ dx  -4-  ec.  ) = C -i- 

r /i— t-I  ra~^b 

{-  ec. , espressione  fluita 

n-VI 

nel  nostro  caso  ( i5^ ) • ®®  n = m (c-t-i  ) — i , es- 

sendo c rero  o intero  ; polche  fatto  a -A-  bx’^^  = z , x’^~— 

,x  ax—  ,,x  ax  ^c-fi  ’ 


mi 


rh  fx’^dx  ( a -4-  hx^  fz'  dz{z  — a)  , che  svi- 

Inppato  s’ integrerà  ( I°  - ) • HI'’  • se  n =:  - m ( c -+  r ) - i , 
cioè  n-A-  mr  = — me  — i , essendo  c intero  -,  polche 

X dx  { a ~A-  bx  )=:  X X dx  ^ ) — .V  X 


dx  (h  ~Az  ax  , c fatto  b -r  ax 


• m 


i.  ^ - 1 ^ dj_  - 1 ^ , verrà 

a _ ma  - in  ! z • o ) 


~ z , -V 
di 

'm  ' z • h )' 


■ m 
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p‘  -* »'■,<* = ( ^ - 1 )«-■  : eo,ì 

jx  ~Ax(iX-+x^)  ^ dà  7Z  = - 3 ,6  = 1 , 7n  = 3 , r = 

— — , n -t-  mr  = — 7,  = ~~  — i , onde  c = s j quin- 

ta-i- 1 


FIO. 


ai-4/(s  ^/z-2  -^dz)—  — ^ 

r>a  / ' ' J 

^ ~3a*sa 


rt  %•  3 . 


•2a 


^ 2a*A-^(c-f  :c’  V 

859.  Infine  è manifesto  che  / djt-  coj  a?  = ^cn  a-  -t* 

r ' 

C ì I dx  sen  x = - cos  a-  -+  C ( 848  ) ec, 

860.  Egualmente - are,  senp  -f  C (850)  ec. , 

/,  n -ri-H  I ^ , 

dxl  tt_l  » fdx  ,,  r,  r àx 

X n-i-l  J xlx  JxlxUx  ^ 

^ ( *^5  ^ > come  pure  <lxln  cz  a — {-  C ; ( dylx  H- . . . 

-^jz:a^-4-C(852)  ec.;  e parimente J"dxp'{  a ) =:  ^>(  ar  ); 

■>y)—f{x,y)  ec,  (853).  Tra  poco  daremo 
altre  regole  del  calcolo  integrale . 


APPLICAZIONI  DEL  CALCOLO  DIFFERENZIALE. 

Tanganti . 


861.  Dei  problemi  da  scioglier.si  sopra  una  curva,  il 
più  semplice  è di  condurre  una  tangente  a un  punto  della 
medesima.  Ora  abbiamo  già  trovato  che  se  sia  AP  = a,  . 
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HG. 

ló~.  AM=rs,  le  ragioni  e — sono  i limiti  di  e di 

■*  P r t/.v  Sx 

' V(if * ( S3S  ) i Ju„q„=  = ^ . r = 

òx  Pi  tlx  dx  dx 


(84J),  e la  suttangcnte  PT: 


ydx 


; 1’  elemento  della  curva 


AM.//J  o l’arco  iiìjin  ti-iimo  jM;/;  ~ itj  { Mf*  -4-  rm^  ) — ds  ~ 
( djc^  M-  c/>‘  ] ; la  tangente  MT  = ^ { PM*  -}-  P P^  ; — 


~ {dj‘ dx' la  sunnonnale  PN  ~ — 

dy  dy  PI 

la  «o/7;2af«MNr::\/;PM*-fPN*  ^ -\/((iy*-l-d;e*)rr 

dx  dx  • 

\ e se  per  A si  conduca  AQ  parallela  a MP , si  a- 
dx 

, ydx  ydx  / _ a -r  \ a r\  n ■-  ■ 

vra  — — : — ■*■  ( — AT  ):  : y : AQ  —y fi . Con  ciò  si  tre- 

dy  dy  ’ dx 

vano  i valori  di  queste  varie  linee  in  ciascuna  curva , ri- 
cavando dalla  sua  equazion  ditferenziata  il  valor  di  ciascu- 
na formula  differenziale,  e per  av^re  gli  asintoti  facendo  x 
infinita  in  AT,AQ.  Ecco  gli'esempj. 

862.  I.  L’  equazione  al  ciicob  è y‘^~a^ — dunque 

ydy  = -xdx,  e = PT  (il segno  _ 

indica  cfie  fa  suttangcnte  dev’  esser  presa  nel  senso  stesso 
dell’ascissa,  perchè  nella  costruzion  della  formula  si  è pre- 
sa in  senso  contrarlo,  e dall’  equazione  y^—  2a.r  — x^  si  è 

avuto  un  risultato  positivo  (838));  la  sunnormale*^  — — 

dx 

• ^dy' 

*•,  la  normale  y/ ( y'^  ^ (y^ -h  x')  a — al  rag- 

itX 

gio,  come  dev’  essere;  1’  arco  M/;i  = ^{dx^  •+  dy'  ) — 
adx  ady 

y X 

II.  Nella  parabola,  V*  ~ pj:; dunque"?^  — , c — 2jv  . 

dx  ti  dy 

III.  Nell’  elli^c  , nr  ^ ( a*  — x^  )i  dunque  ydy  — 


P'd’ 


l^(^xdx) 


, cd 


}Jx  _ -~{a^  — x')  ^ 
Jy  x 


IV. 
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IV.  Nell’  iperbola  , v*  ~ ~ ( 'lax  n-  «j?)  ; dunque  ^ — 

' a dx 

— Uà  x \ , e •' — = — . Si  ha  ancora  AT  —■  — — 

dy  a-¥x  dy 

» — — espressione  ~a  quctndo  x è infinita;  come  AQ=: 


xdy  b*‘x . , h^x  / b^x 

•'—y -{a-¥x)—  — = \/ — ,11 

a‘y  ay  » 2ii~+-* 


riduce  a±i. 


dx  a‘y  ay  » 2ii~+-* 

Questi  valori  di  AT,AQ  danno  gli  asintoti  (732). 

V.  Nella  logaritmica,  *=; A 788)  e .on- 

y 

4e'^^^*=A,  e però  la  suttangentc  eguaglia  il  modulo. 

. c-  m n tti  — n . , , 

863.  VI.  Sia  ji  -z=.x  a ; «1  avrà 7«*H- (w  — n)lazz 

, , , 7uf.v  mcfv  , ■ ydx  mx  — 

mly  , onde  (851)  — = — ^,e  lasuttangente-^^  = Tut- 

•'  X y dy  n 

tc  le  curve  rappresentate  dall’ equazion  generale  = a,”  X 

^ si  chiaman  parabole  quando  m , n son  positive  : se 
771  = 2,  nz:  I , si  ha  ^*  = ax,  equazione  alla  pararla  ordina- 
ria; se  771  =3,71=  1,  si  ha  equazione  alla  prima 

parabola  cubica-,  se  772=3, n=2,  **  ha^*  = ax*,  equazio^ 
ne  alla  seeonda  parabola  cubica  ec.  Che  se  n è negativa , 

le  parabole  divengono  iperbole  la  cui  equazione  è = 

772  -4-  71 

— n m-^  n a , . n m 772-4-71  , . 

X a = jj— , cioè  X y ~a  ; onde  la  sut- 

tangente  di  queste  curve  è in  generale  — —,  cioè  de* 

71 

prendersi  nel  senso  stesso  delle  x.  Se  m~n—i,  si  ha  l’i- 
perbola  ordinaria  la  cui  suttangente  = — x (776). 

VII.  Nella  quadratrice , prese  1’  ascisse  dal  centro  o 
condotte  mp  infinitamente  vicina  ad  MP  , ed  772r,BV  paral- 
lele ad  MO  , si  ha  mr  {dx):  rM  ( dy  : MO  ( x j : OT  = ^ 4^' 

ocd  V • 

— r~5  ® poiohè  (Z93)v  = xcotcx  e dy  zz  dxcotcx  — 
dx 

cxdx  . , CJp* 

— , viene  v-4-OT=CT=; — : ora  VB  (saTiex); 
svn  ex  ' sen  ex  ' 
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!42. 


y 318.  X 


BC{r)::Or.f(*):MG  = dunque  CT  = c . 

StiìHJX 

C\P  , 

CD 

Vili.  Sia  la  curva  oQ  a 4®??'»  curvatura:  poiché  in  es^ 
sa  j;  è 1 


141 


U3. 


ed  V è a ( Soli  ) , diverrà.  — dx^  •+ 

ily  dz  dz 

C.JSÌ  se  le  sue  equazioni  sleno  zr  j>x,z^  ~ qy , ver- 


ay,. 

,k  . = V-  , ,1.  = -^1-^ 

^2^/px  2.y/qy  +. 


4V> 


z 

'dz' 


e V -t-  dy')  dx  dunque  la,  suttangen*» 

ux  V 4^ 

te  V"  ( dx*  ■+  dy*  ) — à,x  \l  =r  2^/  ( 4,v^  H-px  ) . 

d»  ' T 4x 

S04.  Siano  due  curve  BlOC,BMA  tali  che  prolungan- 
do l’ ordinate  OP  delia  prima  fino  alla  seconda,  la  retta  MQ 
sia  una  fjnzionc  qualunque  dell'arco  BIO,  e debba  condursi 
la  tangente  MT.  Immagino  l’ ordinata  inp  infinitamente  vi-, 
ciiia,  ad  MP,  ed  Mr  parallela  alla  tangente  TO  : fattoDIO  ~ 
, saia  ( S42  ; wr  z:  Jii , "Mo::  Oo  — di,  e duidz:: 


z,MO: 


ndz 


u:0~T—  —,  che  determina  il  punto  T. 
dii 

p.  • bz  ^ j bd t^dz  

Sia  per  esempio  K ~ — ,saia««— , cuoi  — - — ~ 

a a - du  ' 

z — BIO.  Se  BIOC  è un  arco  di  circolo,  AMB  è una  ci- 
cloide, che  se  sia  ordinaria , ha  una  costruzione  più  sempli- 
ce-, poiché  es.sendo  iMOiz BIÒ ::u;  OT , si  ha  l’angolo  TOP ~ 
2BOP  {413. 4IP)  = 2TMO  (425  onde  BOP  nn  rMO,  cd, 
MT  parallela  alla  corda  OB,  è tangente  in  M . 

86fi-  Con  un  raggio  CA  4escritto  un  circolo , sia  una 
curva  CKM  tale  che  condotto  il  raggio  C.MN  , la  linea  CM 
sia  una  funzione  dell’  arco  ADBN  ; condurre  una  tangente 
MT  al  dato  punto  M.  Immagino  due  raggi  infinitamente 
vicini  CaIN,C//inj  e il  piccolo  arco  Mr  descritto  dal  cen- 
tro C col  raggio  CM,  e conduco  CT  perpendicolare  a CM 
Sia  ora  CM  :u:  y , ADBN  — x , CA  zz  a,  c si  avrà,  a : y :: 

Nn  {dx)  i Mr  = ed  r;n  ( dy  } ::y  : CT  zz  . . 
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% i ' FIG. 

. Sts  per  esempio  v = — , là  curva  CKM  saia  la  spi-  ^43' 
ady  X 

rale  d’ Aichimede , e si  avrà.  — — — — — 

ay  a a a 

OEQM. 

Sia  la  spirale  iperbolica,  in  cui  xy  — ai-j  si  avrà  xdy-\-  ^ ^ 
yjx  — ò,yjx  — — xdy , CT  = — = — ^-=z  — b. 

^ ady  a 

Ì66.  Nella  spirale  logaritmica,  ove  1’  angolo  CMT  è 
costante,  immagino  i raggi  infinitamente  vicini  CM,Cffi,e  ^ 
descritto  dal  centro  C con  un  ràggio  CN  urt  circolo  j fac- 
cio CMrrj^,CN“a,  e segnato  sulla  circonferenza  del  cir- 
colo un  punto  fisso  A,  suppongo  l’ascissa  AN  —x,  il  che 

• IV  w ydx  scnMwr' 

rni  da  a : dx  y : Mr  Sia  tano  Mmr  ~tz:. • — — 

a cos  M;;ir 

onde  — —^=:d{ly)  (851):  dunque  ly  — ^ -5- 
7721'  ady  ut  y at 

C.  Ora  quest’  equazione  fa  vedere  ì°.  che  la  spirale  fa  un’ 
infinità  di  rivoluzioni  intorno  al  suo  centro  tanto  per  acco- 
starsene quanto  per  alIontanar.sene  ; poiché  in  luogo  di  x 
può  sostitiiir.si  successivamente  a; -4- Ir  , a;  H- ‘Jà’ , a-  -r  3x  cc.v 
•— x-fa.’,  — 2x-+*ec.,  essendo  irla  circonfcren/.a  /VInU:  2“. 


che  facendo  C = ZC',  si  avrà  — (852)  ovve^ 

^ at  at 


a 


X 


ro  ^ ed  C'e^*  ; dunque  nel  punto  A ove  x — Oy 

si  ha  CD=_y=C':  3°.  che  1’  ascisse  AN  crescendo  in  pro- 
gressione aritmetica  X,  2a;  ec. , l’ordinate  formano  la 


, . X 2*  3jj 

progressione  geometrica  C' ec.  : 4®.  chè  , 
se  t — 00,  si  ha  yzzC'y  proprietà  del  circolo  che  taglia  ai 
angoli  retti  tutti  i suoi  taggi  come  si  sa. 


Évolute  ■< 

sèi.  Se  un  filo  ABC  applicato  .sopra  una  curva  EC.  “ ' 
ià  cui  origine  B è la  tangente  AB , si  sviluppi  ter  n 
Sempre  egualmente  teso»  la  sui  estremità  A iescriv  cà  - 
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l68-  curva  AM  in  cui  i*.  MC  sani  eguale  ad  AB  -4-  l’arco  BC: 
2''.  1’  arco  infinitesimo  Mwi  potrà  riguardarsi  come  un  arco 
di  circolo  descritto  dal  centro  C -erd  raggio  CM  : 3®^  onde 
nel  punto  C si  riuniranno  le  due  normali  infinitamente  vi- 
cine MN,m;r:e  4°.  la  tangente  MC  della  curva  BC  sara  sem- 
pre normale  alla  curva  AM.  Ora  la  curva  BC  dicesi  V Evn- 
luta  della  curva  AM,  ed  MC  è il  lìaggio  Osculatore  o di 
Curvatura,  che  si  tratta  di  determinare,  supposta  nota  la 
curva  AM . 

8Ò8.  Sieno  MP,7n/)  due  perpendicolari  all’asse  AQ  in- 
finitamente vicine,  e CO,Mr  parallele  allo  stesso  asse:  fat- 
ta MO  u , AP  — X , PM  , Mwi  — ^ -+  dy^)  — ds  , e 

dxddx  -4-  djddy  = dsdds  , saia  ( 435)  dx  ds  u •.  MC  = 

ma  mentre  AP,PM,MO  variano,  MC  non  varia  (867); 
dx 

dunque  differenziando  MC=z— *,  verrk  o =: 

dx 

(udds~^-d^dii)dx  — udsddx  • , ' , 

• -,  e poichi  du  =:  mrzzdy , si  tra- 


rerk  „ = onde  MC  = . 

dsddx  — dxdds  d^ddx  — dxdda 

dsUy  _ ds^  _ 


ds^ddx  — dx  ( dxddx  -4-  djddy  ) dyddx  — dxddy 
Supposta  costante  ds,  si  ha  MC  = — = ■ • 

dy  ( dx'  -t-  dy'  ) » • t.  ast'  

j-, supposta  costante  dy , si  ha  MC  = . . 

ddx 

3 

— ma  supposta,  come  si  fa  «’  ordi- 

dyddx  dyddx  ’ ^ 

nano,  costante  dxt  viene  MC= — > 

— dxddy  — dxddy 

1 4 

cioè  dividendo  tutto  per  , MC  = ^I  ■+^1)  • ' 


869.  Per  sapere  in  qual  punto  abbia  una  curva  AM  la 
massima  curvatura,  si  cerca  il  minimo  raggio  dell’ evoluta, 
Siacebè  le  curvature  dei  circoli  sono  in  ragione  inversa  de^ 
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raggi  (509)-  Inoltre  se  b tangente  in  A è normale  ail’as-  xo’ 
se,  si  determina  la  retta  BA  o la  distanza  del  vertice  A 
dall’ origine  B dell’ evoluta  con  fare  ;e  — o nell'  espressione 
del  raggio  MC  . Finalmente  per  trovar  1’  equazione  dell'  c- 
voluta,  conduco  CQ  perpendicolare  all’asse,  e se  AB  r:  a 
BQ=:t , CQ=:  a,  ho  primieramente  , presa  dx  costante  , MOzr 

“ = -ZZiìf  (368)  e » = > i poi  Mr  ( di-  j , 

rm(d,)::MO:CO  = PQ=4l(j^^l-t'Sl).  od  AP-fPQ- 

^ d xddy  ^ 

dy{dx^-+dy^) 

Aìi  — t — x — aH coir  equazion 

della  curva  AM  danno  1’  equazion  dell’  evoluta  . 

870.  Fin  qui  le  ordinate  eran  parallele  fra  loro.  Se  par- 
tono da  un  punto  medesimo,  immagina  le  infinitamente  vi- 
cine BM,Bm,  e le  CO , Co  perpendicolari  ad  e.sse  : ^quindi  ,(<0 
descritto  col  centro  B l’ arco  Mr , sia  BMrr^ , Mi  = t/*,  «ir rz 
dy  , Min  ~ds  — >^  ( dx'^  -+  Jy*  ) , MO  zr  u ; per  i triangoli  si- 
mili Mr«2 , CMO  (435  ) , si  ha  : CO  ^ — : di  : 

MC  =r  . DifEerenziando , presa  dx  costante , si  avra  d (MC)  r: 

• { 868  ) e duzz^  ; di  più  OQ  = — d ( CO  ) ( 833  ) = 

•^du^  — uddy — uddy  udydds udxdJy 

Tx'~~-~dx  ^~drdT~  d,~  ^ ' 


BM  (>):Mr  (d*)!:BO  (y- -,  onde  n = . , , 

(L* 

yd.^ 


ds^ 

ed  MCrr---^-.^ 

yd  dy  ds  ‘dx  — ■ ydxddy 


ià  3 

( dy^Y  dx'  -h  dy^  — yddy 

dx^  ■+ dxdy' — ydxddy  ^\~^dx''  ’ dx'  ’ 

ds^ 

che  si  riduce  a — r-^-r  quando  v=  00  ( poiché  allora  ds'dx 
~ doiddy  ^ 

diventa  o ) cioè  quando  1’  ordinate  son  parallele,  come  giù 
abbiamt  trovato.  £ se  uei  valori  di  €0,MC  non  si  fosse 
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169.  «ostante,  si  sarebbe  avuto  MC  =: 

yds 


T-:-.  Ecco  alcuni  esempi, 

ds  clx  — yJxddy  ydyddx 


871.  Sia  r equazion  generale  alle  sezioni  conichè  — 
•^a 


px  — {Z^6)‘  DifFerenzIando  due  volte,  ptcsa  d*  costante , 


si  ha  ‘2jJy  ~pdx  ± e 2yddy  h-  2t?j  * zi:  ± ^ onde  dy  = 

, e ddy~ — sostituiti  i valori  di  dy  c poi 

a„n,u.  = 

» a 1 4>’  //  J » . p*dx'  ( a±x)*  , t //Il 

, v/  ( ^ )' = — 

p <Jv  , 40  2a’p 

p'(£z±jc/)*:=(S6Ì  (251  le  se- 
zioni coniche.  / ^ 

872.  Poiché  in  queste  la  tangente  nel  vertice  è notimi 
le  all’asse,  se  in  MC  si  faccia  x — o e perciò  in  foiZ»  ddl^c- 

.i 

quazion  generale  , o , sara  AB  iz  (869). 

Nel  circolo  ove  p:=:  2a  — 2n  si  ha  MC  zi;  /z  zz 

^rzarzAB;  onde  i raggi  osculatori  spn  tutti  eguali  al 

. ' raggio  del  circolo  che  ha  dunque  per  evoluta  il  suo  centro- 

Nell’ ellis,se  l’evoluta  ha  quattro  rami  BD^Db,bd,dB 
‘‘  ' eguali*  con  quattro  punti  d’  indessione.  Se  in  MC  si  fac- 
cia xrza*  verrà,  ED  = — y'aup* metk  del  parametro  dell’ as- 

■ 

se  minore  f 755  ). 

Nella  parabola,  poiché  MN-^zzzTNxPN  (473)ePN  = 


^ (Z5>^)ì  sarà,  il  raggio  MC^rzl^~)=z  NTxy^edMN: 

NP  : : MC  : NT  = CO  ^ PQ  = 2*’  -t  ^ ( 862  II  ) ; dunque  QN= 
2* , AQ —Ja,’ 3.V -ì- AB  onde  Bi^'zn'.T,  il  che  dà  0“ 

*2é 

na  costruzione  assai  semplice  per  deter  tialHaa  6 il  centro  C 


» * 
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del  circolo  osculatore.  Prendete  BQ=3AP,  e condotta  CQ  - * 
perpendicolare  ad  AQ , il  punto  di  concorso  C delle  duQ 
MC,  Sara  il  centro  cercato. 

Per  trovar  1’  equazione  dell’evoluta,  sia  ( = 3*)  = 

t,CQ=:a,  si  avrk  NP  J : PM  {y)  ; ; NQ  (2x)  : QC  = * = 

±xy  4x^/ox  , pa®  <3  2‘'nz* 

— = — ™ onde  e = -^±-}  cioè  V e- 

p p IO  . 2Z  i6 

* \ 

yoluta  della,  parqbola  ordinaria  è una  seconda  parabola  cti^ 

bica  il  cui  parametro  è — di  quello  della  data.  Ora  nell’e- 
» • 1 0 • 

volute , AB  -p  BC  = MC  ( 867  ) ; dunque  BC  =:  MC — — 

— ma  MN=v'(p*-+^  ) ( 751  ) = =^V(- H-  l)i 

p 2 4 2 p ^ 

dunque  facendo  ^p  = a e jierciò  MN  = I ) , 

^la  BC  ~ .7^  ^ ^ ^ ^2)  — ’ espressione  d’  un  arco  qua-, 

lunque  della  seconda  parabola  cubica  laccai  cqu.nzIone  è 


ra  az\ 

8?3  Sia  la  cicloide  ordinaria  AMBa  col  circolo  genito- 
re BOD  del  diàmetro  BD  zr  2a , con  l’ordinata  MP  —y  e 
con  l’ ascissa  PB  rr  x : si  avfà  mq  {dy):q\Ì  {dx)  ; : OP  ( /y/{  2ax  — 

Ai*)):PB(ar);  dunque  dy~dx  equazion  differen- 

ziale  della  cicloide:  e se  si  faccia  piuttosto  AF  = *,FM  = 
PP  :^y  onde  PB  = 2a  —y,  verr'a  dx:dy::^{  2ay  —y^  ) : 2a 

y,  e però  dy=.dx^~ — altra  equàzion  differenziale  del- 

la  cicloide.  Stando  alla  prima  c post.a  dx  costante,  avremo 

differenziando,  ddy  — — _f  Jy* zz  — . 

xy/{2ax—x'^)  * 

à.  ^ ^ ^ 

Dunque  MC  ~2^2a{2a  — x)  ~ 2OD  : ora 

— dxddy  , ■ # . 

MNC  è parallela  a OD  poiché  (864)  la  tangente  MT  è pa- 
rallela a OB;  dunque  OD  = MN  = NGi  quindi  l“.  nelpun- 
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to  A .si  ha  x — ‘la  cd  MCr::o,  onde  il  raggio  osculatore  i« 
A è zero,  e pticiò  1'  evoluta  passa  per  A;  2”.  nel  punto  B 
si  iui  .e no  td  AlCn  Bli  n4an  2BD. 

8.4  Per  determinar  l’evoluta  ACE,  compito  il  rettan- 
golo ÀÈ,  sul  lato  AB'nDEnBD  come  diametro  si  descri- 
va un  semicircolo  AQB',  si  conduca  AQ  parallela  a«CM  e 
ai  unisca  C c Q ; posto  ciò,  1’  angolo  NAQ  n NDO;  dun- 
que ODn  AQ  ( 41S.3  ó } c l’arco  OID  ( o la  retta  AN  ) n: 
all’arco  AL^.  Ora  OD  n CN  ; dunque  CN  n AQ,  e però 
C‘,)n  \N  ( 44‘2  ; n all’ arco  ALQ  , proprietà  distintiva  della 
cicloide  ordinaria;  onde  1’  evoluta  ACÈ  è una  semicicloide 
cgulic  ad  A MB.  Si  sarebbe  trovato  lo  stesso  cercando  di- 
rettamente l'equazione  dell*  evoluta  come  abbiamo  spiega- 
to ( 8Ó9 ) . 

L’ arco  ACnMCnaAQ;  dunque  un  arco  qualunque 
di  cicloide  è doppio  dvHa  corda  corrispondente  del  circola 
p( nitore.  Così  MB n 2OB  , AMB  rr  2BD , e la  cicloide  intera 
ABa  c quadrupla  del  diametro  BD. 


875.  Sia  la  spirale  logaritmica  ADM  in  cui  tn  ^ - (866) 

k ady 

dx  . 

ovvero  dy~-~f  fatto  y il  raggio  arbitrario  a:  differenzian- 
do , supposta  dx  costante , si  avrà,  ddy  — o,* e il  raggio  o- 


Bculatore  MC  = -^ 

dx 


(870);  onde  condotte  AC,MC 


normali 


ad  MA  e alla  tangente  in  M , il  loro  punto  d’  incontro  C 
sar'a  all’evoluta:  perchè  Mr  ( cfo.  j : Mw  ( Js  ):  : AM  f^j;MC. 

876.  L'angolo  ACM  ir:  AMT  (473);  onde  l’evoluta 
ABC  è la  mfedesiraa  spirale  logaritmica  ADM.  Quindi  (867) 
la  tangente  MC  è eguale  alla  spirale  ABC,  benché  questa 
faccia  un’infinita  di  rivoluzioni  intorno  al  punto  A;  dun- 
que del  pari  condotta  AT  perpcndicolai^p  ad  AM,sarkMT  r:: 
all’arco  ADM;  onde  la  spirale  logaritmica  e la  cicloide  so- 
no evolute  di  se  medesime . 


Massimi  e Minimi , e Punti  d' Inflessione . 


f*7C  877*  L’ordinata  MP  d’ una  curva  BM  essendo  maggio- 
re  o minore  di  quelle  che  la  piecedono  (p'm  ) e la  seguo- 
no {pm) , si  chiama  Massima  o Minima,  c il  Metodo  dei 
massimi  g dei  minimi  insegna  a determinai  queste  quantir'a. 

878.  Se 
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878.  Se  CM  è il  raggio  del  circolo  osculatore  nel  pun- 
to  M , l’ordinata  MP  saia  maggiore  o minore  di  ogn’ altra 
ordinata  conispondence  a qualche  punto  dell’  arco  KAIO  de- 
scritto col  raggio  CM  ; onde  MP  ( prolungata  nel  caso  del 
minimo  ) passa  per  il  centro  del  circolo  osculatore;  e però 
la  tangente  in  M è parallela  all’ asse  AP , e quindi,  la  sut;- 

\clx  cì  y y 

tangente  =:  00 ; dunque  r:-^— o.  Può  anche  succc- 
dy  dx  » 

dere  che  l’ordinata  PM  sia  un  massimo  o un  minimo  quan- 

ydx 

do  la  tangente  in  M è normale  ali’a.sse;  allora  = o e 

cly 

però  =30.  Ora  ^,può  riguardarsi  come  una  funzie- 

ne  dell’ascissa  AP  = .v;  e però  per  sapere  in  qual  caso  el- 
la  diventa  un  massimo  o un  minimo  , si  difFerenziera  1’  e- 
quazione  tra  y ed  .jc,  e si  eguaglierà  a zero  o all’  infinito 

il  rotto  — ; l’equazione  che  nc  risulterà,  combinata  conia 
dx 

prima,  data  dei, valori  di  i quali  se  non  sieno  assurdi, 

determineranno  il  massimo  o il  minimo. 

879.  Ma.  per,  distinguer  l’uno  dall’altro,  sia  AP  = *, 
¥M=y,?p  ^ ndx  = a , Pp'  = — ndx  — — a ; dunque  ( S23  ) 

pm  = Y = y -4*  r-  j-  -i-  cc. , c p'm'  = Y'  = y -t-H 

•'  dx.  2dx^  ^ •'  d* 

ct^d^y  dy 

— ^ — ec.  Supposta  dunque  ~ o (8*’8),  svaniranno  tut- 
2dx  dx 

ti  i termini  delle  due  serie  dopo  il  terzo  (19*^)  e verrà  pni  = 
p m'-=zy-h — ■ r"7  : parimente  se  a un  tempo  stesso  si  abbia 

2d«C 

dy  d'y  d’y  ^ , , a*d*y 

^ = o = -•;  = , verrà  pm—p  m'—y  -4- : se  a 

dx  dx  dx*  2.3  ^dx'* 

■ I . ■ dy  d*y  d’y  d^y  d^v 

wn  tempo  stesso  si  abbia  = o = — ^ z:: 

dx  dx*  dx*  dx* 


dx 
a<*d^y 


verrà  om  =»'«'=  y -j ^7— 7 > ec.  tc.  onde  secondo- 

^ ^ 2.3.4.5.ód«« 

che  , —4  , — ^ ec,  saia  positiva  o negativa , ambedue 
dx  dx*  dx'* 

1’  ordinate  contigue  pw , p'm'  supereranno  o saranno  supera- 
te da  PM=^,  che  perciò,  nell’  un  caso  sarà  un  minimo, 
nell’altro  un  massimo  (877).  In  generale,,  essendo  impari 

■1  , • • dy  d^y  d'y  - .. 

u numera  dei  rotti  - ec.  che  vanno  a Acro , a 

dx  dx  dx'  « 

s» 
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seguente  sà  è negativo  da  un  massimo,  se  c positivo  uà  un 

minimo . All’  incontro  se  con  =:  o resti  , verrà pm  z=. 

dx  dx*  ^ 

o^d^y  , , o^d^y  . , , , 

, e pm  cioè  pm  > PM  e p ni  <, 

y ‘l.'ìdx^  •'  ^ 2.3.</.v‘  •*  ^ 

PM,  onde  PM  non  sarà,  nè  massimo  nè  minimo  (S^j)  cc. 
Ecco  gli  esempi . 

1 . Dividere  una  retta  2a  in  due  parti  il  cui  rettango- 
lo sia  un  massimo  o un  minimo.  Chiamata  x una  parte, 
l’altra  2a  — x,  1' espression  del  massimo  o del  minimo  sa- 
rà- 'lax  — X* . Sia  dunque  > — 2o*  — at*  , e si  avrà  = 2a  — 

dx 

Qx~o,  t però  xzza.  Per  saper  se  la  soluzione,  dà  un  mas- 

Ay 

cimo  o un  minimo,  diiFerenzio  1’  equazione  --  zz'ìa  — ^x , 

(tX 

ed  ho  — — 2,  quantità  negativa,  onde  il  valore  xzza 

dà  un  massimo  y — a*.  In  generale  y~x"{2a — Af)"  è un 

massimo  o un  minimo  se  ^ (2a  — x nx^{2a- 

dx 

,n  — I , . ,,,  2am  , 

xì  =zo=zm[2a — x) — Allora  oc  — — — , valore 

ni  “4”  il 

che  dà  un  massimo  perchè  = — m — n. 

dx 

11°.  Trovar  due  diametri  conjugati  dell’  ellisse  che  fac» 
clan  tra  loro  il  minimo  angolo.  Sicno  m,n  i diametri,  p 
P angolo  che  fanno  tra  loro,  c si  avrà  (”66)  mn  senp  zz 

ai,  ed  m*  -f  n*  =:  a*  H-  ò* , onde  strp  ~ 

ab  ' dsenp — ab(a^~S-b^ — •2'-'^) ^ 

I ’ ~d^  ^ — o > e 

n—  — zzm.  Il  denominatore  eguagliato  a zero,  cioè 

» ^ 

il  rotto  eguagliato  all’ infinito  (8x8),  darebbe  n’ 

dii 

€1*'  cd  m — o,  valori  che  non  .servono.  Sicché  i diame- 
tri coniugati  ed  eguali  dell’  ellisse  forman  con  la  loro  in- 
tersezione il  minimo  angolo  cercato  il  cui  seno  è senp  = 

l«»0  ^ . Perciò  se  a:  i — fanpu:::tanffCaB  (64<5)> 

“ "a  H-o  a:b-i-b:a 

. 2tanvu  2 tarali  , ^ _ 

Sara  senpzz --—-zz ~ ( 6lo  ) ‘isenacosa  — 

I -+tano  a sec‘u 
sen2u,  onde  p=2u  = Bai. 
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III*.  Di  tutte  le  parabole  ilei  cono  tetto  DCB  , deter- 
minar  la  massima  in  superficie . Sia  BD  a , CD  — b , PB  — x > '* 

• «arà.  a:  b::x‘  AP  , PM  y/{(3:i  — ) ( 477  ) , la  so- 

ia 

perfide  «AMP/n  — **  ) = y ( come  presto  ve-* 

3a 

, s , dy  ( .'Ja  — 4.V  ) J 

aremo  ) ; dunque  - - rr ~ = ozz  3a  — 40;  ; ondo 

dx  3ay'(ax- — x ) 

iert  — , che  è un  massimo,  perchè  — 4.  Il  denomi- 

4 dx^ 

hatore  eguagliato  a zero  da  due  mi/iimi  coi  due  valori 
o,*rca  (078  ) che  riducon  la  curva  ad  un  punto  o ad  u- 
ila  fetta  ; 

IV*.  Di  tutti  i triangoli  della  stessa  base  AB  e dello 
stesso  perimetro , qual  è quello  della  massima  superficie  ? * 

Sia  q il  scMnipcrimetro , la  base  AB  a,  il  lato  AM  = x, 
saia  MBcr27 — a — x.  Dunque  chiamando^  la  superficie, 
si  avta  (539)  > = — — («-+■*  — 9)J>2Zj'  = 

{q~X  )~i-l  {a-^X  — — -b  ... 

y q — x 

dx  dy  _ y ( I i \ , 

— l — 1=0;  dunque  a-F.-tf  — 

à-4-.r  — q dx  a'a-F# — q q — .r/ 

q~q  — x,2q — a — x=X‘,  e perciò  il  triangolo  cercato  è 
isoscele . 

880i  Per  trovare  ora  in  quali  casi  una  funzione  Y di 
due  variabili  x,y  ind  pendenti  tra  loro,  divenga  un  massi^ 
mo  o un  minimo,  supponghiamo  che  y abbia  già  il  valor  prO-^ 
prio  a render  la  funzione  Y un  massimo  o un  minimo-,  si 
tiatterii  dunque  di  trovare  il  valor  conveniente  di  «,  cioè 
bisognerà  differenziar  la  funzione  Y facendo  variare  x so- 
la , ed  eguagliare  a zero  il  cocfiìciente  di  dx . Così  per  aver 
y si  differenzierà  la  funzione  V facendo  variare  y sola,  ed 
eguagliando  il  coefficiente  di  dy  a zero.  Onde  se  4Y  — Vdx 
^dy,  si  deve  aver  P~o,Q  rz  o,  equ  izioni  che  daranno  i 
valori  di  .v  e di  j proprj  a render  la  funzione  Y un  massi- 
mo o un  minimo.  Per  distinguerrunodall’a!rro,posto</f  — 

Pr/j; -+•  Q</y  e prese  dx , dy  costanti , sarìi  d^Y  — dYdx 
d(ydy,  onde  fatto  </P— A</.vh- Bz/y  , rfQ  — Bi/^r -F  ; 8-;4), 
veriK  d'^Y  t=.{Pi.dx-r'Zdy)dx-¥{  lAdx-+Cdy  )dy:  masi  è vi- 
9X0  che  dee  aversi  Pzzo  è però  d?  Adx  ~vBdy  ~o-,  dun- 
que dx  - « d-Y  - dqdy  = ( Bdx  ■+  Cdy  )dy=i{-^ 
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— H-  C)  /y  ovvero  — — =:  C — . Ora  quando  si  ha  una  so- 

A A 

]ri  variabile  x » y ,e  però  y — o ovvero  .r  — o , viene  dY  — 
Ydx  -,  r/' Y = d?dx  =z  Adx'  ovvero  dY  = QdTy , d^Y  zz  d^dy  = 
Cdy^  i e si  è detto  che  Y 'è  minimo  o massimo  se  A > o 
e C > o ovvero  A < o e C <;  o (879);  dunque  se  si  ab- 
biano jf,v  insieme,  sara  Y un  minimo  quando  A>o,C>o 
B- 

ed  inoltre  C ->-o, 'ovvero  AC>B*:  e saia  un  massi- 

A 

»20  quando  A <; o, C <0  ed  inoltre C — x ovvero  ( giac* 

A 


che  ora  A,  C son  negativi  ) — C H -<  o cioè  AC  >'  B* 

- 'A 

come  nel  caso  del  minimo.  Questa  teoria  facilmente  si  esten- 
de alle  funzioni  di  tre,  quattro  cc.  variabili. 

Si  voglia  dividere  il  numero  dato  33  in  tre  parti  il  cui 
prodotto  sia  un  waysimo.  Chiamando  x,y  due  di  queste  par- 
ti, la  terza  sarh,  — x — yy  ed  avremo  xyii^a  — x — y ), 
la  cui  differenziale  è ( 30 — ( 3a — 2y — jc  ) 

xdy . Eguagliando  a zero  separatamente  i coefficienti  di  dx, 
dy  y si  avrà  3a  — 2x  — y—Q—'^a~2y  — x,  onàe.y  — x—a\ 
e polche  P — (30  — 2Jr — y)y,d?zz  — (30  — 2a  — 
•j;»  ) /Q»,  A (=:  — 2^i=:~2a  ) -<  o,  B = 3<i—  2x—2y—  — ay  e 
poi  Q zzi  30  — 2y  — X ) , </Q  — — 2xdy  H- f 30  — 2x  — 2y  ) dx, 

C ( = — 2.V  =:  — 2a  J -<  o , saia  AC  ( = 4a^  ) > B*  ( rr  a*  ; , e 
perciò  dividendo  il  dato  numero  in  tre  parti  eguali,  il  loro 
prodotto  darà,  un  massimo . 

Tra  tutti  i triangoli  isoperimetri  vogliasi  quello  che  ha 
maggior  superficie.  Sieno  x,y  due  de’  suoi  lati,  2v  il  peri- 
metro, 2q  — X — y sarà  1’  altro  lato,  e la  superficie  Y " 
V['y  (2  — *■)  (2  — J')(^  H->  — 2)1  (529);  dunque  2IY  — 
Iq  ZZ  l[q  — x)  -h  l{q  — y)~^l{x~hy  — 3),  e dY  zz  . . . 


'Ydje/ I L 1 N 

2 Vv-4-y  — q q — x*  2 ^X-hV  — O ' q — y/ 


■ 

gUando  a zero  i coefficienti  di  dy,dxy  si  ha  jr 


y' 

y 


Egua- 


2 = 


3 — y—q  — x‘,  onde  xzzyzz^zzaq  — x — yy  e il  triango» 

o 

lo  ricercato  è equilatero . 

881.  Serve  questo  metodo  a determinare  ancora  i pun- 
ti d' inflessione  (736);  poiché  nei  due  triangoli  infinitesimi 
Tnm'f  ym'or'  d’ una  stessa  base  dx  y l’angolo  mm'r  ( r:  mt?  ) C 
m'or' {zZm't’P  ) , onde  anche  mr<m'r',  cioè  Indifferenza  dy 
dell’ordinata  che  da  A scorre  in  PM,  e da  PM  o procede 
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aviiiiti  o torna  indietro , scema  sempre  nella  concavltk  del- 
la curva  ; e potrebbe  dimostrarsi  nel  mòdo  stesso  che  sem-  * 
pre  cresce  nella  sua  convessità.  Dunque  nel  punto  M d’in- 
flessione la  differenza  diviene  un  minimo  0 un  massimo, 
cioè  (S28)  ddy  — o ovvero  00;  ma  il  raggio  osculatore  MC, 
presa  dx  costante,  diviene  infinito  se  ddy  — o,  e diviene  ze- 
ro se  ddy=::.<x>  (868.870);  dunque  nel  punto  d'  inflessione 
il  ra2'gio  osculatore  è sempre  infinito  o nullo , e perciò 

t dy' àdy  _ ddy 

( * / '~dx'  ovvero  = o,  e —^/  = o ovvero 00. 

Si  differenzierà  dunque  due  volte  I’  equazion  della  curva , 

posta  dx  costante^  e il  valor  di  eguagliato  a zero  o 

dx 

all’ infinito  , darà  i valori  di  x,y  convenienti  ad  uno  o più 
punti  d’  inflessione.  Che  se  1’  ordinate  partano  da  un  punto 
-Ar  dyi^  — yddy 

o ovvero  00  (870). 


fisso , si  avrà 


882.  Per  vedere  se  - ^ ~o  dà  veramente  un’  inflessio- 
dx 

ne  in  M,  condottavi  la  tangente  Tt  e presa  Pp  — ?j/zza, 
ulzo  1’  ordinate  pvm,p'm'v'  e da  M , v'  le  normali  Mr,-!;';'. 

I triangoli  simili  MTP  ,vMr~  Mv'r'  danno  TP  (■^^^j:PM(^);: 

Mr  { a ) : rv  = r'M  zr  , onde  pu  ~ v -t-  e p'v'  — P/ :z: 
dx  ^ dx  ^ 


— 2^ . Or  fatta  ^-^  = 0 ed  a negativa  in  Pp',  si  ha  co- 
dx  dx 

,0  \ a'-py  , , ady 

me  sopra  (879)  pm -jy-i- — -t- e p 
a}d^y  , d^y 

— ^ V-;  dunque  se  ± non  sia  zero,  vena  ( col  segno -{-) 

pm  >■  pv  e p'm'  ■<  p'v' , o ( col  segno  — ) pnj  -C  pv  e 
p'ni  > p'v';  dunque  degli  archi  M7u',Mm  l’uno  sarà  di  quà, 
l’altro  di  là  da  Tt,  e si  avrà  in  M un’inflessione  (73Ó), 

d^v 

ciò  che  non  potrebbe  concludersi  se  fosse  -p^rroec.  In  ge- 

dx‘ 

nerale  essendo  impari  il  numero  dei  rotti 

dx*  dx*  dx^ 

che  vanno  a zero,  il  seguente  determinerà  V inflessione:  in 
■altro  caso  ella  non  vi  sarà.  Ecco  gli  esempj. 

I.  Sia  la  prima  parabola  cubica  in  cui  y’  zzadx',  si  avrà 
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)(  33°  X 

— = o nel  punto  d' ìnfiessiont -, 

•'  3 V a-*’  dx~  9^^  X* 

dunque  a:  :s  o,  e questo  punto  è nell’  origine. 

II.  Sia  la  concoide  in  cui  ^ rr V(®*  — *^)("84)j 

X 

. ^ , *— a.v‘ f a'& -t' a,'*  ) ~d<ly 

“ ‘'>=-xV(~w7 ’!/?-= 

~ — oì  onde  -P3i*“  — 2o’i  = o,  c- 
( a ar’  — — x') 

quazior.e  che  risoluta  (337)  da  per  x il  valor  conveniehrc  al 
punto  à’  in!\e.ssionc . 

‘ a 

III.  S ia  la  curva  dell’ equazione  j/ —a  ir  ( d? — d)j;Sia'' 

vra  dyz=.—-~^*  . ■ , — -,  che  eguagliato 

5V(^-^r  25(a:-o).5 

a zero,  nulla  fa  conoscere  ; ma  eguagliato  all’infinito  dk 
x = azzy,  valori  corrispondenti  al  punto  d’inflessione. 

liotti  i cui  termini  si  riducono  a zero  • 


8S3.  Si  trovan  talvolta  dell’ espressioni  algebriche  in  for* 

ftta  di  rotti  che  si  riducono  a — ^ toihe  quando  *r: 

O x — a 

a.  Questi  ri.sultafi  apparentemente  indeterminati,  son  stìscet-* 
libili  di  valori  determinati;  ed  ecco  un  metodo  per  trovarli. 

P . 

Sia  — una  funrione  di  x il  cui  numeratore  e denomi- 
natore si  riducono  a zero  quando  x—^a~  Si  sostitui.sca  a ± 
dx  ad  r in  P ed  in  Q ( .si  prende  — se  -4-  guida  ad  a.ssur- 
do  ) e trascurati  i termini  ove  è dx'  ,dx^  cc.  come  infini- 
tesimi rispetto  a , si  avra  il  valore  del  rotto  propcstoy 
se  pure  i termini  del  nuovo  rotto  non  si  annullino  nuova- 
mente. Ecco  gli  esempj. 

I.  Cerco  il  valor  di quando  ;r  ri  a . Qui  1?  — .v*  — 

X — a 

i n t (a-'rdx)\ — n*  ' 2adx 

« , e Q n:  a:  • — a-,  dunque — , — — 2a . 

a-\-dx — a dx 

II.  La  somma  della  progressione  è 

n-4-l 

flP  ~~  ,V  , , i 

■ — — il  cui  valore  quando  .v  — a = I , sarà. 

•*  1 
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( — I — dx  ^ 

— 1 


3 


III.  Sia 


>s/ {2a^  X • a V 


ed  jp  r=  a . Si  ayrk  >\/(2a^4 


a — <s/ax^ 

0/2^7 1*  3 

;e^)rr:a  /y/(  a’  — 2adx)  zza(a  — — ec,  (l6l)) , - aìs/a^x  — 

' 2a 

’ — ( a’  H-  a*dx)  — ~^a{  gM-  ®C.),  a — ax^  ~ a — • 

y (a'*-H3G^t£;g)=!a— -(a-f  — ^ ■ ec.  ) ; riducendo  si  trova 
•— \adx  i6g 


;x  — 


3clx 


~r 

884.  Ma  se  succeda  che  anche  il  nuovo  rotto  divenga 

— , si  passera  a considerar  dx',dx^,  cc. , finche  si  abbia  In 
o 

quantità  finite  uno  almeno  dei  suoi  termini. 

Es.  Differenziata  T equazione  -4-.. . ,-+x"z=: 

n -+•  I , ' 

X — X . j.  . j dx  < , , 

, 81  divida  per  — , e verrà  #-+2x*-h3** -+...--4. 

x — l x 

n-4*2  . .nH-I 

nx*  = -7  — — Ti — = — quando  «=1,9 

(x  — I )*  o 

sostituendo  i H-  dx  ad  :c , si  ha  nuovamente  — : ma  se  non 

o 

si  trascuri  c/x*,  come  si  fece  in  principio  (883),  verrà. . . . 

n(/i-f2i(n-4*l)  dx'  — ( n -i-  I )*  ndx' u ( n -f-  l ) 

2dx'  2 

885.  Con  ciò  si  trova  nei  casi  particolari  il  valore  di 

o X Qo  e di  «5  — 00 ; poiché  OX»?  — o X — =r  — , ed=o  — oc  = 

o o 

a h o ,,  I X 

. — =:  — ; così  se  x=  I,  si  ha^; — =.00  — <x>,  onde 

000  Ix  Ix 

sostituendo  l ~4-dx  ad  x,  verrà  — -^%s=^(3ol)  - — - — — I . 

Z(i-{-dx)  djtec 

886.  Possono  anche  determinarsi  i punti  multipli  delle 
curve  ("35)  e la  loro  moltiplicità ; poiché  differenziando  per 
esempio  1’  equazione  a{y^h)' — x(«  — <j)*  = o,  si  trova 
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dv  ix  — a)(33f  — o)  O , , 

“Z  r:;  ' ~ ; ' = — quando  x =:  a , y r:  6 ; sostiWen- 

dx  -zaiy—b)  o 

do  dunque  a-^-dx  ad  , e 6 ad  _y  , trascurato  d** , vcr- 

, dv  d.v  dy*  dy  ^ dy  . , 

lu  = I , e = ± I : ma  ^ esprime  la  tangen- 

dx  dy  dx*  dx  dx  ° 

te  deir  angolo  che  la  curva  ( o la  sua  tangente  ) fa  con 
l’asse  delle  x (646);  dunque  se  questa  tangente  ha  più  va- 
lori , apparterrà  a più  rami  di  curva  che  passano  per  uno 
ttcsso  punto;  e nel  nostro  caso  all’  ascissa  x — a corrispon- 
derà un’ ordinata  rz  6 che  incontra  la  curva  in  un  punto 
multiplo,  ove  son  due  tangenti  eguali  al  raggio  i , e che 
fanno  perciò  un  angolo  di  45“  con  la  retta  condotta  per  il 
punto  multiplo  parallelamente  all’  asse . 


887.  Questo  metodo  per  valutare  — è generale;  quello 

di  Bernoulli  che  prescrive  di  differenziar  separatamente  quan- 
te volte  occorre,  il  numeratore  e il  denominator  del  rotto, 


non  sempre  riesce:  cosi  dato./\/(^^^ c suppo- 

T a — X 

st®  x — a,  dal  nostro,  metodo.se  ne  avrà  subito  il  valore 
y/a,  che  da  quello  di  Bernoulli. non  si  otterrà  giammai. 


Teorema,  di  Taylor 


888.  Già  si  è detto  (823)  che  supposta  Y una  funzio- 
ne di  .V,  se  questa  divenga  x ± «dv  e sia  ndx~  a quantità 

c • • ' ^‘^dy  a^d^y  . a^d^y  , a*d^y 

finita,  SI  avra  Y zzy  ± — ^ H — ± —,  H — ±ec., 

•'  dx  ‘Idx^  23dx*  23.^dx* 

presa  dx  costante . Questa  serie  si  chiama  il  Teorema  di  Tay^ 

lor  dal  dotto  Geometra  Inglese  che  la  trovò . 

88^.  Per  vederne  la  verità  in  un  esempio  semplice  , sup- 
pongasi y — XX  — 2jcH- 1 ,,c  si  cerchi  il  valor  di  questa  quan- 
tità sostituendo  x 

ddy  d^y  , • • . i 

— — 2,-— ~o  ec.  ; dunque^  si,  cangia  m x — 2Jf-+-I-+ 
dx  dx* 

2x  — 2 -h  l :=z  XX,  il  che  è evidente. 

m p-  ni  . . dv  m - 1 ddy  / 

590.  àia  r: X , e si  avra  r: mx  , 7- . m\m  — 

€lX 


l &à  x-  Avremo,  a = i , ~ zz2x  — 2 , 


dx 


dx 


771 

1 )x  “ec.  Dunque  se  x diviene  x~{-a,y  diventerà (xH-o}' 


= *•-4- 
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m m^ì  m(m — I)  , m-‘2  ^ , 

-[-max  -f — i. arx  -f-  ec.;  fsceodo  a 

3 


— bx  ^ X*  / 

e pero  x~{-a  = -,  avremo  («-f-a  r = — 

x-t-6’  ' ' (ar-i-i)» 

m mbx"  m{m  - 1 )J*x*  I , . - m 

X j-H --—-ec.,  ovvero; = .=? 

x-frb  2(o:-4-i)‘  («H-i)*»  ' V 

^ m mx~"b  ^ m(m  — l )x~"b^ m . mb 

X — t-  b 2 ( X b X — i-  b ^ 

771  (/M — \)b'  — 2)i’  •,  . , , 

— ; ;-r H cc.  ) , Serie  che  ha  un  nu- 

2(*H-6)*  2.3(o.’H-6)’  * 

mero  finito  di  termini  quando  m è un  intero:  se  n = — ;n, 

V / . 1 mi  ^ 71  ( 71  -+  I i 6*  ^ 

SI  avrk  (.v-+i)  — x*(lH H* — ; ■,-r-“l-ec.).Sipos- 

son  verificar  queste  formule  riducendo  i rotti  — ^ , ec 

x-i-b  (x-hb)^ 

in  serie,  che  serviranno  a trovar  le  radici  dei  numeri  pron- 
fermente,  perchè  posson  sempre  rendersi  convergentissime  . 

Spi.  Sia  ora  y z=  Ix , onde  ec.,  e si 

dx  X dx  XX 

avrk  l ( X rta  ) =zlx±  — — ± —,  — ^ ^ ± ec.  Sia  ± a =r 

X 2**  4*'* 

, e avremo  l{x±a)=:l  ~~—lbx-~l(b±  x)=lx:^ 

ò:iz  X o :t  X 

X x^ 

facilitan  molto  il  calcolo  dei  logaritmi. 

893.  Sia  avremo  =b*lb,^^=zb’'Pbec.^,dnn- 

dx  dx* 

,x-+a  ,,,  ,,  a*l*b  a^Vb  . 

que  6 = o ( I -+ aZo -ri H — (-ec.),  e perciò 

6 =1-+  alb  \r H ec.  ( 307  ) , 

O ^ ' N Cl  ‘*  / 

*0 

893.  Sia  y un  arco  il  cui  seno  è x che  indicheremo  c*n 

yzzAsenxi  si  avrk  * = seny,^=:  ~—zz  = 

^ dv  cosy  y^(l — x ) dx 

*e«V  * d^y  IH- 2**  , mi. 

— I — -7, Ti -577  «unque  Asen  (a-± 

cos^y  V(I— g»*)’  da*  a*)/  ^ ^ 

T t 
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. . .a  a'x  .a’(lH-2**) 

m)zzAsenx±—jr — j- H — rT*r“v — ec.= 

. a a^x  , 

Aìcn  x± i ± ec. 

cosy  ‘Jcin’y 

894.  Queste  sene  sono  attissime  a calcolar  l'arco  che 
corrisponde  a un  seno  dato.  Preso  dalle  Tavole  l’arco  più 
vicino,  la  differenza  del  suo  seno  x dal  dato  rendeia  a pie* 

colissima  , e si  avr'a  l’arco  cercato  aggiungendo  ± — - — H- 

, cos> 


a X 


ec.  a quello  il  cui  seno  è x.  Osservate  1®.,  che  la 

2cns’y 

serie  è si  convergente  che  i due  primi  termini  danno  i mi- 
nuti quinti  in  circa  : 2“.  che  1’  arco  è espre.sso  in  parti  del 
raggio  I,  e per  ridurle  a secondi,  a terzi  cc. , bisogna  di- 
viderle per  la  lunghezza  dell’arco  di  j"  (522j,  posto  il  lo- 
garitmo dell’ unita  — IO  : il  quoziente  da  i secondi,  e di  qui 
i terzi,  i quarti  ec. 

895.  Facciamo  yzzAcosx,  e avremo  orzreosy,— = 

dx 

— t — I ddy — X d^y l-+2v*  , 

seny  I - x’j  ’ tl.v*  -\/(l  " y'(l-x*)^’  ’ 

A / -1.  \ ' A 

que  A cos  ( a;  ± a ) — A COSA’ oc  — ^ ■, . , . 

V(I '4.-^1 

— ' — ee. , .serie  di  cui  si  fa  lo  stesso  uso  che  del* 

6V(l— 

le  precedenti.  Se  ne  troveranno  delle  simili  per  l’arco  la 
cui  tangente  sia  A-±a. 

896.  Sia  ora  y — sen  x , e avremo  zz  cos  x , — — 

dx  dx 

d^y 


seriT 


’dx^ 


; ■—  cos  jf  ec.  ; dunque  sen  (*  ± a)  — sen  x±a  cos x — 


a'  a* 


— sen  * 4^  — cos  * -+  — sen  x -4-  ec.  Parimente  se  y =:  cos  x , si 

3 6 34  ' 

avra  cos  { x ± a ) zz  cos  x ^ a sen  x cos  x ± sen  x *4* 

3 6 

— cosx  — ec.  Queste  formule  son  di  grandissimo  uso  per 

interpolar  le  Tavole  dei  seni.  Se  sia  *::c;o,  i valori  di  sen  (*-4* 
tì),  cos  ( cc-f-a)  diverranno  a cagion  di  sen  * = o di  cos  x — 
1 , quelli  che  già  trovammo  (628 } . 
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^ , . dy  l dJy  serix 

8p2.  Fatto y =z tartgx ^ onde-/-  = — — ...  — — — 

dx  cos^x  idxJ-  cos'x 


d^y 


I 

CQS*X 


3sen  X 3 2 

— — — ~ - — ~ ( 6 1 o 1 ec.j  saia  ta/i/ x ± 

cos^x  cos^x  cos  X ' 


a seri  x 


asserì  x 


a)zz.tang  x±  — ; 1 ; — ± r 1 — ± ec.  ^ . 

cos  X cos*  X eos^x  cos*  x 

± a -H  a'tangx  ± ~i-  a*  X 


la* 


arsen  x 


q;ec.:ma- 

3C0.S  X 3C0S* X 


SCO 


cos  X 


•±  cc.  è una  progression  geometiica  il  cui  primo  teimihe 

± a -{- tang X . I . a* 

— » 1 ultimo  ~ —zzo,  e il  quoziente  — — ; 


cos^  X 


Cos  X 


a^tangx^  a 


ddnque  la  somma  (259)  = — , e però  fartn^  ( x ± n) 

cos  X — a 

a*tanq  x'^a_  la*  a^  seti  x 

tarnr  x "1 T 1 “ ec.  rr 

cos  X — a Scos  X 3cos‘x 

sen  X cos  x*  a 


tx  ll  oc/t  m c*  ^ . j ii 

qp q;  ec,  01  troveranno  delle 

cos’x  — a-  3COS  X 5cos’x 
formule  simili  per  cot{x±:a). 

898.  Sia  ora  y z:  mi  sen  x o al  logaritmo  ordinarlo  di 

, , . . dy  mcosx,  . 

senx  se  m rappresenta  il  modulo  ; si  avra  = (1014), 

/ dx  sen  X 

ddy  , m d*y  "ìmcQsX  , , t ^ \ 

= — ec.-,  dunque  lsen(x±  a)  zz 

dx  sen  X dx‘  sen*x 


a'  senx 


cosx 


ma 


a*  mcosx 


l sen  X ± arti ± — eC, 


sen  X 2sen*x 


3sen*x 


„ , ^ dy  — nt  sen  x . ddy 

899.  Se  yzz  mi  cosX,  sara  == (851),  r-r 

''  V -dx  cos  X dx 


— ni  d*y  2msenx  , 1 , 

— . . . —,  zz — ec. ; dunque  lcos{x±a)  zz  l 

cos^x  dx*  cos’  X 


cos  X 


am  sen  x 

q; 

cosx 

si  avtk  ^ 
dx 


a m a’ m senx  , 

— + , — — ec.  Sia  y zz  mltangx  , e 

2cos  X 3cos\v 


2m 


sen  2X  ’ 2dx* 


ddy  — 2rncos2x  ^ 


sen  2x 


perciò 


-,  / . \ , 2am  _ V 

ltang[x±a)zzlcanox± ec. . Lo  stesso  saia  per 

sen  2.V 

ml-catx. 

900.  Supposto  ora  che  y sia  1’  arco  il  cui  logaritmo  del 
seno  è x,  ovvero  yzz  Al  senx,  si  avrò  x ~ Iseny,  e per- 

/ .»  dy  seny  ddy  seny  , ^ 

CIO  -/  — — ...  — ~ z — — ec.-,  dunque  Al  sen  \ x -±. 

dx  VI  cos y dx*  m coi’ y 
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n y 

- f-  ± cc. 

OS*  y 

. r-  A » ^ 2 V ddy  sen  dy 

ool*  Sid  y — AZ  tdtxs X 5 verri  — •■■"■■  ~~  » ^ . 

ezof  3/7J  dx 


, a.^eny  a sen  y 

a}=>± H ^ — f-  ± ec. 

meosy  2/n  cos* y 


4/n‘ 


d*v  sen  2y  cos  4j»  , . . 

— ^ z= «e.  ; dunque  AZ  tanni  x :ta  l r=  v ± . , . . 

2//Z*  “ 

iJ, 


tZx’  2///* 

a sen  2y  a'sen2y  cos2y  , sen2y  cos  ±y  ^ . 

— ^ ± <- — ^ -4-  ec.  Queste  for* 

2//I  4//1  1 2/n  ’ 

mule  posson  servire  a risolvere  con  molta  appressitnazioiie  i 
problemi  sull’  uso  delle  Tavole  dei  seni . 

903.  La  serie  y ± -t-  ec.  (S88)  da  cui  nascono  que- 

ste ed  infinite  altre  applicazioni , induce  talvolta  in  inganno 
se  si  adopri  senza  cautela,  come  può  vedersi  nei  casi  ben- 

m 

chè  semplicissimi  di  ji  = Zx  (891)  e di^  = sen"x  quando  * = e 
nel  primo,  ed  n>m  nel  secondo. 


ALTRE  REGOLE  DEL  CALCOLO  INTEGRALI 

Metodo  per  ridurre  V integrazione  di  più  differenziali 
binomie  a quella  d'  altre  diffèrenziali  conosciute, 

903.  ^^[^Ebbasi  integrare  x dx  ( a -h  bx'^  supponen- 
do nota  l’integrale  di  3^ dx(a-l-Z»A:^)^ , ed  n > p • Poi* 
chè  d[x*^  ^ {a-+b*^  * ] = a(5r-»-l)x^cZx(a-4-ix*”j^-t- 

i(/nAr-H/n-4-j-+-i)  x”*  ^ dx  ( a -f  bx^  , sarà  integrando 


quest’  equazione , dx{a~\rbx’^)^  — . 

(a-4-òx”*/  ^ «(<^-4- 1 )/x^dx  { et  -i-  bx^ 

m . t “ * r I » • 


. Sia  m -(■ 


q — n,  o q — ti  — m‘,  si  J'sP dx{a-^bx^ ) , 


I -4- /I  — /// , m k^i  , , , \ „ 

X fa-l-ox  ) a\n — m-+\)rn — m 


bx^)^.  Se  in  questa  stessa  espressione  in  vece  di  n si  scri- 


b(mk- 


■n 


b(  mk~+  n-^-  ly 


dic{a-^ 
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V*  n — aifTì  — 2m  ec. , ai  avranno  i valori  di  J]/^  ^ dx(  a -i-  ' 

bx"^  t àijx'^  ^'”dx{a-\-bx’^  , in  generale  di  Jx'^ 

dx{a-^bx^ )^,  essendo  i un  intero  positivo  ; e la  formula  sa- 
^ I » . . I -4-  « — m 

fx^dx{a~¥bx^  ) '=  ( a H- ijf™  ) ^ 

VA  ( I -4-  n -f  ) . 

a(l-+n  — m)(A)  a(l-4-n  — 3m)(B) 

bx"{l-+n-hm(k — D)  6x"(l  -t-n-i-mCi — a)J 
«(  1 -t-n  — ni(i  — I ))(Z)  \ 


( 1 -+n  — \ 

'(  I -4-  n_L/n  (k — i -hi))/ 


a*(l  -hn— m)(l  —h  n-^im  ) ( m*  n — im  ) rn-im,  ^ 

i<(l  ■+n~tmk){l~¥n’+mlk—l})  . (l  -h«-hOT(A— i-hl)/ 

( <1-4. ove  le  lettere  (A),  (B) (Z)  indicano  che 

il  termine  in  cui  sono,  dee  moltiplicarsi  per  il  precedente, 
cd  il  segno  superiore  ha  luogo  quando  i è pari,  l’inferiore 

■bando  è impari.  Ora  se  n — cioè  se  - — - =.  i è 

m 

«n  intero  positivo,^”<i*(<i-h  Ajf™)  potrà  con  la  formu- 
la precedente  ridursi  z,  f x^  dx  {a  ^bìè'^  ) , presi  tanti  ter- 
mini della  serie  e tanti  fattori  nel  numeratore  e denomi- 
natoc  del  termine  fuor  di  serie,  quante  sono  unita  in 

Esemp.  Sìb.  Jx^°  dx{  l — X*  )'^  da  ridursi  a/dx(i  — x')-^  , 
che  si  ha  quadrando  il  circolo,  come  vedremo;  sarà/i=:  ic> 

«=I  ,A  = — I ,/n=:2,*  = — ,p  = o, i-=zf=:  i-,  dunque 

2 ja 

= — — a:’ — — . . . . 

' ' 12  12.10 

-9-X.  . .9:1: 5 3 ^ ^ ^ 9,7^ 5_3  I 

12.10,8  12.10.8.6  12.10.8.6.4  12.10.8.6.4*' 

-4.  C. 

t 

Così/ie'^^^  ^ dè( a-h Ax^)  si  rIduCe  b/Ic  ^dx(a-^- 


A*  ) “ ; onde  se  a=i  ,A=-ì,cr=I  ,s  — ,?;=:2, 

anchey»*""^^  dx  ( 1 — »*  ) * si  ridurrà  ayi^  ^dx(l— x') 
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/*  • I i 

X dx{l~x^  ) ^ zz  are.  sen  X' ^ 8^0  } 

, /V-4-I  1 

— — y/(l  — a:*  ),  SI  avra  sempreyaj  — x*  ) a o il 

numero  intero  e positivo  r sia  impari  o sia  pari. 

904.  Se  i sia  numero  intero  negativo  , in  luogo  di  ri- 
durre _/a-  ^7a.’  ( a -4-  /jx'^  j il  J'j/^dx  ( a — j.  bx’^^ , si  ridurrà  cjue- 
fita  alia  prima. 

Esemp.  S\?i  J'x  ^ da  ridursi  ay</a'(  IH- ^ 

zzare  tan^  x ( S50  sr  avrebbe  n zz  — mzz  -z  , p zz  o ed 

^ — - zz  — 2 ; riducendo  dunque*  la  seconda  alla  prima,  si  a- 
m 

vrà  rizzo  ,azz  l ,bzz  I ,mzzZ,k  — — X ,pzz  — ± 1 zz  2 “ 


i ; onde  /llx  ( l .4,  a:*  ) ‘ ' -4-  f—  ^ fx~^  dx  { l H- 

3 

; dunque  Jx~*  dx{  l -4-**  ix  {1  ~Xr 


fx~*dx{l  -4-**)-'zz»-’ 


905.  Sia  proposto  ora  di  riJur  /x^  dx  { a hx”^ /*  a 

Jx^  dx  ( a -4*  £x”*  . Poiché  d [ x^”^  * ( a -4-  bx^  )^J  — (/;_».  l )x^ 

j ! . 1.  ^ P i v/*”/  , 

dx(  a-h  bx  / ^bmpx  dx\a-¥bx  ) ,saràyx  ox(a-t-' 

n~¥l,  , m p , 

, mp  X [a-^rhx  r bmn  f mzen  , , , rrt  p — I 

fcx  f zz i ^-Jx  dx(a~\-bx  r 

' n-*-l  /J-4-I 

Se  in  questa  stessa  espressione  si  scriva  n-^  m ,n  •+  zm  ec. 

I • n- 

per  n,  c p.-I,p-3  ec.  per  p,  si  avranno  1 valori  di Jx 

, / , ni  p-l  r n-XrZm  , , , m p-z  ^ 

ax(a-4-ox  ) , di  Jx  dx[a  -h  bx  )‘  ec.  e si  tro- 
verà la  seguente  formula:yx”dx(  a -4- (a -f  X 

/ bmpx’"{Pi)  hmip  — l)x*fB) 

' I -4- « (l -4-«_+w)(a-i-Z>.v*)  (l -4*/i-4-2/wXa-4-ix'*j  v 
bni{p  — i'-f-2)(Z) 

( I _f  n _+  w ( i'  — I ) ) ( a -4-  bx”)  ' 

h^'  né'  p{p — \}....ip  — i'-4-  l ) rn-Xri'm,  , : m p-ì.' 

--d:-'- dx{a-Xrbx  f , 

(l  I — 4"^— 4*'72 I -4*7-4"  ni  ( i - 1 ) ) 

ove  i segni  e il  numero  dei  termini  e dei  fattori  si  prendono 
come  prima  (903).  Ora  se  p — ì'  — 5 o se  ^ — g — z' è intero, 

l’ integrale  di  x^*dx(  a -4-  ix^/^  si  ridurrà  a yx”~^^^c/x(u-+ 
\ 
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la  quale  potendo  tidursi  &Jxdx{^a‘^bx''^  quando 

./  • -a  i ^ a 

n^im  — im  — ry  cioè  quando e un  intero  positivo 

m 

i — i' , anche  la  formula  proposta  vi  si  potrà,  ridurre . 

Esemp.  Sia  da  ridursi  /x*dx{\  — *»)a 
si  avra  ,b  — — i ,w  =:2,p  = |,r=o,2=.i,p  — 

5^  i'  =2 . Dunquey»^d*(l  - =r  — — -f 

^ 5 5 • Z 

— je*)à:  jna  (903) yl'®cZA;(  I —j;*)^  = ( I —«*)=* 

(- ^ Ìi5:3  1 A,  r , _ à . 
\ IO  19.8  xo.8.6  10.8.0.4)  10,8.0.4  * 

^ * 

dunque  Jx^dx  ( 1 ) ir ^ h ( I — x'  — * 

3*1  _ 3 _31 3_  r e _ . c 

10.8  I0.8.Ó  10.8.6.4)  10.8.0.4 


— ±I 


t 

— 4:1 


Così  fx  ^dx{a-+bx^  ) ^ ^ dx[a~\-bx^ ) ^ si 


riducono  a J^x  dx{a-\-bx  )^  . 

90Ó.  Se  i'  sia  numero  intero  negativo,  si  operi  come 
sopra  (904). 

Integrazione  dei  Rotti  differenziali  razionali  • 

907.  Suppongo  un  rotto  razionale , ed  il  maggiore 

esponente  di  a;  in  P almeno  d’  un’  unita  minore  che  in  Q 
condizione  che  può  sempre  ottenersi  con  la  divisione  : cosi 

x*dx  xdx  axdx  , . , ^ 

7— r = — , n ,—r  la  cui  seconda  parte  e quale  1 

a-+bx^  b b{a-+bx^)  ^ 

abbiam  supposta  per  Ora  cerco  i fattori  di  Q (318), e 

se  questi  son  tutti  del  primo  grado,  reali,  ed  ineguali,  il  rotto 

m-l  , ffi-3  , , ' ‘ 

. , _ ax  -+ bx  -4- ec., . . . »+ U)  , 

proposto  avra  la  forma  — -r-j -, Xax,  sup- 

{x-f){x-g){x-k)ec.  , 

ponendo  che  il  numero  de’  fattori  x — f,x — ^ ec.  sia  m. 
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Adx 


Per  integrare  in  questo  caso , decompongo  il  rotto  così  : ■ 


^‘lf.-1-iec.  la  cui  integrale  è AZ(«— /)-+BZ(« — 

determino  al  solito  i coefficienti  di  A,B  ec.  (273)* 
” ’ dx  A.dx 

Es.  Si  voglia  integrar  dy  =:  faccio  H- 

Ddx  dx — ^ operando  al  solito,  trovo 

d — - X a—\rx  (a* — x )x 

Aa*H-BflxH-Bxx  I j I 

:o-,  dunque  A = -^,B=:;^, 
o> 


— I H-Da 


c -4-  Bxx  1 
-A 
— D I 


dx 


dx 


; onde^= 


I dx 

^~~^'*'2a^(a  — x)  2a*(a-hx) 

Ix  Z(a— ^ l{a~\-x)  IO  — j *C ^ g. 

2a‘  2a*  a* 


dx  1 ,C(a-+x) 


908  Se  alcuni  fattori  di  Q sieno  eguali,  ed  {x  — a)” 
esprima  un  numero  m di  essi,  il  rotto  si  decomporrà  m 


x—f  X—g 


771»  I •»/  17l^2i  U 

A'x  H-Bx  -<-ec....-V-R 


(x  — a)* 


, A'x 


m - I. 


terminati  i coefficienti  come  sopra,  s’ integrerà  dx 


B,  m-2 

— 1 tZx-t-cc.  facendo  x—ra  — z. 

, (x’-ì-x*-4-2)£Zx  Adx 

Esemp.  Sia  da  integrarsi  dy  = ^__^^, -y;  - -- 

li -+■  IHiltillf  ; onde  A = 2 , B = - ^ C=  i-, 

(x— ir  (*H-ir  4 4 


Dri  — i-,Ec= 


7 . , _2dx  (7  — 3x)dx 

4 •'  X 4(x— I)* 


Per  integrare  il  rotto  faccio  x — 

4(x-4-1)’  . 4(*— I) 

( A ~ 24  ì dz  dz  'idz  , • • 

1 — z,  il  che  lo  cangia  in ^ . — la  cui  in- 

44  z 4^ 


tegrale  è ~1— ^ = L — 3ÌiiÌ__JL^  e trattando 

z 4 x-l  4 


COSI 
r altro 
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r altrff  rotto , trovo  T integrale  y — -zlx  — +-  - — 1 

x — i 

i)  — 

4 . 4 . 

909.  Se  sieno  in  Q dei  fattori  immaginarj,  esprlnienclo- 
si  un  di  essi  con  x — I,  ve  ne  sarà  un  altro  del- 

la forma  x-+a  — b^y/ — I.  Dunque  il  loro  prodotto  .v^-t- 
2ax 6^ -4- a^,  o per  brevità  jc» -f /n.v -j- « , sarà  un  fartor 
reale  di  Q.  Perciò  si  determinerà  (340)  questo  fattore,  c 

poi  SI  supporrà  che  \ sia  uno  dcr  rotti  parziali 

Vdx 

di  ® avik  A e B come  sopra.  Quindi  facendo  af-+- 


— ~ s ed  n • 


1*1/  *»  ....  j*  \ (A, M —4“  B t ds 

— - — b b y il  rotto  diventerà  ' — . — 

4 ai  -r  b'b' 


zZ/-\-o  b Zi~\-bb  d X/Z-+ÒO  o o t 


di, 


n di.  B'  r B'  s 

^ = ■+  ^ (85°)' 


ove  Tarcn  è espresso  in  parti  del  raggio  I ; onde  per  valutar- 
lo in  gradi  bisogna  moltiplicarlo  per  5;'" , 396  (521). 

_ . (a*  — a -+ I ^ l/s  Al/a  1 Bs -4- C jJìs  . 

Es.  Sia  c/yrc  = - — — -.sitro- 

(l-i-z)(l-i-ssj  i-f-21  l-i-aa 

'vA_3ii_r_  * i j ~ */» 

vera  A~  — B :nC~ ,ondea,'— — . . _ __ 

2 3 ^ I-+  S)  3(1-+ -.3; 

— — ed  y aa  --  /'  i-f  si-  ^ /(l-4-a*i-  X .^fcotanq % -+  C . 
3U-4-*a)  3.  4 . ' 3 

'sia  anche  — r-  che  si  riduce  a ~ — 

a;(  I ) - x 

Quest’ ultima  quantità,  posto  a,- ttc 

I-t-a.-4-.ro;  ^ . 

z diviene  .ir  ’ la.  cui  integrale,  fatto 

3 a^-+^  a*-t--4  . 

B'  = i,yr:^,è-^^Z(a"-+-^-)  — 4-  tang-~  . Sostltu- 

2*3^  . 4 \/3  . V3 

endo  dunque  il  valor  di  a , si  trova  per  l’intera  integrale  /o;- — 

....  - V 7 , - 
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T I I f 1 1 

2Z  (iH-x)H-  - ;^3  P tang  ~~  H-  C , 

910.  Infine  se  Q abbia  uno  o piu  fattori  di  questa  fornmi 
{x'  ~^ax  b)” , si  supporrà  che  il  rotto  parziale  provenu- 

( Ax  -t-Bx"  -+ec.— i-R\ 

to  da  questo  fattore  sia  ) © 

si  determineranno  i coefficienti  A,B  ec.  come  sopra.  Quinr 
di  facendo  x = * — — e sostituendo , il  rotto  diverrà  . . . 

O 

- ec.  -+•  R' 


» , 2m—l  2/n — 3 

A'c  _ rl-B'g  j 

A z j . 


2m — 2 


(z^-^bV, 


dz  che  può  decomporsi  così  : 

dzf+  ec.;  ma  i termini  ove  il 

numeratore  ha  una  utenza  impari  sono  integrabili  in  parte 
algebricamente  e in  parte  per  .logaritmi  (856),  e quelli  ove 
z nel  numeratore  ha  una  potenza  pari  essendo  della  forma 

'l? — posson  ridursi  (^<04)  a — — -rjr-,  cioè  possono  in- 
(z^-hb'b'r  ^ z'-+bb'  . 

tt  "rarsi  in  parte  algebricamente  e in  parte  per  archi  di  cir- 
tolo-,  dunque  con  questo  mezzo  si  avrà  T integrale  del 

to  rojfo.  ... 

91 1.  Ecco  un  esempio  che  comprende  tutti  questi  meto- 
dx  Adx  ( Bjf  — hC  )dx 

*^i . Si** (l.+xjx:f(jf^-+2)(x*-H  J*  I-4-X  x' 

Si  troverà  A = -,B  = 

x^-1-2  ■ ( **-l-  I ^ 

-1,C  = Ì.D=1,E=-J-,F=i.G=-1.H=s,I=-3 

■ _ dx  Kl-x)dx  (x-iyiji 

^ I2(i+;r)'''  2x*  6(jf*-l-3)  4(**-+i)* 

rv  I dx  l ^ . I A\—x)dx__  I 

I2yi-+-je  12  ' '3*'  X 2 * 
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iWj-Sdunque/i-ii,  (,  -(.,•)->  = ~t ■ ■ 

I ' 

~ Are  tangx:  ma  riducendo  la  I.  aliali. (903)  ,y**d*(iH-**r*  = 

— or  ( I -i-f  ix  ( I .+  «»)-»  ; dunque yd.v ( i -t-**)7*  = 

dunque  tutte  queste  in- 

tegrali,sark;,  = lz(M-^)H.I/(*i^2)H.Ìz{x»  4 j ) -F 

7 * • 0 ^ J I ^ .X* 

ix-ii  "i(7:r,'j  ■ a “ ■ 

. 913.  Donqo,  oeni  differenlUlÉ  ftaiioiiatia  c razionala 

•1  integra  o algebrtcameitte  o per  logaritmi  o per  archi  di 

difettò  piuttosto  dell’  Algebra  che  del  metodo  d’ intègia/.lo* 
he  . Notiamo  alcuni  casi  in  cui  Un  rotto  radicale  può  ren- 
dersi razionale. 

i 

913.  Sia  ì dx  : ridotti  i ràdicali  allo  Stcssò 

' X-^y/x 

jrado(  140)  verrà — i,  e tatto  y/x  — z;  ort- 

x-^y/x^ 

de  » — z^',dx  — iiz^^dz,  la  differenziale  d razionale  é pé- 
tò  integrabile . 

Sia  X una  funzione  razionale  di  x e cZy  = \dx y/{a-+bx~>r 

Cx*  ) * ; cerco  i due  fattori  di  a -i- i* -+■  ex* , e se  son  reali 

si  troverà  x per  la  nota  formula  (368.8".),  e quindi  dx,  dopo 
di  che  si  potrà  inregrare.  Se  per  esempio,  d^^rtfx 4/! ±0*4; 

X*),-  si  farà  (368.8".)  = = 

(±a:px) 

x-+-a  d i rpa-faz*  , ±èAazdz 

■ •* = e*  ,onde  x = — r — ,dxi=  — — — , e v 

=ta=FX  »*=tl  fz*±=I)* 

X*  ) =: ; dunque  d\  = , La  formula  col 

**=tl  (a*i=I)’ 

«egno-psi  integra  riducendo  /' iz(z^-^l  zfz'dz  ( »*-  -4- 

i)~’(906),il  che  dà yd^dz( a* -H  1)“’ ; onde  poi  riducen- 
do  questa  » /«*d2(**-H)“’ (903)^  si  trova  ta*Sz^dz{l  ->r- 
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dunque  ;r  = o,  c questo  punto  è nell’  origine . 

II.  Sia  la  concoide  In  cui  y rr  — ^(a*  x )("S4)* 


. , ^d.^ia'b  ~Vx^)  ^cl<ly 

«i  arra  a';,  = - - • 

ende  -4- 3&;e*- = o.  e- 
I a-Jf*— , . • r 

qiiazione  die  risoluta  (337)  pcr  x il  valor  conveniente  ai 

punto  d' inllessione . , ^ 

III.  Sin  la  curva  dell’  equazione  y—a  — {3f—a)^-,6itL* 
vr'a  = eguagliato 

a zero,  null^.  fa  conoscere  ; ma  eguagliato  all  innnito  a* 
X— a=:_)',  valori  corrispondenti  al  punto  d’inflessione. 


Rotti  i cui  termini  si  riducono  a zero  • 


8S3.  Si  trovàn  talvolta  dell’ espressioni  algebriche  in  fcr*^ 

O X*  fl*  . t 

ffta  di  rotti  che  si  riducono  a — r Coine — quando  x — 

O X — a 

a.  Questi  risultati  apparentemente  indeterminati,  poh  stìscet* 
tibili  di  valori  determinati-,  ed  ecco  un  metodo  per  trovarli. 


Sia  — una  funzione  di  x il  citi  numeratore  e denomi- 
natore si  riducono  a zero  quando  # — a.  Si  sostitui.sca  a± 
dx  ad  AT  in  P ed  in  Q ( si  prende  — se  H-  guida  ad  assur- 
do ) e tia.scurati  i termini  ove  è dx'^  ,dx^  ec.  come  iniini- 
tesiini  rispetto  a dX , sì  avra.  il  valore  del  rotto  ptopo.'sto, 
ee  pure  i termini  del  nuovo  rotto  non  si  annullino  nuova 
mente.  Ecco  gli  esempi. 

li 

I.  Cerco  il  valor  di  ^ quando  a;  rr  a . Qui  t — .v 

X — a 


(a-'rdx)\— 

dx 

II.  La  somma  della  progressione  -fj- jr  ; a*  : jr’  . . > * > ® 


a* , e Qzz  x‘ — a-,  dunque  — ^ 

’ ^ a~\-dx — a 


n-4- 1 

1 il  cui  valore  quando  x cz  azzl  t saia 

A-  — I ^ 


Dìgilized  by  Googl 


)(  331  )( 


^ — 1 — dx  _ ^ 

1 — • 

III.  Sia  — .^.rf..  - _Ì^^.L — ed  y — a . Si  avrà  ^{-Za^x  - 
a — 

^ Q.d  Sfi  3 

x‘^)~a\/{aS — 2adx)zza{  a — ^ — ec.  (l6l)),  - a^a^x  — 

*2id 

3 , a^dx  . , 

— a/y/ ( a’  H*  a cijcjr:  — o(  a-+-  - — ec.),  a — V — a 

3“* 

,i^{aS-¥Z°^dx)'^a-^{a-^~~  ec.  ) ; rlducendo  si  trova 
•^\adx  l6a 


~T 

884.  Ma  se  succeda  che  anche  il  nuovo  rotto  divenga 

— , .si  passerà  a considerar  dx~,dx^j  cc. , finché  si  abbia  in 
o 

quantità  finite  uno  almeno  dei  suoi  termini . 

Es.  Dififerenziata  1’  equazione 

, si  divida  per  — , e verrà  jr-f  2** -h 3*’ 

«->-1  X 

n-4*3  . 

.^X~¥nX  — (n-hi)»  O , 

nx'  = -7  ——7 — = — quando  « = i , e 

(jf  — I)*  o 

sostituendo  i H-  djf  ad  x , si  ha  nuovamente  — ; ma  se  npn 

o 

si  trascuri  come  si  fece  in  principio  (883),  verrà  . . . 

n(/2-t-3i(/iH-l  J dx^  -r-  ( 72  -f  I )*  ntZx* n{n-i-  I ) 

3tZjf*  3 

885.  Con  ciò  si  trova  nei  casi  particolari  il  valore  di 

o X co  e di  00  — 00 ; poiché  oxao  — OX  — = -^,ed«o  — « = 

o o 

a b O . 1 X 

— — i COSÌ  se  *=rl,  si  hat; — =.00  — 00, onde 

000  Ix  IX 

— (iv  —^dx 

sostituendo  I -4- dx  adx,  verrà  xC=:(3oi)  — ~ *• 

Z(l-ì-ax)  dxec 

886.  Possono  anche  determinarsi  i punti  multipli  delle 
curve  ("35)  e la  loro  raoltiplicirà;  poiché  differenziando  per 
esempio  l’  equazione  a{y  — I*)*  — x(«  — <j)*=;o,  si  trova 


Digilized  by  Google 


)(  332  )( 

dv  {x  — a)(3^P  — o j » • 

^ rz  ' — — — ■ =:  — quando  x = a,y  —b',  sostittten- 

dx  ‘2a{y—b)  o ^ •' 

do  dunque  a-k-dx  ad  x,  e b -i-dy  z.i  y , trascurato d** , vcr- 
, dv  d.v  dy*  dy  ^ dy  . , 

dx  dy’dx*  dx  dx  ■ ^ 

te  dell’  angolo  che  la  curva  ( o la  sua  tangente  ) fa  con 
l’asse  delle  x (646);  dunque  se  questa  tangente  ha  più  va- 
lori , apparterrh  a più  rami  di  curva  che  passano  per  uno 
stesso  punto;  e nel  nostro  caso  all’  ascissa  x—a  corrispon- 
derà un’ ordinata  zzi  che  incontra  la  curva  in  un  punto 
multiplo,  ove  son  due  tangenti  eguali  al  raggio  I , e che 
fanno  perciò  un  angolo  di  45°  con  la  retta  condotta  per  il 
punto  multiplo  parallelamente  all’  asse. 


887.  Questo  metodo  per  valutare  — è generale;  quello 

di  Bernoulli  che  prescrive  di  differenziar  separatamente  quan- 
te volte  occorre,  il  numeratore  e il  denominato!'  del  rotto, 


non  sempre  riesce:  così  dato . e suppo- 
sto x — Uf  dal  nostro,  metodo.se  ne  avrà,  subito  il  valore 
^a,  che  da  quello  di. Bernoulli. non  si  otterrà  giammai. 


Teorema,  di  Taylor 


888.  Già  si  è detto  (823)  che  supposta  Y una  funzio- 
ne di  .V,  se  questa  divenga  x ± ndx  e sia  ndx  z:  a quantità 


2.34dx^ 


■ . V V _^ady  a^d^y  a}d^y 

finita , SI  avra  Y —y  ± — - -+  — — ± 

dx  2dx^  23d*’ 

presa  dx  co.stante.  Questa  serie  si  chiama  il  Teorema  di  Taj/- 
Zor  dal  dotto  Geometra  Inglese  che  la  trovò. 

88^.  Per  vederne  la  verità  in  un  esempio  semplice  , sup- 
pongasi y — XX  — 2:c-4-  i ,,e  si  cerchi  il  valor  di  questa  quan- 
tità sostituendo  *-!- 1 ad  x.  Avremo,  a = c , ^ zz^x  — 3» 

dx 

dJy  d^y  , . . , , 

— ^zr2,-— — o ec.  ; dunque  > si,  cangia  m x — 2jc-l*l-+ 
dx  dx^ 

2x  — 2 1 z:  XX , il  che  c evidente. 

m 


890.  Sia  yzzx‘ 


m — -2 


V dv  - 1 ddy  _ / ^ 

e SI  avra  =: mx  , -r^  — m\m  — 
dx  dx~ 

ec.  Dunque  se  x diviene  x-{-a,y  diventerà (xH-o)* 

zzx"-+- 
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m 77i»I./7j(;n  — I)i  m-iì 

—X  -i-max  H ^ -a  x 

2 

— A*  ».  •»*  / 

e pero  » h-  a = , avremo  ( « H-  a — r:: 

x-i-b  ^ x~hb  ' ' (x-fi)» 

m mbx"  m(wi-IJi*x“  I , . -m 

* -H ___ec.,  ovvero; 7T=  = i)  .== 

x-t-i  2(xH-6)*  (xH-è)*»  ' 

- m mx~"b  m (in  — i )x~"b'  — m . mb 

X -1-  b 2 ( X ò ) ^ ' or  -4-  £»  ^ 


m(m — i)i*  m{m — \){m — 2)6’ 

T(x-T6^  ~h,.2(x-\-b 

mero  finito  di  termini  quat 

si  avrk  (x-+6)*=;x’'(  l •+■ 


, ..  , . H- ec.  ) > serie  che  ha  un  nu- 

2(x-h6)* 

mero  finito  di  termini  quando  m è un  intero:  se  n~  — 

nb  n ( n -4- 1 j 6 * 

~~b'^  — •+  ) ■ Si  pos- 


X ' 


2(x-4-6j’ 

son  verificar  queste  formule  riducendo  i rotti  — — , — - — . ec 

x-t-6’(x-f6)*  ’ 

in  serie,  che  serviranno  a trovar  le  radici  dei  numeri  pron- 
tamente, perchè  posson  sempre  rendersi  convergentissime  . 


8pi.  Sia  ora  y =.  Ix,  onde  ^ ~ — f ec. , 


avrk  l(xdca)  — Ix  de  — ± — 

X 2x* 


X dx^ 
ì 


e SI 


XX 


4X'’ 


± ec.  Sia  ± a rr 


, e avremo  Z(x±a)  = Z-^~zzZ6x  — Z(6±x)  — Zxx 

o:r  X bdex 

X X*  x’  _ , / , » . 

nz TiZr—n  + TT“‘^c.  Dunque  l(b±x)=:lb± 

b±x  3(6±x)*  3(6±xJ’  ^ . f 

-7T— — j ± ec.  ),  sene  convergenti  che 
b±x  2f6±x)  3(6±x;*  ' ° 

facilitan  molto  il  calcolo  dei  logaritmi. 

892.  Sia  y=ib*\  avremo  =:6'Z6,  ^^=£*Z*6cc.;dun- 

dx  dx^ 

,x-Ha  ,,  a*Z*6  a’Z’6  , 

que  6 zzb  ( i alb 1 j-ec.  ),  c perciò 

a 2.3  ^ 

o — l-f-  oZ6  -1 ! 1-  ec.  ( 307  ) . 

O *1  ' \ *•  / 

893.  Sia  y un  arco  il  cui  seno  è x che  indicheremo  c«n 

yzzhsenx-j  si  avrk.  x = seny,^—  — — = = 

dx  cosy  ^(l — X ) dx 

seny  x d}y  I-4-2x*  , * / x. 

TZIV  = Tt IT?  «unque  Ksen  (x± 

eo<’>  V^(I—*  )*  «Zat*  ' 

T t 
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. a (i^x 

A 4cn  * ± -I ± ec. 

cosy  2004 '_y 

894.  (Queste  sene  sono  attissime  a calcolar  1'  arco  che 
corrisponde  a un  seno  dato.  Preso  dalle  Tavole  J’  arco  più 
vicino,  la  difFcrcnza  del  suo  seno  x dal  dato  icndeiii  a pie* 


a*f  I -+  2**  ) 


colissima  , e si  avrà,  l’arco  cercato  aggiungendo  ± !- 

• co4.y 

Ct^  Sf  • 

— ec.  a quello  il  cui  seno  è x,  Osservate  1°.,  che  la 

2 cos  ^y 

serie  è sì  convergente  che  i due  primi  termini  danno  i mi- 
nuti quinti  in  circa:  2“.  che  1’  arco  è csprc.sso  in  parti  del 
raggio  I,  e per  ridurle  a secondi,  a terzi  ec. , bisogna  di- 
viderle per  la  lunghezza  dell’arco  di  1"  (522),  posto  il  lo- 
garitmo dell’ unirà ~ IO  : il  quoziente  dà  i .secondi,  e di  qui 
i terzi,  i quarti  ec. 

8p5-  Facciamo  y — ^Lcosx,  e avremo  x—cosy,~-~ 

dx 

— I __  — I ddy _ — * _ I-4-2V*  , 

seny  /)/{l  - x^  )\ix^  y/{l  - x^^)*  ^ dx*  ,^/(l-**j^’  ’ 


a’  ( I -H2*M  • j-  • ■ i.-  1 I j 1 

— ' — ec.,  sene  di  cui  si  ra  lo  stesso  uso  che  del- 

6^{  i—x-y 

le  precedenti.  Se  ne  troveranno  delle  simili  per  l’arco  U 
cui  tangente  sia  A.  ±a. 

^ ^ r<-  dy  ddy  _ 

800.  aia  ora  y — senx,  e avremo  “ — cosar, — ^ — — 

dx  dx 


senx 


d*y 

'di*~ 


' — cos  a:  ec.  ; dunque  sen  (x  ± a)  rz:  sen  x ± a cos  x — 


a'  a*  a*  _ . 

— sen  X — cos  x -+  — sen  x •+  ec.  ranmente  se  y — cos  x > s* 
2 6 34  ' 

avra  cos  [ x a ) — cos  x ^ a sen  x cos  x ± — sen  x -+ 


Q 

— cosx — ec.  Queste  formule  eon  di  grandissimo  uso  per 

interpolar  le  Tavole  dei  seni.  Se  sia  x:z;o,ivaIoridisen(x-l- 
«),  cos  ( x-i-u)  diverranno  a cagion  di  sc«  x =:  o di  cos  x=^ 
1 , quelli  che  già  trovammo  (628  ) . 


Digitized  by  Google 


)(  335  )( 

. _ . dy  l day  senx 

Sgy.  Fatto  y ==  tawrx  j onde  --  — — ...  — , — . . . 

dx  cos^x  idxJ-  i.o^'x 

dh  I ^sen^x  3 3 ,,  , 

— zr ; — *■— T“  7^(6 io)  ec.,saiata;io(j;± 

2aAT*  cos  X cos^x  cos^x  cos  X 


a ò-en  x 


ansati  X 


a)zztan:t  x±  — z 1 ; — ± 1 — ± cc.  qi  . . 

cos  X cos*  X cos^x  cos*  X 

2a’  a^senx  _ a-*r  a^tarigx  ± ~V  tang  x 

3co.s*jf  3coi*jf  cos'ex  ’ cos^x  ’ 

■±  ec.  è una  progre.ssion  geometiica  il  cui  primo  termine  zz 

± a~{- tangx  ,,  , . I -,  . a* 

1 ultimo  zz  — zzo,  e il  quoziente  zz ; 

cos^  x 00  ’ ^ coA*.e 

, , , V a^tangrx'^a  ^ . 

oilnque  la  somma  (25p)zz — — ^ , e però  f ( j#  ± a)  zz 

cos  X — o 

a*tanq  x±a  2a^  seri  x 

tamr  X H -z-‘ r + T~ ; ec.  zz 

cos  Jf — a ^cos  X ^cos’X 

sen  jf  cos  X zt  a 2n*  a^senx  c-  i n 

qz  ec.  oi  troveranno  delle 

cos* X — o*  3cos  X ^cos^x 

formule  simili  per  cor(x±a). 

8p8.  Sia  ora  y — mi  senx  o al  logaritmo  ordinario  di 

. . . dy  m cos  x , . 

senx  se  m rappresenta  il  modulo  ; si  avrà  zz — — (1014), 

^ dx  seri  X 

ddy  , TTi  d^y  2mcosX  , , / \ 

7-^zz — ...  ec.-,  dunque  lsen{x±a)-s: 

dx  serrx  dx*  scn>x 

, cosx  ma*  , a^mcosx 

I sen  X ± ani — ± — eC. 

senx  2sen  X 3'*®''*'* 

o c — 1 ^ ' dy  — V ddy 

890.  Se  y — mi  coste  f sara  zz ^(851),  — 

» dx  cos  X dx- 

— m d^y  2msenx  , , , , , 

— r- . ^ . -T-z  = r — ec. -,  dunque  lcos{x±  a)  — Icosx 

,1^*  cos*  X 

a*/72  a* m senx 

T-  ^ — ^ i «C.  Sia  V zz  mltangx  , e 

cos  X 2cos  X 3cos^v 

. . dy  2m  ddy  — 2mcos2x 

II  avrk  zz ...  zz ec.  e perciò 

dx  seri  2X  2dx  sen*2x 


cos-x  dx 
am  sen  x 


7 / . \ , 2am 

ltang{x±a)  — lcangx± ec. . Lo  stesso  sara  per 

sen  2X 

ml-cot  X . 

900.  Supposto  ora  che  y sia  1’  arco  il  cui  logaritmo  del 
seno  è x ■,  ovvero  ^ zz  Al  senx,  .si  avrò  x z:  Iseny,  e per- 

/ .y  dy  seny  ddy  seny  ^ , aj  , 

CIO  — z_  ...  ^ ec. 5 dunque  Al  sen  {x  zL 

dx  meosy  dx~  m cos*  y 
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, , a%eny  . a^seny  ^ 

a)—y± -t- r~  7-  ^ 

m eoa  y 2m  cos' y 

. o-  A j seti  2y  ddy  sen  ày 

Qoit  Sift  y — tizfiff X 5 verrà  - — * i»,  •" — ■■  ■ . 

CZ^  rt  rt*  'W«*  it**  ^ 


3/7J  rf** 


4m‘ 


d’y  sen2ycos4y  , ' , . 

- = — — ec.  ; dunque  hi  tanni  * ±a)  — v ± . , . . 

dx^  2m^  ^ “ ' '' 

asen2y  a'senÙ,ycos2y  . à’sen2ycoi4y  ^ * 

— - — Ì-+ ^ ± ^ -4-  ec.  Queste  fot* 

2ni  4/n  12/71’ 

mule  posson  servire  a risolvere  con  molta  appressitnaziohe  i 
problemi  sull’  uso  delle  Tavole  dei  seni . 

903.  Là  serie  y ± H-  ec.  (S88)  da  cui  nascono  que- 
ste ed  infinite  altre  applicazioni , induce  talvolta  in  inganno 
se  si  adopri  senza  cautela,  come  può  vedersi  nei  casi  ben- 

M 

chè  semplicissimi  ò\  y—lx  (891)  e ài  y — seni'  x quando  x 
nel  primo,  ed  n>m  nel  secondo. 


ALTRE  REGOLE  DEL  CALCÓLO  INTEGRALI 

Metodo  per  ridurre  V integrazione  di  più  differenziali 
binomie  a quella  d'  altre  differenziali  conosciute . 

903.  Jl^Ebbasi  integrare  dx  {a  bx^  supponen- 
do nota  l’integrale  di  a/*  dx{a-+bx^)^  ^ ed  n > p-  Poi- 
ché <Z[#^  * (a-+6x  ^ ]=r  a(gH-l)»^  d*(a-4-i* 

ò(/7i^-4-OT-4-gH-i  sarii  integrando 

, r j t , m.k 

quest  equazione, yar  ^dx\(i~{-bx  ) — 

ar  ^ ^ ( a -4- òjf”*  / )/jf^dx(  a-i-hx”^ 

-rr— rr  — — — rrin:  — — : — — r: . ina  771  -f 


b ( Tuk  -4-  in  -4-  g •+  I ) 


b{mk  H-  m -+g-4- 1 ) 


q — tiy  o q — Ti  — m\  SI  avra 

ì -i-n  — m , , 772,é-4-I 

X 


/'x^  dx 


[a-^rbx  ) = 


-t-ii  — m,  ,/7z^K— ri  , , 

(a-i-bx  ) a\n — m~\r\)rn — m 

b{mk-^n-k- 1 ) b[mk~¥n-+iy 


djc{a^ 


m Jc 


b»  ) . Se  in  quòità  stessa  espressione  in  vece  di  ti  si  seri- 
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V*  rt  — m,n— 3m  ec. , si  avranno  i valori  di  fiT  ”^dx{a-{-  ' 
bx’^  f diyl'”  dx  (a-+bx'^  , in  generale  à\  J x'^ 

dx{a  -{•bx^ ^ i essendo  i un  intero  positivo  ; e la  formula  sa- 

/.  L » . . I -4-  n — m 

X dx{a-\-bx  ) zz(a-i-bx  ) (— 

a ( I -+n — m){ A) a{l-+n  — 3m )(B)  

jk — D)  6af*(  I •+ n -4-m  (A — 2)) 
a(l  -+n  — m ( t — I ) ) ( Z ) \ ^ 

bx"{l-hn^m(,k — Ì-+I))/ 

a*(l  -4-n— m)(l  -+n  — 2m  ) . . . . . . . . ( l <+  rz — im)  rti'im  ^ 

ove  le  lettere  (A),(B) (Z)  indicano  che 

il  termine  in  cui  sono , dee  moltiplicarsi  per  il  precedente , 
cA  il  segno  superiore  ha  luogo  quando  i è pari,  l’inferiore 

qbando  è impari.  Ora  se  n — im=py  cioè  se  — ^ — 


t e 


m 


«n  intero  positivo , potrà  con  la  formu- 

la precedente  ridursi  i.  J'x^ dx{a-^bx”^  , presi  tanti  ter- 
mini della  serie  e tanti  fattori  nel  numeratore  e denomi- 
nator  del  termine  fuor  di  serie,  quante  sono  unita  in 

Esemp.  Sia  Jx^°  dx{  I — **)2'da  ridursi  9.fdx{l  x'\-^ , 
che  si  ha  quadrando  il  circolo,  come  vedremo:  sarà  nei:  ic, 

«r=I  = — I ,OT=:2,*=:  — ,p  = o, i-m=i5-,  dunque 

2 nt 

fx^°  dx{l  — **)^  = (ì  — ( 

9-Z 


-^9 y__^7 

13  13.10 


X^  - 

12.10.8 
^ C. 


X' 

' ' ' 13  13.10 

f • : ■ 5 3.  , , ^ 9,7_6_3  . r, , 

xo  ìrtU  ^ A'f  ' 


7T?  X 

12.10.8.0 


12.10.8.6.4 


Cosiy***^^^  ^ dà[a~i-bx^  si  riduce  ayà:^  ^da(a-+- 


i**) “ : onde  se  c=:i,i  = ‘ì,c  = I ,$■=.  3,t  ,«=:2, 

anche <£*■  ( i ) * si  ridurrà  n.J]c^  ^dx(i— .»-)  » % . 
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yr  ^ \ ^ 

X dx{l-x')  -i —are.  scn 

, /’r-hl  — i 

— — — j:*),  si  avra  sempre  y*  dx{l — x*  ) ii  o il 

numero  intero  e positivo  r sia  impari  o sia  pari. 

904.  Se  i sia  numero  intero  negativo  , in  luogo  di  ri'- 

durre  Jx  \lx  (a  ~i^bx'^ ) 'd.j':t^dx{a  _+  , si  ridurrà  que- 

sta alia  prima. 

Esemp.  Sla  J'x  ^dx{l‘+'X*)  ^ da  ridursi  ayt/a(  [ * 
rr  lire  tan.>  x [S^o  ) ; si-  avrebbe  n — — , m -zz  -l , p — o ed 

^ — 2 ; riducendo  dunque  la  seconda  alla  prima,  si  a- 


m 


vrà  n—o,a—\,b—\,mz=.‘l,k— — I,p  = — 4 zz.  2 = 

m 

i ; onde  /dx{  l >4  x*  T’  r:  — -4  f—  •+  Cx~*  dx  i l •+ 

3 _ 

** )~ ‘ ; dunque  fx~*  dx{l  •+  x'  )~'  zz  x~'  — — -4j/* ia:  ( I -4 

3 

905.  Sia  proposto  ora  di  ridur  Jx  dx(a  bx^^/*  a 

JJ  dx{a-i~  bx”^  ^ . Poiché  d [ ^ ( <2  -4  bx”^  J]  z:  (n-t- 1 

./  , ^ P » ot-4/1,,  , V Z*”  7 , 

dx{a~{~bx  f ^bmpx  dx\a-¥  bx  ) ,saray*  ua:(a-4 

«-41,  , m n , 

, mp  X la-hhx  r bmp  r m-\.n  , m p — I 

hx  f— ì L/x  ^ dx(a~i-bx  / 

' n-*-l  «-41 

Se  in  questa  stessa  espressione  si  scriva  n -4  /n  , n -4  2>n  ec. 
per  «,  e p.-I,p-2  ec.  per  p,  si  avranno  i valori  àijx 
dx[a  ^ bx  f , di  Jx  dx{a  bx  y ec.  e si  tro- 
verà. la  seguente  £ormu\a.:  J x^dx[a  Jzz{a  -ybx'^ J X 

/ x'^~^  * bmpx"  ( A ) bui  (p  — • 1 ) **  f B ) 

' I -b  « (l -4«_|.t7/)(a-t-Z>A.“')  (l -4«-42/n;(a-4Ìa.'*j  > 

bm  (p  — t'-t-2)(Z) 

( I -4.  n -+  /«  { j'  — I ) J ( a -4  hx")  ' 

b*'  in*'  p(  p — I )....(  p — i'  -4  I ) r n-¥im  , «1  P’d' 

-L  -J. S. Jx  dx(a~ìrbx  ) , 

(l  -4«X  1 -4«-b  .71  )....!  1 -f-.'i-4  m(  t - I } ) 

ove  i segni  e il  numero  dei  termini  e dei  fattori  si  prendono 
come  prima  (903).  Ora  se  p — i'zzqosep — 5 — f'è  intero  , 

r integrale  di  x^^dx(  a-4  bx^  J si  ridurrà  a ^ 
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bx” , la  quale  potendo  tidutsi  ajxdx{a  •+6X*”/  quand® 

./  -a  i ^ a 

n ^im  — im  — Ty  cioè  quando e un  intero  positivo 

. m 

i — i' , anche  la  formula  proposta  vi  si  potrk  ridurre . 

Esemp.  Sia  da  ridursi  Jx*dx{\  — **jà  a /d.(.-a-)Ì, 
si  avr'a  n^n,az=.l  ,b  = — i,w  =.2,p  = ^yr=o  ,qzzi,p-^ 

qziz  i'  ZZ2.  Dunque y«^daE(l  - 

i 5 ^ 5 «2 

X — **)* : ma  (903) ( I — jr*)'S  = (l  — »*)* 


( 


*®)a; 


5 . 

_ 1*1  - liS^l  _ J±3fs  i:_5:3 1 , 

lo  19.8  Xo.8-6  10.8.0.4/  10.8.0.4 

^ vj  ( { __  a-*  'li  — A X- 

dunque  Jx*dx{i  — x*)‘‘^  — — — l-(l — 

^ 3 _3_5-3 

4' 

t 

^ -a.  — ^X 

/ r±s — I , , , s u 

J X dx\a-\-bx  j SI 


3x^  3 5^  _ 3-5-3-^  \ . _3  5-3  r.^  ^ ^ 

10.8  10.8.6  10,8.0.47  10.8.0.4'' 


±I 

dx{a-+bx’ ) ^ e 


Cosìyi' 


riducono  a yl-  tfx  ( a -1-  ix  ) “ . 

906.  Se  i'  sia  numero  intero  negativo,  si  operi  come 
sopra  ( 904  ) . 

Integrazione  dei  Rotti  differenziali  razionali  • 

«I 

Pc?Ji 

907.  Suppongo  un  rotto  razionale , ed  il  maggiore 

esponente  di  x in  P almeno  d’ un’ unita  minore  che  in 
condizione  che  può  sempre  ottenersi  con  la  divisione  : cosi 

x^dx  xdx  axdx  , . , a 1 1» 

= — — la  CUI  seconda  parte  e quale  l 

a-\-bx^  b b[a-¥bx^)  ^ 

abbiam  supposta  per  Ora  cerco  i fattori  di  Q (318), e 

se  questi  son  tutti  del  primo  grado,  reali,  ed  ineguali,  il  rotto 

wi- 1 , wi-2 

. , _ ax  -+  ox  -4-  ec. , . . . w , 

proposto  avra  la  forma  — — -, Xax,sup- 

^ (x-/)(x-g)(*-*J.ec.  , ^ 

ponendo  che  il  numero  de’  fattori  x — ff,x  — ec.  sia  m. 
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Per  Integrare  in  questo  caso,  decompongo  il  rotto  così  : —-^^-4- 

x—f 

Bifx 

l->ec.  la  cui  integrale  è AZ(x— /)-4-RZ(* — g)~^-ec. 

X — g 

-+Cy  e determino  al  solito  i coefficienti  dì  A,B  ec.  (273). 

Es.  Si  voglia  integrar  dy  =z  — ; faccio  — •+ 

(a  — X )x  X 

Bdx  Ddx  dx  j I !• 

1 :=z-—r  -r — , e operando  al  solito,  trovo 

et  — X a-¥x  {a  — x )x 

Aa*-+Bff.v-1-Bj;*  I j j 

— 1-t-Da — A > =0-,  dunque  A = -r,  B=: — 7, 
_D  f “ 3“ 


dx 


dx 


; ondej/=r 


_ I , dx 

D — yfdy~ — f - 

2a*  a*x  2a*(a  — a?)  2a*(a-4-o;) 

Ix  l{a  — x)  l{a~hx)  ZC  1 *C  . 

— — J: — — I Si  troverà 

a 2a  2a  a a ^ ) 


y-  dx  I C(a-f*) 


908.  Se  alcuni  fattoci  di  Q sieno  eguali,  ed  («  — a)** 
esprima  un  numero  m di  essi,  il  rotto  si  decomporrà  in 


Kdx  Bdx 
, ■,.-+■ H*ec.— h 

X—f  X—g 


. , m-  I m-2  _ 

Ax  ^-B*  -fec. . . ,-f-R 

{x—a)” 


dx , e de« 


A'*”*"'- 

terminati  i coefficienti  come  sopra , s’ integrerà  ; dx  -4- 

" (x — a)” 

—  dx-i-cc.  facendo  x—^a~z. 

(x—aj" 

r « c-  j • . • j (ar*-Hx*-H2)dx  Adx 

Esemp.  Sia  da  integrarsi  ajf  — — - — - — ; — — — “t* 

x^x  I ^ (x  “4*  I ^ X 

„„d.  A=,,*=_»,c=X. 

(x— I)  (x-t-i)*  4 4 

D = -A,E-_-1;  e però  = ^ 

4 4 X 4(x— i)* 

i^x~¥2)^^  n • -1  (2 — 3x)tZx 

—  ■= — Per  integrare  il  rotto  faccio  x — • 

, -101  • • dz  ^dz  , 

izzz,  il  che  lo  cangia  in  — — — ^2 — , la  cui  in- 

4^^  a*  4» 

tegrale  è — = ~ — ^ e trattando  così 

a 4 X— I 4 * 

P altro 
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r alrrff  rotto , novo  l’ integrale  y — ‘ilx 


.V  — 1 ‘2{x-i-l) 


J-l{x—  I)  - -5-Z(;c-M)-fC. 

4 . 4 _ 

909.  Se  sicno  in  Q dei  fattori  immaginar),  e.iprlmendo- 
si  un  di  essi  con  A'— 1- a— — I , ve  ne  saia  un  altro  del- 
la forma  A -4- a — iy' — I.  Dunque  il  loro  prodotto 
‘2ax a- , o per  brevità  a:* m.v -4- /i , sarà  un  fattor 
reale  di  Q.  Perciò  si  determinerà.  (34Ó)  questo  fatcoic,  0 

^ , ( A.v  -+B  )dx  . . . 

ra  che  sia  uno  dei  rotti  parziali 

A -4-/7nv-f-«  *■ 


poi  SI  supporr 
Pdx 

di  — r-,  e si  avrà  A e B come  sopra.  Quindi  facendo  X-+- 


VI*"-  , ’i  ffc  j • ' (A,  S— hS  J tiri 

— —a  ed  n ::::  00  , 11  rotto  diventerà  ^ ' iz 

* 4 2.2.  b'b' 

A'zdz 

ZZ-+Ù 


dz  ìi'dz  ^ ''  p A' %({z-  A!  , N 

rrr,-\ ~T — T ~^bb  )(85I  ) e 

u 0 zz  -{■  D b •'  zz->r  it  u 2 /\v>/ 

dz  / 

^ rf»  B'  r *'  B'  , j „ 

® = b'J—  = i-  X y ^ ( S50  ) . 

ove  l’arco  è espresso  in  parti  del  raggio  I ; onde  per  valutar- 
lo in  gradi  bi.sogna  moltiplicarlo  per  5;'",  296  (521  j.  / 

c-  j — z-^l  )dz  Adz  i -t- C . 

Es.  Siz.  dy~  — 2-_-_  _ ■'_;sitvo. 

( l -{*?)(  l—b  ss  j X-t-a  1 -t- ss 

wrà  A = ^ , B = C = 5-,  ondecZ^'-  

• 2 2 •'  2I-+S)  2fl-+c.s; 

— cd  V ~ Zf  I-+ZI  - ^ Z(£-4-z*l-  — X A>'cotari(r  z -4-  C . 
2^1 -X- ss)  2.  4 . .2 

Sia  anche  — ; che  si  riduce  a — — 

x{  I H-  A-/  i IH-.v  -X-  X r),  or 

{‘lX-\-^)dx  xl-V 

Tl-b-v)* 

s diviene  la  cui  integrale,  fatto 

2 i:  «*H-v  ' 

B'  zt  I , è'  z:  — , è - • Z ( s*  — - ) ^ Are  tang~~- . Sostitu- 

‘2  2 ; 4^  ^/3  _ ^ V3 

cndo  dunque  il  valor  di  s,  si  trova  per  l’intera  integrale  Ix  — 

....  ■ V T ' . - 


. Quest’  ultima  quantità,  po.sto  a-; 

I H-  A ^ -VA' 

E'  /s  2 rlz  . 

s*  H- 
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' 2 ; V3  y3 

pio.  Infine  se  Q abbia  uno  o piu  fattori  di  questa  form^ 
{x*  ■^ax-i-  b)” , si  supporrà,  die  il  rotto  parziale  ptovemi? 

A 2«i-I  „ 2»Jr2  TA 

to  da  questo  fattore  sia  dx  l — 1 e 

■ > (x- ax -i- b / 

si  determineranno  i coefficienti  A,B  ec.  come  sopra.  Quin« 

di  facendo  x z=.z  — — e sostituendo,  il  rotto  diverrà  . . . 

3 

2m — I 2/n — 2 . 

A c .r+-B®  .-l-ec.-4*R  , , . j . , 

— — — -;r dz  che  può  decomporsi  così  : 

\z  -h  b b } 

Ai  ■ B z . .... 

—, — r/-,T^</»-l-r-ì — ,r-s  eC‘i  * termini  oveul 

(z^-hbb‘)"  {z^’+bb')" 

numeratore  ha  una  ;i^tcnza  impari  sono  integrabili  in  parte 
algebricamente  e in  parte  per  .logaritmi  (856),  e quelli  ove 
z nel  numeratore  ha  una  potenza  pari  essendo  della  forma 

Mi**  c/z  . . dz  ■ . 

. , — posson  ridursi  (P04)  a — — — - cioè  possono  in- 
[z  -+b  b)"  z -+  b b 

t(  grarsi  in  parte  algebricamente  e in  parte  per  archi  di  cir- 
colo; dunque  con  questo  mezzo  si  avrà  1’  integrale  del  da-r 
to  roffo . 

pii.  Ecco  un  esempio  che  comprende  tutti  questi  meto- 
di Siad  — ^ _A(ix  ( Bx-l-G  j d*  ^ 

(DJf-4-E)d;^p  (F*^-+-Gx’-l-Hx-4-Ijd*  _.  » a t n — 

x^rl-2  12’ 

1 c — i n — I F — 1 F — t R — — I H — S I — 3 

j.  j _ fix Ù _.  (5. — £)^  . (x'—x'->f3x-5)>^* 

1 2(1-4- Jf)  2x*  6(**-1-2) 

Orai-  = 1 

12J1-+X  ^ ’ 2*'  x'  2 » 

l 1 'fxdx  — dx  1 , I A * 

"•~T  I - — , — U*  -t-2)(857)-' '-r-  Are  tang  — j- 

2*  6J  *"-t-2  13  ^ ^ ,2  ò ^3 
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jdunqucy*Vjf  (i  -4-»*)-*  = ^4,- 

— Are  tangx:  ma  riducendo  la  I.  alla II. (903)  Jx^dx{i-+x^)~  * = 

— jcfl  -ho;* )-'  dx{i  dunque 

.VI.  \ . 

Riunendo  dunque  tutte  queste  in- 

tegrali, sark^  = Iz(i-t-v) -4- -I  Z(v* -f  2) -i- 1 /(  x* -i-i  ) -4= 

* / ^ * {■*“<■  I ) l J,  I X ' 

a * 2.V 

, 912.  Dunque  ogni  difFerenzialé  frazionaria  e razionale 

ti  integra  o algebricamérite  o per  logaritmi  o per  archi  di 
circolo.  La  difITcuttir~ctJtiSTSte — n«4 — nuvuie — 1 fauuil  Ul  o ;"* 
difetto  piuttosto  dell’Algebra  che  del  metodo  d’ Intègiazii)^ 
he.  Notiamo  alcuni  casi  in  cui  lin  rotto  radicale  può  rcn^ 
dersi  razionale . 

i 

c-  /y/x-^Xy/x-+Kx\  , 

91  a-  Sia  I 1 dx  : ridotti  i radicali  allo  stcssd 


jirado  (i  4<5)  verrà  - , « fatto  Vv  = * ; ori  - 

■*  = *’*, — 12*' * cZ* , la  differenziale  i razionale  é p^- 
tò  integrabile. 

Sia  X una  funzione  razionale  di  a;  e cZ;r  = XtZ.v  v'ia -4- 6x -4- 

tx  ) ; cerco  i due  fattori  di  a -4- òv  — j- cv* , e se  son  reali 

SI  troverà  * per  la  nota  formula  (368.8“.), e quindi tZx  , dor») 
di  che  81  potrà  inregrare.  Se  per  esempio,  tZjrr: cZv.^( ±0^.4; 

cc*'  ) ,•  si  farà  ( 368 . 8“.  ) di  a*  + *»  = Q = - 

. {±a^:xr  ' - 

=± 


« =P*® 


:«=F^  **=tl  ’ f**dt=i)»’ 

) — ~ — ~ > dunque  «Zy  — - — — _ La  formula  col 

8 =1: 1 (a*d=  I )* 

segno -4- si  integra  riducendo  fdz{z^^\  ifz'dz  ( **  -+ 

1)~’  (906),  il  che  àkft^dz{z'  -+■’  I ) ’ ; onde  poi  riducen- 

4o  questa  a /a"cZ*(**-i-i)-3  (poj) ^ si  trova  %a*  fz^dz{i  •+- 
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- -+  X are  tang  z -i- e , ovvero  se- 
ito  il  valor  di  * , J dx 

tang  ■y/  ^^--+ e.  Ma  la  formula  col  segno  - si  integra  al  so- 

..  r 8a*zVz_  7 *■+■'.  j. 

l.to  (908,  e ». 

^ ^ ^ -l-  e , ovvero  sostituito  il  valor  di  a ( e osservanvlo 

eh»  = 

z — 1 z — 1 a 

a: v^(  a*  — ^ 2^.  I **  ~**  «-.^  f ) _j_ 

•J.  2 a 

r>  , dx  - . X -+  a , 

Se  dy  = --■  , fatto  come  prima = a*  , 

. , ±=  -2iz  , . fa~\-  X 

saia  dy  — - - — ; e col  H-  verrà  v — 2 X are  tono  ^ — - , 
z*±i:I  va  — X 

Q 

col  — si  avrà  y — l—  [a:-+-v/(**  — ^))(9°t)- 

914.  Se  i fattori  di  a^bx-^  cx^  sono  immaginar),  fac- 
cio svanire  il  secondo  termine  ponendo  jf-t — “aedhoZrfaX 

2c 

*f~*  I 

V[z*-4  c*J  . Sia  dunque  a*H-c*=:Q,  onde  fatto  nella 

J-* 

nota  formula (368 . 4°.  ) arr  I ,Arr  u , sarà  ì ^ e dz — 

2u 

(h^-+c^  ) , dopodiché  si  integrerà.  Così  se  dy  — dx  \/(-v*  -+ 

, ±=I  M* — a*  //  , ,,  , du,, 

a*i  , avremo  z = ,u  — -+a  ),  dx—  — ^ 

2m  214 


a*)  » a*  ) — , onde  dy  — u~^  du{tt^-i-a*) 

2u 

/ s— I=pl  -il  J-  7 

(2u)  , cioè  ,col  segno  di  sopra,  ^ ^ —x: 

xidu  addn  a^du  u^-a“*  a*.  u* — a* 

— -j.  -^,ed;i=:C-4-  — — ^_Zu:  ma  — — — r= 

4 2«  414^  8i4*  2 814* 

= 7 V ( **  -+  a*  ) -,  dunque  jr  = C H- 
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^2 

■v/f  4T*  _f  a^)  H-  —/[  ] . Col  segno  di  so*#, 

dy~'~zd  y — lCl^  \^x-  ^a')^x]. 


X 

2 


Metodi  di  integrar  per  Serie. 

P15.  Quando  una  differenziale  non  ammette  integrnzio- 
ne  esatta,  si  ricorre  alle  approssimazioni,  e le  serie  sono  al- 
lora l’ultimo  compenso.  Infatti  riducendo  in  serie  una  fun- 
zione X della  variabile  x,  si  ha  una  serie  di  terminimono- 
mj,  le  cui  integrali  riunite  danno  un  valore  approssimato  di 

f^dx  . Per  esempio , 1*  integrale  di  è l ( a -+-x  ^ » 

dx  dx  xdx  x^dx  , . , dx 

— — - — -V  -1-— 3 ec-  (273)  ; dunque  f- ov- 
ai —V"  ut  o <z  a J a-^  X 

, f s X x^  „ 

l(  a~i-x)  — H — ec.  H-  C : se  si  fa  x =:  o, 

a 2a*  3a’  ’ 

à Czz  la  f e'Z  ( a~t-a;)=Za-t-—  — *+-^  — cc.,  onde 

2a 


vero 


Sara 


30* 


Z(a  — x)  — la ~ ~ — ec.  Supponehiamo  — cz 

a 2a*  3a’  rf  B ^ 

. — , ed  avremoZ(a  — x)—Qla  — l(a-hz)  — ia -~~  — 

ti  -{•  z a •+  i5 

^ — .TT— — ^ ^ 

2(a-i-z;  _ a-f-z  2(  <2  _+ z ) 

ec. , serie  tanto  più  convergente,  quanto  saia  z minor  di  a. 

Per  esempioZ  n = Z(io-+ I )=rZlo-f -5- — -4.  ec. 

H 2.11* 

2,397.  «• 


dx 


Così  si  ha  dy  — — — rz:  dx.~x^dx  -+  x^dx  — x^dx  ec. 
1 

^ S 7 

( 273  ) • cd  j r:  are.  tang  x ( 850  ) = « — — t-eC- 

'52 


Così  dy=  - . = £Z«(l— o;#)  zr^cZs-fi-»-—  -b 

— XX)  * ' 2 


^ — 1-  ~~"g — b ) (161)  5 y — arc.  seti  x (850)  — x ~b 

I x^  , 1 • 1 

H— ee. , integrale  a cui  non  vi  è co- 

2.3  2.4.5  s.4.6.7 
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stanw  da  aggiungere  ; Sia  x—  i , e la  circonferenza  =r  t , sa- 

. 7T  l.<  1.3  i 13  5*  c r I. 

^ 4 2.3  ^2.4.5  3.4.6.Z  2 

, *•  i i.i  1 .3.  I I -3-5- 1 

co  diventa  — = h j ^ — H ^ -t  ec. 

)2  2 2.3.2’  2.4.S.2’  24.0.7.2^ 

916.  Bastino  questi  esempj  ; ma  il  seguente  Metodo  di 
integrar  per  parti  da  delle  serie  più  convergenti. 

l.a  forrriulà  XJi  —/XdJc  -4-J jcdX  da  fxdx  — Xx  •^J'xdX . 

Sia  dX=X'dx‘,  Àvin<iaé /'fidX=:/x'xdx ^ fiitto xdxzidz  onA* 

— = z , Sara  /x'dz  = X'd  —fzdX'  = i-  ( X'jcjr  fxxdX'  ) . Sia 
2 2 

tiX'  ==  dun>juo  y''T^rl')C*—J\c"/K*dy,  e fatto'  x*dx  cz 

dz  onde  — = S5 , sarò. /x"dz  = X"*  —ftdX"-  i-  ( X”x^  - 

Jx^dX")  ec.  Sostituendo  questi  valori  nella  primk  espressione 

ai  trova  fxdx  = Xx  — ^X'^~  X" X'" 

^ . 22  2.3  2.3  4 

•t*  ' dX 

X""  — ec.  ovvero , supposta  dx  costante,  onde  := 

2.3.4- 5-  rr  . . 

ddX IV r rZX  vn' ddX,  . \ ^v  j __  v 

dx  dx  dx 

x'dX  x^ddX  x^dddX 

'r-r-  “+■  — j—i cc- 

Si.dx  2.3.dx*  2.3  4.£i*’  , 

r C-  V I -V 

Es.  Sia  X = , SI  avrk  — = -, , — -r  = . . . 

dx  (a-Hx)*  dx 

2 dddX  — 2'3  . A.,  /-aV 

Dunqueyxd4‘ 

cijf’  aH-  X 

X x^ 

1-  . -7,^ec.  . . . -+  C,  ovvero  Z(a-4-»)  = Za-f 

0-4- 2(0^-+'*)*'  ' ' 


0-4- * 2(a-4-Ar)* 


ec.y  (Spi). 
,m-i 


pI7.SiaX  = OT(a-i-x')”*  onde^^  {a~ì-x) 

dx 

rzm{m  — I ) (ot  — 2) (a  -t- ,■  ec.-  Dunque  / Xdx  = 

' ^ o -f  * )”*=  C rf- in«  [a  H-  x)^  ^ ^ m(m  • l)x*(a-+  x)”^  ec. 

2 


»«’2 
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jPjjtto  af  =ro  , verri  Ccr  a , ed  ( wjjef  a -+» 

Pi)  — X ) \ H-  ec.  Facendo  a -4- 

« ;=  »,  avremo  ( » - , — ~ot(  ot  ^ i)«*  a™*® 

.c.  ) . . 

( ? « fx .”(  ■ + -+  ) ....  ^ +_£)!  _ 

» 2.»  »“  ” 

/n*  »w(ot— l)«*  (»-4-x)-"  a" 

— j hec....e  — = — =- — =;  I — 

»'  aa*  Z-*  (»-4-«)» 

mjf  iTifni -4- 1 )Af*  , 

1 ? ec.;  dunque  se  »-t-«=  i,  avremo (i  — 

^ "'■*  , . . 
m ,m , tnx  m(ff2-4-i)ar*  ...  m m 

mx  m[m  J«*  . 

7 -e  — V, ^r-  -t  ec.  ) . 

i-t-jf  2(6  — *)*  ^ 

jl8.SiaX=:a'Za,  =a*Z*«,^^z:a*'Z*a  e?.,  il  che  di 

fxdxTZ  (852)  a*=  C V+  a'xZa ( I — i*Za-4-  ^^x'I'a  — ec.) . Sia 
jr  = o,  si  avrà  C = l,  ed  a*  = l -4- a'*Za ( 1 — | *Za  ■+ ec.  ) ; 
dividendo  per  a* , verrà  1 — a~*  h-  «Za  ( £ — ^xla  •+  ec.  ). 
Dunque  a“*=;£ — «Za(i  — l*Za-f-ec.),  e supposta  «positiva, 
le  sue  potenze  impari  cangian  segno,  ed  a*  = i -4-  «Za  -f 

— \r  ec.  (30Z)- 

919.  Se  X = jq~s  > serie  sari  troppq  complicata , Pongo 

dunque  = u onde  -,  = du  ; dunque  = 

fudx  = ii«  —fxdu  — , Pongo  — — — = u 

l-+«*  •'(1-+-**)*  ^ (l-l-«*)* 

onde  — =:du,  e fatto  2«*tZ«=d»  onde  — = a,  sari 

(IH-*  )5  ■ 3 ’ 

y(i-4-«*)*  •'  •'  I H-«*  )’ • 

5fri?Y = “ = 
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ris  oide  sari  =fudz  — uz-~ftdu= 

’ r 3'  1 -+A  >’ 

■>  *1^  ‘Z*X‘òx^dx  (ix 

— ~~—r-x~^r — / — x~4  CC.  Dunqae  f-  — rr  ( 8 .0  ) /4rco 

tan-  xz=:a—  — - H ■---  — - ^ r -4-  ec.  Dunqu* 

® 1-4- XX  31-4-xx/  3.5(,l-+-xx/ 

in  f»eneia!c  polciiè  x—tan^a^  ^ , riostituendo  , e ridue«;a* 

coi- a 

do,  SI  haaz:tos  a {sena-+  ~ sen^a~t-^^sen^a-\-  seri' a -4- 

3 3 5 . 3 5-Z 

. seri  'Xa  2 , 2-4  , 2.4  6 , > 

ec.  ) — - (IH scn'aH-  — se«’’a-4-  — se/i®a -4- ec.  ) . 

3 3 3 5 3.5.7 

Se  fl  45''  e perciò  xrr  1,  .sarà,  la  circonferenza  Sa:i::x=: 
I 2 2 \ 

4(1-+- 1 H-  * -4-  ec.  V. 

3 35  3-5-Z 

Integrazione  delle  Differenziali  Logaritmiche 
ed  Esponenziali . ~ 

920.  Vogliasi  Jxdxl’’x.  Posto  Ix  zny  e successivamonte 
X(Zx  — Ja  , a J_y  ~ da , udy  — dt , tdy  — ds  ec  , P integration 

per  parti  (916)  dà  Jxdxl"x  ~ y"z  — riy'^  — 

I )/  “ ‘-^r  — « (/2—  I ) («  — 2 ~^S  -4-  ec.  - DxJ  Xdx  - 

rff  - ‘ v/^ fXdx  fxdx  - 

r;  ( n — I ){n~2)l'^~'^x 

;i  — 3 , X = verth.Jxdx=:-  ,J'—JXdxzz—ec.,e 

5 ^ 5 

Jx^dxVxZZ  -{L^X 4-  -JH-C. 

5 , 5 5'  5^ 

921.  Se  n sia  negativa,  fatto  Ix—y  e successivamente 
d'.  X^)  — Xdx,d{X'x)  — X''dx  ec.,  verrà,  dx  xdy  , e con 

lo  Stesso  metodo  s’ avrà,  — '-r- 

J l”x  d yt  ‘x 

, X'ix  X'Tx  , I 

( X — 1^' 1“  ; -4-  €C.  ) -4*  . : 

(«— 2;(«  — 3)  (n— 2)...2.I 

J Cosi  se  ,-2  = 3 cd  X=z%x{lx—  l),  si  ha  X' = 

2.V  ( 2/.r  — I ) » 
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2x(a/x~.  1 ),X"  = . 

J l^X  ‘2l‘  X ^ ^ 

2X  -4-  2xlx  ( ‘2lx  — I ) i -f  ^ -_j.  c 

'2j  . Ix  Px 

922.  Debba  ora  integrariii  T esponenziale' a*'Xci.r . Po- 
sto onde  =5  i (852),  e fatto  suceessiva- 

mente  dXz=lPJx  ,dX'  =:  \"dx  ec.,  yerrk  col  metodo  stesso 

r mia  mia  ^nPPa  ' m”l”a  > ‘ • 

JL“  oixjn-^l)  ; . 

n-4-r  n-t-T'  / ^ ^ segno  di  sopra  è-per 

« . L 7 a ' ■ , . ‘ _ 

un  numero  pari  n d’apici,  ed  n è determlnara  da 
Lnstante.  Cod  se  «,-3  cd  X = 3*:Ma:?<z  H-  1 j,  èi  lia  X' 
o-v  ( 2xla  -4-  2 j , X'  zz:6{  ^xla  H-  1 ; , X"'  :=  1 6lu  zz  C , onde 

3» '4  = 2 è y>3aJ  »>  Va:  ( xla  -fc  l-J  = [ 3,?.(  xla  -4- 


I )_3-y(.rZa-4-  2J  6(3jfZ<r_H)  • i /• 

flJjr  J . r i ^ .J 


SI 


923.  Se  azze,  numerp  il  quì  logaVitmo  iperbolico  è l , 

!i  ha/e**xji  = ^(X— — i - • 

m m m'  - ..  «j»  >•+■••• 

1 V w-r  v( -t"  I )'.  ^ ^ ^ 

nl^J  f'  7 ed  X = 2(a‘— 

A-)Xa—  **-  !■)>  verrjj 'X.'  = 2<‘2a:'^2aM-  K),X^'±;4±:C,  on-  • 
— y ('a  — « i ( «.—  .r  — I ) dx'zzi 

— [ 2(a~  a-)(a  _ l}-7|Ì^^2a— I J -4-ye*'cYa  = 

C . — z • ■•,•  • ■ ' ^ - 

. ‘924.,  Sia  anche’ da.  integraisf  —^'Poiché d'uzzi I4- 


-H  ec.  (918  )V  verri  T~~  ‘—f  Ì^~>rìa  j 

> t • ... 


Xdx 


-4- 


^ h-ec.'Onde 


"ìt*C'2(.  -f.  cc.i 

•»  ■ - — .4' , • 

Pz 


. ..  ,...  —i"-  4 . . 

c $e  0*1^2,  si  avr'a  fp=c^ 

ZZa  -4-  Za  ■+  -f — -4-  tc  / 
....  J Iz  • , isu»..,  2.2  3.2.3  ■ ,7 

A X 
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e poiché  • • • 

fndy—  zy  —J’ydz  — zll%  —J'ilzdz , e i^etò/'llzdz  ==  %llz  -*■ 

/ zllz—C  — Ila  — Iz  — ec. 

/ Z& 

•'  . , 77i*;e»Z*x 

925-  Infine  poiché  x""  = l-*-mxlx-¥ hec., sa- 

ri /x"’'dx  —fdx  •+‘mj'xdxlx-\r  ^ f x*dxl*x  •+  ec.  — { 920) 

, ( , _ ^ H- ~ eco -f  m»’Z*  ( 1 ^ -t- — ~ ec.H 
»U  2*  3’  2 3*  4 


a / J , ecO-^  ec.  che  nel  caso  di  > 

-a  ^3  4*  5\ 

, m m m* 

si  riduce  ad  1 — — -^-t-ec. 

Integrazione  delle  Quantità  differenziali 
ove  entrano  Seni  > Coseni  ec.  . 

926.  Poiché  (859)  fdxcosx  =senx,  e fdx  senx  = — 
cos  X , Fari  fdy  ctos  ny  = , e fly  sen  ny=-  — ^ ,/dzX 


cos z sen 


n-H  - 

n sen  z ^ f, 

i a = , e Jd 

n -+ 1 


n cos  z c:. 

zsenzcos  Z— — • 

n — r I 


mììtnentefdy  seny  aosay  — ( 619)  — fdy  sen  { a -¥  I ) y 

-Jdysen{a-l)y- ^ ^ ^ ^ • _ 

b«  lo  stesso  per  dx  sen  x sen  ax , dx  cos  x cos  ax  ec. , e si  trat- 
terebbe colla  stessa  faciliti  dx  senx  sen  ax  cos  bx  ec.  riducen- 
do questi  prodotti  a seni  o coseni  semplici  per  mezzo  dei 
valori  di  sena  cos  b , scnasenb  ec.:  ma  per  integrar  dxsen  Xt 
dxsen^x  éc.  è preferibile  U metodo  seguente. 

927.  Vogliasi  fdxsen"x.  Fatto  senx  zz  y , onde  dx 

dy{  \ —y‘  )f  ^ i riduco  ( 903 ) fdx  sen’’x  —fy”dy  (l  —y')  ^ 

o a fdy  ( I — y'  ) ^ = are.  seny  — xsen  è pati , o e fydy  (l  "" 

a — _coja:$c  n è impari  j e restituiti  quindi  i valori, 


Digilized  by  Google 


)(  35*  )( 

ho/dxsetPx:=i  — ( sen^~~^  x -t-  ^ 

termini  se  « è pari,  e — ^^■lil^^^^llicos«,p^esi 

termini  se  n è impari.  Così /'dxsen^x—C  ~-—(sen^x-¥ 

6 

-—sen^x^— — ^ se/l  « ) -+ 2— — x:  e J'/fx  sen^ x 'zz  C — . . . 
4 4-3  6.4.3 

cosx  , Ofteti^x  4.3, 

( s«/i^*_,.  ~ 1-  2_), 

5 ..33 

938.  Facciasi  * — 90°  — « ; avremo  dxzz  — dzy  sen  x =; 

r,  n sen  z , n—i  n — I 
Qosz  ycos  xzisenz , e J dzcos  z — (c«s  , a H- — X 


n 


n — 3 


cos 


cos 


,n— 3 (n— l)(/j— 3)  n— 5 (n— 1)(«— 3)  («_c) 

(//-3;(/i— 4)  (n— 3j(n— 4)(/j--6; 

\ («— 0(«— 3)-I  i . 

z »+  ec.  ) H * se  n è pan  : e se  è im- 

/j(/z  — 2;...2  ^ 


n — ? 


pan, 


(/l  — l)(/l— 3)...3 


senzt  presi  1 termini  come  sopra. 


n(n  — 2)...l 

Per  esempio,  J dy  cos^yzzC-j- — ( cos^v  —H  — cos*y_j. ; 

5 3 •'  31 

* J'dy  cos^y  seny  ( cos^y  -h  — cos^y  -f*  — cos  Ìi)-4- 

6 4 4.3 

LhLy 

6. 4. 3^' 

939.  Vogliasi  anche  yt/j/se/i*.j/cos*.j» . Fatto  cosyzzn,  on- 
de dyzz  — dx  ( 1 — *'  ) ^ , riduco  (903)  Jdy  scn^y  cos"yzz — 

r ” ni  ^ ^ni 

Jx"dx{  I — * oa  — Jdx{  I — Jf*)  * —Jdys*n*y  se 

' m — I /n-t-I 

n è pari,  o a fxdx(i  —x')  * ^ se  n è impa» 

. m -f-I  * 

ri  : e restituiti  i valori,  ho  J'dy  sen" y cos” y cz  C . 

//!-+ 1 

^ (^cos'^ — ^y-h  — l)cos"~^.y  ^ (n-l){n-^)cos”~^y 
’n'+n  m~^n  — 3 {pi-\-n  • 2)(/72-f/j  - 4) 


se/l 

m 


-+ 
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ec  » -t- — ^ — /dysen^y  st  n è pari,  e se 

SIS/  \ ni  -4-1 

(n-lMn*'?)— 2 sen  y . 

è impari  ^ -,  presi  i termini  come 

^ (/«-f  n j («1-4-  n-2 ) — m-h  I 

sopra  (927  ) . 


. n 


930.  tacciasi  ^ — 90® — a;  avremo  ‘/j  z cos  ’ % seri  t 

n~~3 
eri  a 

rn  — 2 

(n-l)fn-3). ..  ì.Jd: 


tZCOS~Z 


(928) 


rn-+ 1 , ri  — .3 

^ COSI  2,  ri-l  (n-l)Seri  2 

C {sen  2-4- 

rn  -V  ri  m-{-n  — 2 

ec.  ) H- 

(«i-H/i — 2;(«J-f.n — 4)  («j-4-/i)(«i-4-n-2j.. . m -J- 2 

. «I-4-I 

(n-l)(n-3)  ...2cos  a , . . 

se  n pan,  e — 7 — se  n e impari. 

(«I-+M )\rn-^-ri-2) ...  ni  -h  I 

Per  esempio  , la  prima  formula  da.  /~dy  cos^y  sen^y~C-^ 
-|sen*_y  (coi*j  H- g ) — Ch- I i — scrdy  ) , e la  seconda 

Jdy  cos^ysen^y  ~ C — | cos^y  ( sen^y  -4-  ^ serdy  -}-“).  Bisogna 
dunque  che  i due  risultati  siano  eguali,  o diffcriscan  solod’ 
una  quaatitk  costante,  che  nel  caso  nostro  è --- , riducendo 

24 

tutto  in  seni  e osservando  che  cos^  rz(  i — 4t«*  . 

931.  Consideriamo  ora  i rotti  nei  quali  entrano  seni  ec.: 


I*.  f.4^~  zz  f p- — — {621)=  — zzi  cateti 

J seny  -J  2scn^^ycos^y  d cos- tang^y  \ 

— - — l tang 
cosz  . 

( 45”  - I ) = - 1 COI  ( 45’ ^ I ) ( 6 1 3 . 3”.  ) = i ( 45" -f 

) (6.o)‘:  3".  = = 

2 J . seny  J seny  J 

4°./-——^—  — r — ^^°~2Ò.  — ^lcosy  — l scc yZz  fdy tangy. 
^ J -cosy  J cosy  ' J 


zzltangy. 

ytangy 


».  r_^— =rr_- 

J sen  y cosy-  J cos* 

932.  Posto  ciò,  cerco  C Fatto  seny—x~',  onde 

J y 
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■dy=  — x~^  dx  ( A* ~ I ) 2 , riduco  f . 

j j'  '"'V  J scri"y 

Jx’^  dx{x^  — l)~2  0&~fxdx{x^—i)~i~f^y_:~ 
’ - ' J aeti^  y 

— cofjf  (850)  se  m è pari,  o a ~ fdxix"^  —i)~  2 ~ 

J se  HI  è impari,  e restituiti  quindi 

i valori , ho  f—^  - _ ( I , m—2 

J sen"y  m — i V sen"~'y  («-3;  ac/i'* 

. V ("*  - 2)(m  - 4) ...  2cof  jy  .11  — 2 

i'^-3)('^S)sen-Sy  presi  — - 

termini  se  m è pari;  e se  è impari,  -4-  (?_— 2)(/n-4)...j 

1 — 3)...2^ 

Itang ~y  , presi termini. 

2 3 

933-  Suppongasi  ^ = 90“  — * , e sark  /1^*_  — 1 

J'COs"z  m — I 

( L ^ 'ri— 2 (hi  — 2|(hi  — 4)  >. 

Vcoi*  (hi-5)c04"-’ a {’n-2){m-s)cos’‘^~^ 

{m  — 2 ) (hi  — 4) . . . 2 f anqr a 
( m — I } 

I— 2)(hi— 4)  ■„  I 
(«— I)(m— 3)...2 


se  HI  è pari;  e se  è impari,  -4- 

— 2)(ni — 4)...!  a 

— ) (931) > presi  i termini  co- 
me prima.  Per  esempio  / _i . 5 

J cos' y ó \cos^y  Acos‘*y 

4.2.COS  jy/  6.4.2  2^ 

934.  E’  dunque  facile  integrar  la  formula  ; poi- 

sen”y  ’ r 

cU  ,e  m~ik  I , »i  ha 

ser^y  sen"y  ' 

che  fatto  senyzz  a,  diventa  a~”ja(  i — e*)^  integrabile, 
giacché  qui  k è numero  intero  e positivo  (858).  Sem=2k, 

..  dy  f OS* — SCH* y 1* 

allora  _ _ — , espressione  che  sviluppita 

s’integrerà  per  mezzo  della  formula  /^4“  (P32)  • Lo  stesse 

\ i/  SÉf/2  ^ 
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. . /'dysen’"y  r dy 

sarebbe  per  / — --i  e / — — - — 

J cos^y  J seri^y  cos*y 

Ir.tcgrazione  delle  Differenziali  a p.ià  Variabili . 

935.  Se  T sia  una  funzione  di  più  variabili  ,*  ec., 

le  Jiiterenze  d*  T di  T per  T di  T perjfjd^T  di  T 

pci  t cc. , le  quali  si  hanno  facendo  variar  solamente  o x 
o o z ec  , SI  chiamano  di  fferenze  parziali  àX  T : ed  all’ in- 
contro le  somme  J^Tdx,  J^Tdy  Tdz  ec.  che  si  hanno 
integrando  per  x o per  y o per  z ec. cioè  considerando  co- 
me variabile  la  sola  ar,  la  sola  jf , la  sola  z ec.,  posson  dir- 
si òo/«wf.'  paiziali  di  T.  Tale  è la  notazione  che  adottiamo 
per  le  diitcrcrize 'parziali  ; ella  ci  sembra  più  espressiva  e me- 
no equiv'cca  di  quante  ne  sono  in  uso  tra  gli  Scrittori , i più 

j ■ r • j-  dT  , dT  j dT  . •«  L 

dei  quali  indicano  con  — dx , -r- dy  ^ dz  Cc.  ciò  che 

dx  dy  ' dz 

noi  intendiamo  per  d T,cr  T,ti  T cc.  Si  osservi  intan- 
to, come  per  principio  fondamentale  di  simili  differenze, 

die  supposto  T = p (x,^)  (821),  satk  cf^T  — pix-i-dxjy)  — 

T (8*25)  e d^  f ~pl^x-i-dx,y  -i-dy)  — d^T  — d*'T:pa- 

rimcnte  d^  T {x  ,y  dy)  — T e d*  ff'T  = p{x~^^dx,y-^■ 

dy) — d^T — tP*T;  dunque  d^  d^T  ::xd*d^T. 

936.  Data  pertanto  una  differenziale  Pd*  ■+  Qdy  a due 

variabili  in  cui  P,Q  .son  funzioni  di  x ,y , se  T ne  .sia  rin- 
terrale, avremo  dT r=  Pdx -+ Qdj» -,  dunque  supponendosi  x,y 
iniUpendenti  1’ una  dall’altra,  si  potranno  formar  le  partico- 
lari equazioni  T =.2dxjd^  T — Qdy:  e poiché  d*T— 

dxjy  p , d^'  d^  T = d^d'^Q  e rP'  d'^T  = d'*  tP'  T ( 935  ) . sarù 


d.vd^P: 


tZvd*Q  e , cioè  una  differenziale  Pdx-^* 

dy  dx 

Qd/  saru  esatta  ò potrà  integrarsi , se  la  differenza  parzia^ 
le  di  P per  y divisa  per  dy  eguagli  quella  di  Q per  X df 
visLt  per  d.v. 

Dunque  1°.  giacche  d* TztrPdx, rpT=; Qd^ , sarkd*T-l- 
«P  t — Pd.v-fQd>=::dT,  e in  generale  da  V,  funzione  dix,^» 
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si  ia  sempre  d V •+d^'V—  dV  : 3®.  se  vaij  la  sola  àie  poi 

la  sola  y,  saik  I*.  T Pdx -+.C,i^^-T^=/^Qdy  C'  e 

potrà  esser  C p{y)ì  C'  (p(x):  3°.  le  due  espressioni 

f'^VdxJyqdy  avranno  comuni  tutti  i termini  ove  si  tro- 
va xy  *,  onde  i termini  non  comuni  in  quelle  espressioni  con- 
terranno * senza  y \n  ?dx,  ed  y senza  x (833^: 

4°.  poiché  dalla  I.  equazione  si  ha  d*^T  [—qdy)  — d^f^Pdx-h 
(853)»  d^T  {=Pdx  ')— d^J^  Qdy  -h  dxp' 

(j:),  sark  {S&t)  p{y)—/'(qdy  — d!^  J Pdx)  ,p  {x)=/Ì^Pdx  — 
d^J^qdj)  e perciò  III.T  —J^Pdx  ~^J^{Qdy—  d^J’^Pdx), 
lY.r=J'^qdy-^f{Pdx  — dÌ'Pqdy). 

937.  Per  render  più  comode  queste  integrali,  chiamo  S 
i termini  comuni  o simili,  e D,D  i non  comuni  0 <lissimi- 

li  in  J*  PìZa-,  Pqdy  (036  . onde pPdx—^d-^'^.p qdy=:^ 

S-f-D^.  Sostituiti  questi  valori  nella  somma  della  HI.  e IV. 

equazione,  verrk  2T  ex  D 4-  D'-Ht  2S  f{Pdx  •+  qdy)  — 

/’(  D S -t.  d*  D'  -f  d*  S ) ma  f{Pdx  -h  Qd^  ) = T,  d^S-p 

d*SxedS(  936.  1°.),  d^D— o,d*D' = o (936.3°.)  ; dunque 
T = D-+- D'h-S,  cioè  l’  iat&nrale.  d'  una  dijfertìnziaLe  esat- 
ta PdxH-Qdy  si  ha  dalle  somme  parziali  di  Pdx  per  X e 
di  Qdy  per  y i presi  tmà  ~sola  volta  i termini  simili.  Così 
giacché  la  differenziale  (3**  -t**2ò*^  — )dx  {bx~  — 

^ i , . d'^P  d Q 

03.7-+ 3^>  * esatta,  trovandosi  — — - — re Oi».r — 6y , 

dy  - dx 

integro  3e*dx-4*  nhyxdx  —~3y*dx^  per  x e viene  **  -+byx^  — 
3.r^*  ; integro  bx^dy  — óxydy  ^cy^dy  per  ed  ho  bx^y  — 
3.v_y*  -+cy^  : onde  Trr  D -t-  -H  S — .x*  -+-  byx^  — — 

cy^  -4-  C . Ma  poiché  talora  è necessaria  qualche  sostituzio- 
ne per  giunger,  più  facilmente  all’  integrali  , ne  porremo 
qiiì  varj  esempi . 

_ C'xdy-ydx  - y /"x*dz  f dz 

• l.  I y- fatto  -i=rz,siha  / . 

J {x—yY  X J{x-zxY  J{\—-Y 

n,  f Vtruiì  : f„r<,  * = = , si  h»  !-i'-  . 

J **  -f  J*  y ./  -h  i 
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HI  rsxàx-+ydx—xdy—  idy >^/as/\x-¥ y ) . 
to  (x-^y  ) — ^t  si  ha  Y[  ( 2z  — a)  dx  '•+  {"ix  — ^ 32*  -t- 
* -IV,  I 

3xy/(a-^y)* 

fi  ha  J'( zx  ' dx-\- dzlx -+9z^dz) . 

V •/ : fa„o  i.  »,  = p . 

II.  *-|-j=rs*,  onde  III.  xJy -^-ydx  ^‘dp,  IV.  dx -{-  dy  ~ 
■2zdz  , moltit>Iico  la  I,  per  la  IV.  e la  II.  per  la  III.  ed  ho 
xydx  -+xydy  — ‘jpzdz  , cd  x^dy  -\-xydx  -+■  xydy  -y-y'^dx—  z^dp  ; 
dunque  ^,xydx-\-^xydyzz\opzdz  c 6x* dy -¥ òy^dx—òz^dp  — 
VXpzdz  -,  sommate  queste  due  equazioni,  la  data  integrale. 

diviene  J{p~^dz  — 3zp  *dz).  ' 

ITT  / a(x^dy-hy^dx)  ‘ - , '^■ 

VI.  / — -j Tx— 77-  2-»‘  TT-  !• 

J ( * •+aV^-3f*.y  ) ^ 

II.  .v^ :p  2*  onde  III.  xdy ydxzz.  dp , IV.  xdx->rydy— 
Z'iz,  moltiplico  come  sopra  ed  ho  x'ydx  xy^dy  zz pzdz  , 

ed  x^dy-y- yX*dx-\^  xy^dy  M- y^dx Z^dp  •,  dunque  sottratte 

queste  due  equazioni,  la  data  diviene  ove 

J Sn/(“  a — i»  ) 

fatto  I!~  = u,  si  ha  f —rr ^~tT ' ' 

,,,,  f{‘lx'^y—y^)dx-¥{x'—'2xy')dy,.  _ 

VII.  / .i '-'-i:  fatto  I.xy=p, 

J v(*  j- . ' ‘ ' 

II.  -V*  — y^  — 2*  , onde  III.  xdy  •+  ydx  — dp , IV.  xdx  — 
ydy  — zdz,  moltiplico  al  solito  ed  ho  — xy^  dy.zz: pzdz  , 

ed  xhLy  •~\-yx'^dx  — xy'dy — y^dx—z'’dp\  dunque  somman- 
do que.sre  due  equazioni,  lardata  ò^iw'izhc  J'{pdz-^zdp) . 
(,3‘d.  U.ita  una  differenziale  a tre  variabili 

K.'/s,  c chiamata  la, sua  integrale  T,  sarà.  ci*^  T Pdjf  ,ci^  Ti^ 
Q./)' , <r  Ti^^Rcfz  ; dunque  (936)  perchè  la  difFerenzlaìe  sia 

. p - • ' d^P  y 

compieta  o possa  integrarsi,  bisogna  che  sia  — 

dy  dx 

P _ /"R  d®  Q _ R 
dz  dx  ’ dz  dy  - ' 

939.  Avve- 
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93<7.  Awerindosi  queste  coi^jidizioni , F irttf^ale  T 
D •+  D'~+  D"-+  S si  otterrà  integrando  Pdx  per  x , Qdy  per  y,Rdz, 
par  X , presi  tutti  i termini  diversi  e urta  sola  voltai  simili  (937). 


Così  poiché  in  ( 2V*X  Abz'x^  ]dx^(  —7,—/ r- 

VV(> 


3y’ 


I dz  si  avverano  le  tie 


S.‘j. 

condizioni,  viene  J^Ydx—y^x^ -\-bz^x*,  <)^dy  — {y'^ 

)-♦■>’  -+■  * R Jz  Z7  z*  -t-  bx*z^  -i-  !\/{ -4-  **) , onde 


Tr^rD-f-D'-t-D' 


4- 


z^-l-C.  Così  si  trovan  le  condizioni  per  le  difFeie oziali  di 
un  più  giart  numero  di  variabili,  e si' integra  quando  han- 
no luogo  . 

940. '  Data  ora  la  differenziale  del  second’ ordine  -4- 

Qc/je*  ove  P,Q  son  funzioni  di  x,  prendo  quella  del  primo 
Vdx  , la  cui  differenziale  è Pd^x -4- cZ.tccZP  ; dunque  p^iiagonan- 
do  la  data  con  questa  verrà  Qd*  — dP  , equazione  che  av- 
verandosi da  y"(  Pdd*  ^ Qd**  ) — Pdx.  Così  mx^  ^ dilx -h 
m{m — l)x  dx*  è integrabile,  poiché  dP~in(m- i)x  “dxrz. 

Qdx,  e l’integrale  è mx™  *dx,  che  nuovamente  integrata 
dk  x***  -4-  C . 

941 . Con  dx  costante  la  differenziale  è Qdx*,  onde  J^ldx'  — 

dxj'odx  -4-  la  costante  Cdx.  Per  esempio  J dx~  { i — x*  ) 
dxjf  dx  — x^dx)zzdx{  x ^-x'  ) -j-  Cdx  , e nuovamente  in- 

3 

tegrand  o , — x — — x^  -4-  Cx  -4-  C' . 

° 2 12 

942.  Data  la  differenziale  del  terz*  ordine  Rd^x  -i- 

Sdxd*x-4-  Tdx’ , prendo  quella  del  secondo  Pd'x  — j- Qdx^  , 
che  differenziata  da  2d^x-^(d^  ~+'jS^dx)d~x di^dx' , ed 

ho  R:^P  , Sdx  =:  dP  -+  ‘lOdx , Tdx  — dQ  e perciò Q —^TdA*  -1- 
C.  Sostituiti  i valori  di  P,Q  nella  seconda  equazione,  ver- 

rk  — /rdxrcC,  equazione  che  avverandosi,  da 

2 2dx 

l’integrale  Rddx_fdx*f/Tdx— pCj.  Per  esempio  x*d^x-4- 
2x’dxddx -4- ( 3x* — l)dx*  ha  la  condizione  necessaria,  e 
l’integrale  è x~ddx  {x* — x-4-C). 

Y y 
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943.  Se  dai  è costiate  f si  avrà  T integrale  dx*{Jrdx»4>  [ 

C)j  dunqne  integrando,  dx /'{dx/'Tdx-+C)~ì-C'dXf  e di  I 

nuovo  integrando  > /" [ dx/'dxj  Tdx  -+•  C ) -j-  C'x  -4*  C" . Co- 

/•  « x”"^^  Cxx 

sì  dx*/x*^4x  = , -r , Nel 

modo  stesso  si  trovano  le  condizioni  e le  integrali  di  d»IFe- 
renziali  più  elevate. 

944.  Sia  la  differenziale  del  «econd^erdi  e a due 


'.a 


bili  fddx  -4-  Qtirfy  -4-  Rd**  -4-  Sdxd^  -4-  Tdy^ . Prcnd 
xenziale  di  A(ix-4-Brfy,  ne'la  quale  A e B son  funzioa»  '^u-- 
lunque  di  x^y  y ed  ho  Addx—tr  ^ddy  -4-  dA.dx  -+*  dSùj, . clic 

fatto  dA=d*  A-4- d^  A,dB=  d^B-ftf^B,  diviene  AdJx  -+ 

d*A  , » .cP'A  d*B.  . , d^B  , , , 

.rO 


„ (£^P  ^ d^P  d*Q 

A,Q  = B,  e perciò  ^ = j,. « = -- -+ 


T = 


ar  * 

Verificandosi  queste  condizioni,  1’  integrale  sant  Pdx 
Qdy.  tanto  avviene  in  yddx  — xddy  il  cui  iiifgra'c  e 

ydx  — xdy . . ^ j 

945.  Con  dx  costante,  dovrk  integrarsi  Qddji  -4-  ^dx  -4- 
Sdxdy -^'tdy* , che  nascendo  come  prima  dà  Adx  -4-  Bdj, 

darà.  Q=  B,R  =1  i = T = ; dunque 

A = Rdx  ,Azzf*Rdx  <p  {y)y  ove  essendo  A {zz 

Sdy  — tSÉ'  ) =:  Rdx  -4-  dyp' (y) , ve r ra  (p  (>)  =z/( Sdy  — 

dx 


Rdx);  e le  condizioni  per  integrare  saran- 

dx\ 

„o  S = ^.3  H-  , T = ^ 3 i onde  V in- 

dx  dy  dy 

tegrale  Adx-^Bdy  diverrà  dx Rdx  ^ dxp(y)  -4-  Q.dy  H- 
Cdx.  Per  esempio  f ajf  -4-  Jf*  ) dJy  -{-ydx^  -+  ( 3*  ~4*  Sj»  -+•  « ) 
dxdy , presa  dx  costante , ha  le  condizioni  prescritte , e 1 in- 
tegrale è (x_y-4-_)i*-4-C)  dx-4-f  ujf-1' X*  )d^. -Nel  modo  stes- 
so si  trovan  le  condizioni  per  più  di  due  variabili. 
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applicazioni  del  calcolo  integrale. 

Le  applicazioni  del  Calcolo  Integrale  si  estendono  a 
tutte  le  parti  delle  Matematiche;  ma  noi  ci  limiteremo  a 
i}uelle  che  son  puramente  geometriche  c che  servon  di  fon- 
damento all’  altre  ( (>40  ) . 

Quadratura  delle  Curve. 

946.  Sia  la  curva  AM  con  le  coordinate  AP  = x,PM=  a 
y e vogliasi  la  quadratura  dello  spazio  'AMP  Q . Condotta 
l’ordinata  mp  e la  Mr  parallela  a Pp,  sark  Pp  =:  Mr  = 

j SO 

— lo  spazio  MmpP  = H ) J*,  onde  — >■ 

2 

y dunque  presi  i limiti  (838)  o fatto  Sy  — o (836), 

yerrk  t£Q=ij><£x  t Q~  AMP  — fydx  -4-  C,  onde  AMQ  zz 

fxdy-^C:  ove  si  noti  i°.  che  se  le  coordinate  facciano  un 

angolo  obliquo  P p , sarà  (644)  AMP  = sen  pj'ydx  C : 

3°.  che  per  integrar  queste  formule  deve  y esser  data  per 
0 * per  . 

947.  £s.  I.  Sia  un  quadrante  di  circolo  descritto  col 

centro  A e col  raggio  ai  si  avrà>=:V(  — ■**)  ^fydx  — 

AQMP  zz/j*»/(aa  — JTjr  ) H-C  = G-+*ajt-— — — ^ — 

' 2:3a  2.4.50» 

— — ec.  (161).  Fatto  o , sarà.  AQMP  = 
2.4.6.70»  3.4.6. 8.90^  ' 

o,  e però  Creo;  dunque  AQMP  — ax  — — ec. 

Da  ^Oa* 

li.  Nell’ ellisse,^  = A a*  — »*);  dunque = ....  ' 

— (ojf  — 1 — «c.  ).  ■ r 

c 6o  400» 

/’  2x  , 

ili.  Nella  parabola  j jfda:  = dx>/px  ejydx  — — yp*  =: 
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n m-n 


~xy  ■ L’ equazione  alle  parabole  di  Ultti  i gradi  è y —k  a 
dunque  toZj' nZjp •+ ( m — • n ) /o , — ^ = tà  m:n ydx- 

r y * 

xdy  : : fydx  :Jxdy  : : AMP  ; AMQ  ; onde  lo  spazio  AMP  sta  al 
rettangolo  circoscritto  APMQ  ::m  : m -+ n . 

IV.  Nell’  iperbola  equilatera,  xy  aa  ed  ydx  ; dun- 

o.,  que  fydx  — aalx-^C..  Se  si  voglion  prendere  gli  spazj  dall’ 
" origine  A,  lo  spazio  sarà.  =:  o quando  or  — o ; dunque  C-  — 
aalo—'^  (30SJ,  c lo  spazio  Q'APMN  — aalx — aaZo  rr  », 
.•  Se  AD  = a , allora  lo  spazio  Q'ADBN  =r  aala  — aalo  ; dun- 

que  BDPM  rraaZx  — aala  — aal — . Quindi  se  la  potenza 
- a 

a*r=i,  Sara  BDPM  = Zx,  logaritmo  naturale  dell’  ascissa 
APrau-t-x:  ed  ecco  perché  chiamansi  iperbolici  i logarit- 
mi del  modulo  l (,303). 

^ V.  Nella  cicloide  AEB' , xtZ_j/~  «Zxy^(  2cx  — **)(B73)  e 

^ fxdy  {—  ACR  ) {9t\6;z=/ilx  V(2flx — x’  )=  ALQP'(8r3  • 94Ó); 
dunque  tutto  lo  spazio  A£D  eguaglia  tutto  il  scnucircolo 
AQB',  onde  lo  spazio  cicloidale  è triplo  del  circolo  geni- 
tore - 


183. 


VI.  Nella  cissoide  ,y  = ~'^—  (782)  e fydx= AKM?A= 

V.(“— 

^fx^dx  {a  — X ) ^ . Ovì^J'x'^dx  {a  — x)'^  — ACONP  ( I ) ; e se 

Si  riduca  yx=^cZx(  a — x)'i  &Jx'-dx{a — x)  si  troverà  (905) 

/'  k x„3  k , r ^ i 

Jx'^dx{a  — X )=^=z^x-(a  — x)*-+-  ^Jx'^dx{a — x)  2 _ Dun- 

r \ —krl  k k 

q\iejx~dx  (a  — xj  — x'^  dx{a  — x)“'  — 2x(  ax — xx 

ovvero  APMKA  = 3ACONP  — 4ANP  =3ACONA  — ANP  . 
Dunque  poiché  quando  x — a,il  triangolo  ANP  svanisce  e il 
segmento  ACONA  si  cangia  nel  semicircolo  ACNB  , lo  spa- 
zio infinitamente  lungo  MKABQ  è triplo  del  semicircolo  ge- 
nitore . 

.0.  VII.  Nella  logaritmica!  ydx  zz  Ady  (862)«  e J^ydx  ~ 
BAPMzz  A3'-hC  ; ma  quando  = i =:  A B , Io  spazio  ABMP 
diventa  nullo;  dunque  Cz:  — A,  e ABMP=A(^  — i)  — 
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al  rettangolo  OIQM.  Se  si  fa  ^ = o,  sì  avrk  lo  spazio  in-  jo  , 
Àmcamente  lungo  BXYA=  — A=al  rettangolo  P(^IT. 


l8^. 


a: 

3 


Vili.  Sia  una  curva  BM  che  abbia  per  equazione  y zz 

X* } sì  avrà  ( 925  j lo  spazio  A8MP  zzfx^dx  = * ( i — H* 

..  • 2 

^4^  V 2 3^  4»  / 2 

^ ^ ^ — ®*'‘  ) “♦*  Se  X zz.  AP  PAI  =r  I , lo  jpa- 

zio  ABMP  = ec.  = 0,183430 

510713  ec,  , . 

IX.  Sia  la  curva' dei  seni  AMA'M''  ec.  la  cui  equazio-  jg^ 
ne  è X zz  are  sen  y ovvero  y—  sen  *;  si  avrà.  APM  rz 

/llx  sen  X :=  C — co5  x • Faccio  x zzo,  sarà  C i , APM 
1 — cosx.  Sia  ar  =:  1 80°  =z  c , si  avrà  AMA'  .=:2,  doppio  del 
quadrato  del  raggio.  Se  x zz  2c  zz  AA",  si  avrà  lò  spazio 
AMA'A-H A'M'A"A'=  o,  il  che  è chiaro,  poiché  1’  uno  è 
positivo  e 1’  altro  negativo . In  generale  se  x zz  2kc , lo  spa- 
zio sarà  zero;  e se  xzz(^k  f¥  l )c , lo  spazio  sarà  2.  Po-  jg., 
sta  r origine  degli  * nel  punto  A,  medio  di  A'A',  la  ret-  ‘‘‘ 

ta  X diverrà  — c — x zz  90°  — x,  e si  avrà  vzicos*;  onde 
2 ■ 
lo  spazio  ABMP  = sen  x , lo  spazio  AB  A'A  zz  i ,e  A'MB  A'A  r: 
o,  o non  attendendo  alle  sue  due  parti  positiva  e negativa, 
A'MBA'A  = 3 . 

X.  Nella  curva  CE  a doppia  curvatura  voleado  lo  spa-  jqq 
zio  CEF  ( parte  della  superficie  curva  CDEf  normalmemè 
alzata  sulla  curva  CD  (802)  ) essendo  al  solito  CF  = .1:,  si 

ha  yzzszz /^/{dy'  ~^dz*)  (802);  d.\inq\ie  /ydx  àiverra  J dx 

/l/{dy'^  dz^  ).  Così  se  le  sue  equazioni  sieno^’;=:p*,(jr*-h 

2p*)»  = Pp"***,  verrà  dxzz  , dz*  — , 

p P 

dy*  '^dz')zz%{p*  ) ,/v  ( 

P 


= y , e 

3P 


/(ìx  y/  ( dy'  -+  da*  ) = r -P  ^ senza 

J \ P 3P'  ' oP  k'p’ 

costante,  perchè  yzzo  dà  lo  spazio"  o . 

948.  Se  l’ordinate  partono  da  un  punto  fisso  C,  il  ret-  jgg 
tangolo  pPMr  di  prima  (946)  diventa  un  triangolo  CMt,  « 
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l88.  quindi  le  «pa2Ìo  COMC  = Sia  9 l’angolo  chtf 

fa  CM  con  una  retta  fissa  CA  j avremo  (644.638)  « 

e CO.MC=5/>*cl<rH-C. 

Q E'icmpio  1.  Sia  la  concoide  AM,  i!  suo  polo  P , PM  n; 

* y , QM  — a , PB  — B » e 1’  angolo  APM  = ^ ; si  avra  (Ó4:) 

PQ"— — ,cd  v = — ± o»  dunque  lo  «pa«o  APM  = 

, COS  p ct)$  P • 

‘2  I cos  p f SOS  p 2j  2 

" ) (93Ù  senza  costante;  dunque  poiché  PBQ  = 

2 2 

fjb'tang  p<6ti8),  sara  ± APM  :;p  PBQ  = ABQM  —ahi  tdng~  45*-i- 
ip  )dc  i^a^p , ed  AAMM  r:  2a6Zfan^'(45*-+'lp). 

II  Nella  cissoide  se  si  fa  AB  = a,  AM=r^,  MAB=:  p , 

(6451),  AO  = MQ  =:  acosp  (645),  AP  = 


^^3-  . a 

sara  AQ=:i 

COS  p 


y cas  p , PMc=ji  Sfin  p > = 


—acos  p , td  y — — 

cos  p cor’  p 


188. 


2a* -E  a*co8*pv  dunque  AKMOA=:—  f a*  ( dp 

2j  cor  p J 

— ^pcoi*p  ^a*  Hr  ^sc/i2P*— -^p)  (928).  Dunque 

AKMPA  ==  AMP  i=ly*  sen  pcosp)^  AKMOA=  §0*  (|p  — 
^ jen  3<p -4- se/jpcoi’p  ) . Ma  senp  cos^  p ~ ^ sen  ^p  ~+ sen^ p X 
cosp  ( 6g^)—^sen^p-i~senp  cosp  — senpeos^  p ( óio  ) e però 
sen  p cos’  p “ i ( i sen  4p  •+■  sen  3p  ) ; dunque  AKMPA  ~ 

( £p  — sen  2p  -4-  ^ sen  4p  ) . Fatto  p zr  90“  ~ Ìtt  (52 1 ) ; si  ha 
sen  ‘ip  — o — san  4p  (61  i ) , é poiché  ^ a}p  è il  semicitcolo  AONB 
(520),  sark  lo  spazio  infinitamente  lungo  MKABQ  = |a*p=: 
3AONB. 

III.  Nella  spirale  d’ Archimede,  AGFBNrr»,  AGFBArr 

c , CM  = y\  ,d{  COMC  ) - (948)  ni 

a 2 

dunque  COMC  = senza 
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cettcnte  ; onde  fatto  Io  spazio  COMAC  — — =:  al  *88. 

2.3 

terzo  di  tutto  il  circolo. 

Non  si  è preso  qui  1’  integrale  ^Jy^dp  perchè  questo 
non  può  estenderai  al  di  la  di  <pzr3óo“,  altrimenti  i trian* 
goli  elementari  conterrebbero  i già  sommati,  difetto 

a cui  può  supplissi  calcolando  i ti^pezj  elementari  compresi 
Sia  due  spire  vicine.  Lo  stesso  inconveniente  ha  luogo  per 

la  formula  ordinaria  ,/><{«  se  più  ordfhate  corrispondano  al* 
la  stessa  ascissa. 

IV.  Nella  spirale  iperbolica  scemando  x mentre  cresce 

vdx  *9® 

yi'l99)f  sarkCN(a):N/z(  — CM  (_y)  : Mr=— — }dua* 
que  COMC  — ^J  — : max^  = «fi  (8oo),epetò— = 
xdy  — — — ; dunque  — r:  bdj , e lo  spazio  compreso 

y ^ 

tra  la  curva  e due  ordinate  zz:^by-\-C.  , 

V.  Questo  metodo  può  applicarsi  anche  alle  curve  che  jjjS. 
han  r ordinate  parallele.  Vogliasi  per  esempio  la  quadratura 

del  setter  parabolico  AFM.  Fatto  l’angolo  AFM  = /3r:2^e 

perciò  FM=;i=  -i^(z5*)»9ara  ^ fy'dp  = = 

C9S  p . a / 16/ 

(933)^1"—  senp(——*^~  — \]=z^-S  ~tangp( — -+3)1 
16L3  \cos^(p  cosp'j  róLj  ®^Vca4  p /J 

= (610)  i -^tang^p  tangp)  senza  costante  se  il  set- 

tore cominci  dal  punto  A. 

Quindi  ( .sia  detto  qui  di  passaggio  ) in  due  parabole 
AM,  A'M'  col  fuoco  ed  asse  medesimo  e coi  parametri  p,p\ 
i settori  AFMjA'FM'  compresi  tra  due  raggi  vettori  comu- 
ni, saran  tra  loro  : : p^:p'*  ::FM*  :FM'*  : ec.  (751  )• 

Rettificazione  delle  Curve. 

949.  Poiché  (861)  ds  = v^(cf** -4- sarà  l’arco  AM  = s 

dix' dy^  ) -jf  Col’  ordinate  sieno  parallele  o par- 
tano da  un  punto  fisse. 


19T. 
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950.  Es.  I.  Nel  circolo, = v'(a*  — ** ),(/>* 
e*  l-S^r^ 


3.3“ 


, -T-  — -+-  ec.  ; dunque  l’ arco  MB  = if-f 

2-4.5<i*  2.4.0.211“  ’ •' 


I sy^ 


2.3a^  3.4 


ec.  (Ó29). 


II.  Nella  parabola,  AM=: v'"( 

4 p 4 4 4 

ciamoj^  — o,  e sarà  C tr; — —Z^;  dunque 

f!  ) H-  F ^3  r ±4£l)1 
4 4 "L  p J' 

951.  Può  osservarsi  che  se  col  centro  A e col  semiasse' 

maggiore  BA=:  -*rp  si  descrive  un’ iperbola  equilatera  BN',  lo 

spacio  ABN'Q  Sara (946)  =ycZjfy'(_)f^  *+ 4p*)("68)-,dun- 

que  AM  = — /<Zjf  y/(v* X ABN'Q  e però  AM  x 
PJ  4P 

‘5p  — ABN*  Q;  onde  Za  rettificazione  della:  paràbola  dipende 
dalla  ipiaiiratnra  dell'  iperbola  e reciprocamente . 

Ili.  Nell’ ellisse , supposto  il  .semias'se  maggiore  i , sa- 
rà ( i ^ j,  e farro  t — Z>*z=c*  (746),  si  ha  BMzi 

integrale  c'ie  non  può  aversi  con  le  rego- 
le precedenti.  Bisogna  dunque  ridurre  in  serie:  ma  per  mag- 
gior semplicità  riducendo  solamente  \/(l  — avremo 

BM=  — (I  — _ 

2 2.4  2.4.6  2.4Ó.8 

, dx  c*  r x'^dx  r x*dx 

i— V / —rr—^ cc.  Ora  tiducendo  le  intcgralr  di  cia- 

2.4.6  J v^(l— ^ 

scun  termine  a /dx  ( l — **  ) 2 (903)  fatto  k=  — 2 > — 

2,  a~i,b  — — I , « = 2,4,6,  ec.,  i = 1 ,2,ec.,p  =:  o , si 

avrà. 
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FIG. 


/ 


2 .4' 

1 


dx  ^ I 

V(I— AT-J  ^ ^ *-2 

^ V - 

(ÌX 

T" 

\ 


._^1 

2*  .4*  2’  .4*  .6 


T»“^ò?-TT-^-7^-t-ec.] 


Li  ^ 

4^3/, ^ ^ 00  •6'-  , 1 

X {i-x  ) ^ ec.];.  ma 


^ ^ — ~ (950.1  >;  dunque  soa  note  tutte  le  quan 

titk  di  questa  Serie  di  cui  è facile  conoscer  fa  legue 


circolo  circoscritto  : : l 


2‘ 


c* 

30+ 

n - c 1 ^ 

0 

2\4\y?  ~ 

li’  ellisse  è a 

quella  del 

I.  1* 

I 1^3" 

2^4* 

2*;4’^ró^' 

5c“  , . 

ec. : I ( suppostola  il  semiasse  maggiore  j.  Questa 

serie  sarà  convergentissima  quando  i fuochi  saran  vciiii. 

Per  esempio.se  c = -^a,  la  circonferenza  dell’ ellis.se  saia  a 

IO 

quella  del  circolo  circoscritto  ::  0,997495 292861  2dl  : I. 

La  rettificazion  dell’  iperbola  si  ha  qua.«i  cuHo  stesso 
metodo,  e può  vedersi  nelle  Memorie  di  Berlino  an.  :-45 
e seg.  la  maniera  di  ridurre  alla  rettificazione  di  querce  iiue 
curve  r integrali  d’ un  gran  numero  d’altre  diiferenziaU  . 

IV.  Nella  seconda  parabola  cubica, 91*  rr.7A.'^;  dunque  s;r 

fatto  j - o, 

8 

*i  ha  Crr a e l'ateo  preso  dall’  origine  = ^ u [ ’ ' -- 

9V  .8  * ' • 

V.  Nella  cicloide^  (873) preso  APr;  c ; 

dunque  s=/dx^ — = 2x/ax  = 2AN  (8:4). 

VI.  Nella  logaritmica, = adv,  s = / 

J 9*^ 

{y^  •+  a*  ) ~x , si  avrà  — ed  s — / ----- 


Vv 


Z z 


y 

, z — a 


z'—a^ 


! Z'—C. 

.1:  -•)- 
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/ a-i-nJ  [aa-i-yy  t . _ ,,  ,.  , 

all )-^-C,  espreisione  d un  arco  di  loga- 

ritmica in  cui  C è facile  a detCi minarsi  fp4“.VH). 

Vii.  Nella  spirale  d’ Archimede,  da  — ivlw/ n rm*-4- 

* Mr*  ) =:  y'  ^ dy"^  ^ ( 948  ) : ma  a;  ; dunque  s = 

®OM=y  — ^ . Descritta  una  parabola  CN' 


*2,(x 

con  p~ — -,  fatto  CQ:::i:CMzr^  c condotta  1’ «rdinata  QN', 
c 

sark  CN'= J -¥yy)  (950];  dunque  CN'=  COM, 

•nde  regna  deli’  analogìa  tra  questa  spirale  e la  parabola . 
Vili.  Nella  spirale  iperbolica,  x—-,dx=z~-~^~«à 

i9«-  1 hi  ^ ^ 

rM(=—-?^  (948))  = ^,  onde  ttjM*  ( = r/n"  rM*  ) = 

<£^*-1-—^^,  e l’arco  COM  ^y'f  M Dunque  de- 

scritta una  logaritmica  NK  la  cui  sucrangente  ~ ò — a quel- 
la della  spirale  (S65),  si  avrà  ( L'sem.  VI.)  MOC  zr  all’ arco 
infinito  NK , prendendo  rotiliiiapa  NitzaC<^— CM.  Ma  per 
l’espressione  d’ un’arco  di  spirale  o di  logaritmica  compre- 
so tra  le  due  ordinate  y ,y' , si  troverà 

yy  ) 

yi6H.y(.d,^-py)]- 

IX.  Nella  spirale  logaritmica  (Ó49)cosMwir(c):ffjr  (c/_y) 

I ? 3"  dy  * y 

I;M/7i=  — ; dunque  ADM:=.=^=:MT  per  esser  simili  i 
c c 

triangoli  wrM , MAT . 

A.  Nella  curva  CE  a doppia  curvatura  *>  è s,  ed_y  è s 
*93*  (8oa);  dunque  dy*  ) diviene  y(ds*-+dss*)=\/(djf*-+ 

dy*  H-  de*) . Cosi  s#  le  .sue  equazioni  sieno_y*=:p»,^’  ’ 


16^ 


verrà 


i 


a dy ,d»*  = ^-?!=dx*  V-  ,e  /y(dx*-t-dy-p 

4Jf  p X J 
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= senza  costante,  perchè  x 
G«  della  curva  o . 

Misura  delle  Solidità. 


® dk  I*  ar- 


. 953.  Tn  solido  S da  mururarsi  s’immagini  decomposto 

MI  un’  infinita  di  piccoli  strati  paralleli.  Chiamando  t la  ba- 
se d un  di  essi , dx  la  sua  altezza  o una  parte  infinitesima 

della  distanza  x dello  strato  dal  vertice  , sarà.  S r:  Jtdx-hC  ^ 
953.  Per  esempio,  sia  lì  la  base  del  solido,  A la  sua  al- 
tezza ; se  le  basi  degli  strati  son  proporzionali  a una  poten- 
za m della  loro  distanza  dal  vertice,  si  avra  A"; B : 

Ba”*  . r fi  r 

— — UunqueyrdA  = -~  costante 

se  la  porzione  cominci  dal  vettice.  Onde  il  solido  intero  = 

B \ 

~ > poiché  allora  x — Aì  perciò  la  solidità  dell*  piramidi , 

in  cui  W2  = 2(539),  è pA  (563). 

9o4‘  solido  BAB  rcS  è di  rivoluzione,  fattaMPrt: 
y,?p-^x,  saia  mp-y-+3y,  e il  ceao  troncato  ^9^' 

nx{y'  ■^yHy  ^ -Ì5>‘)  (564) , onde 

dunque  presi  i limiti  (838)  • posto  = 0(836),  verrà  f/S  = 

■xy^dx  ed  S=xjy^dx-+C. 

Esem.  I.  Nella  srera , y'zz2ax  — dunque  la  solidità 
d’un  .segmento  sferico  (569)  = ta» (a  _ J_  \ ^ _ 

4 . 2 . . ^ 

~—a^x~  ai  del  cilindro  circoscritto. 

3 o 

II.  Nell  ellisse,  yy=z  — {2ax  — jf;c);  dunque  il  solido 

generato  dalla  sua  rivoluzione  intorno  all’  asse  maggiore  sta 

alla  sfera  circoscritta  ::  66  : «a , ovvero  è — del  cilindro  cir- 

q 

coscritto. 

955-  chiama  Ellissoide  allungatm,  quella  che  abbiamo 
considerata , ed  Ellissoide  compressa  qaella  che  è formata 
dalla  rivoluzione  dell’ Ellisse  intorno  al  suo  asse  minore.  £’ 

^ile  il  trovare  che  anche  quest’  ultimo  solido  è — del  ci- 

. 2 
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1^.-*  lìndro  circoscritto.  Dunque  V ellissoide  allungata  s«a  all’  el-- 

. III.  In  una  parabola  di  un  ordine  qualunque  si  ha^»=: 
onde  v'‘*’"“**'***>  e/ìry'dx  — . . ^ . 


m 2m — 2n  2n-+-  m " 2n 


m-T  ^ m-Kx>^a X ^ ^ espres- 

2n-+m  2/i-t-m 

sione  del  solido  che  perciò’  starà  al  cilindro  circosciitto  ; : m : 
/«  -r  in  ; quindi  il  paraboloide  ordinario  nel  quale  m — 2 , 
.'i—  I , è la  meta  del  cilindro  circoscritto. 

IV.  Similmente  se  T iperbola  la  cui  equazione  èy"x"~ 


;o.i. 


m ■ 


oira  intorno  all’ asintoto  CP  , prendendo  CD  — AD — . 
a,  il  r I do  descritto  dal  trapezio  ADPM  avrà  per  espres- 
si o..»  — Ti — ,r(a’  — »>*)  > e perciò  supposto  2n  1> 

2;i — m 

.«so’iil  descritto  dallo  spazio  inilnitamente  lungo  OADX  -st* 
ai  Cilindro  descritto  da  AECD  : : m : 2n  wr , e nell’  iperbola 
ordinaria  è eguale  a questo  cilindro  . 


Supe'jicie  curve  dei  Solidi  di  rivoluzione  . 


91,6.  Sia  11  Una  superficie  di  rivoluzione  , e si  facci» 
195-  tutto  come  sopra  ( 954):  poiché  Mm  Zz  l^*- 

superficie  del  Cono  troncato  Mmm'M' sarà,  tt (2> M-Sj»  ) VI  5**  -+■ 

S>*)(Ó53).  ^ ^ ^ 

^y  — diverrà.  dR  zz^liry /^(dx*  ~¥dy^)  ~''2x_/y  i\/{dx  •+ 

dv*)-+-C=2rryòti*-4-C,  chiamaitdo  n la  normale  MN(86l). 

Es  I.  Nella  sfera,  n — a (862);  dunque  la  superficie 
d’  un  segmento  sferico  qualunque  è ^axx,  e quella  della  sfe- 
ra è 4a*JT  o quattro  circoli  massimi . 

IL  Nel  paraboloide  ove  — P*^)(t5l)>  si  ha 


2» pix>s/{px-+  -^p*)——>y{px-¥~p*  )’  -4-  C (858) . Sia*—- 
’ 4 3p  4 


y n ^ 

o ; gara  C rr  — 

0 


III.  Nell’  ellisse  fatto  a il  .semiasse  di  rivoluzione  che 
^9®'  sarà  il-trasverso  nell’ellissoide  allungata  e il  conjugato  nella 
compressa,  e posto  ne’  due  diversi  casi  ± a*  4:  = c*  ; si 
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va 


•»vA  (758)  ”= e ptrò  se  la  curva  girl  o ^9^* 
intorno  ad  AA  o intorno  ad  EE , si  avrà  ~~Jdx  ^ :p  **  j . 

Nel  primo  caso,  descritto  col  raggio  CD  = — un  arco  DBN 

c ’ 

la  superficie  fatta  da  AM  intorno  ad  AA  sarà  (947)  x 
ABNP ; ma  nel  secondo,  determinata  C col  porrei;— o,  sarà 

^ IV.  Nell  iperl>ola  fiitto  a il  semiasse  di  rivoluzione  che 
può  essere  o il  trasverso  o il  conjtigato , è posto  = 

c%  si  avrk  e però  se  la  cut- 

giri  o intórno  a CA  o Intorno  a CO,  si  avrà  fdx  y 
* ^ Ti  J • Nel  primo  caso , determinata  C col  fare  x = a, 

t 'C  ” * 

la  superficie  cercata  sarà  (913)— — 

~ * / rrr • nel  secondo , determinata  C col 

C •+D)  ' 

Sire  j,  = o,  sarkt<)i4)  z f“ 

V(-  -Mr)]-  ^ ‘ ' 

3\dtitodo  inverso  delle  Tangenti , e Integrazione 
dell'  Equazioni  dijjerenziali . 

N. 

P57*  chiama  Metodo  inverso  delle  Tangermi  quello 
che  insegna  a trovar  l’equazione  d’ una  curva  in  cui  si  co- 
nosca una  proprietà  qualunque  delle  tangenti.  Cerchisi  per 
es,  la  curva  in  cui  la  sunnormale  c costante  ed  n , Poi- 
ché (861)  l’ espression  generale  di  questa  retta  è 

dv 


Vi 


ydy 

j—  — a,ydy  — adx,  e integrando,  per  esprimete  che  la 
proprietà  data  conviene  a tutti  i punti  della  curva,  si  ha 


, avre- 
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m<c,  n:  2«( * -^C J , equazione  tlla  ]izraboIa,  che  rU 

*0' i!  arol'ier.ia  proposto,  h’  dunque  chiaro  che  questo  Afe» 
toilo  '■o  .(ji’Cc  alla  soluzione  di  equazioni  diifeienziali  che  di- 
cchi d i primo,  del  secondo  ec.  ordine  st  contengono  le 
difFereuze  prime,  seconde  ec.;  e son  poi  lineati,  quadrati- 
che, cubiche  ec.  se  le  variabili  vi  tfi  trovano  alla  prima,  se- 
conda, terza  ec.  dimensione. 

05S.  Siene  P,Q  due  funzioni  di  x,y,  tutte  l’ equazio- 
ni differenziali  del  prim’ordine  a due  variabili  verranno  rap- 
presentate da  Pdx  -i-  Qdy  z=.  o , equaz’one  integrabile  l".  se 
P c Q sieno  funzioni  di  x o di  sola,  giacché  in  tal  caso 
dia  diventa  dyzzXdx  o dx  :si\dy:  anzi  ilnnù  equazioni, 
fatta  dx  o dy  costante,  si  integreranno,  quando  pur  fosse- 
ro di  un  ordine  n , , col  metodo  delle  ripetute  ìnteora- 

d"y  d"v  * 

iioni . Poiché  da  ~^  — X si  b«  ~ Xdx , ed  integia^- 

—^^  ~J'idx-+C;  di  nuovo  - ~^,zzdxfxdx-¥Cdx, 

dx  I / 


—-~  ~^}'-.dx-+C;  di  nuovo  - ~^,zzdxfxdx-¥Cdx, 

ed  integrando  ^ — ^rix^XJxH- Ca*  •+ C' ec.,  ripetuta  I* 

operazione  finche  si  abbia  y.  Così  se  debba  sommarsi  la  se- 
*’  x^  x’’'^ 

rie  y— 1 H — H ec.  in  inf.,  supposto  M no» 

133  3.4.5  56.7  *'  ^ 

(X*  X* 

^ 

1.2  3.4 

\ 

— ■+  ec.  j dx  , c di  nuovo  differenziando  , ddy  = ( * -4- 

.ix’  -4-  -H  cc. )iix*,  e differenziando  una  terza  volta, 

dx^ 

d^y  ~ {1  -4*  x‘  ■+  x^  -b  ec.  ) <ix’  zr  - — . — ( 260  ) ; du.nque 

1 — X* 

o  </’•  dx  , . 1 / V ddy 

* — t integrando  (907),  —{= 

1  K CLx 

7 ' T -f  X ) — Z f 1 — X ) , , ,, 

— senza  costante,  perche  xrro  daj»=:o: 

a ddv  dxl(l-+x) — dxl{l — x)  , . , . 

2 ■ =: -,  ed  integrando  (p2o)t, 

_(  I -+-x)Zf  I -f  X ) -4- f I— X )Z(i  — X)  . j _ 

cZx(l-+x)Z.;i_Lx)-i-cZx(l— x)Z(l— -x)  . . , 

— / i 1_\ i ^ integrando 
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' (P2»).>  = (-^-)  Hi—*)—  — - 

I,ol.r.  « ».  P = £.3  = ^?=0.-=Ì’  = g.  . = 
* ^ tc, , Terra  I.  « =f^ . II. , ed,  =/^<I,  = 

ytó-,  ni. 

IV.  — ei  ^ ~J  ~ I ‘ ~ Ì — 

^ formule  intestabili  se  n sia  funzione 

,/  di  7 s ./  * . 

di  ^ j di  p , r di  5 , s di  »•  cc.  Così  per  1’  equazione  i ' 

d'y  iVy  . ^ * 1 r I-  f t 

— . — - cioè  I :=  </>•  o r ~ — , la  iil.  da  — i 2u<2  — 
d;c*  Jjr’  *l  J 

V-q-C,/2*cio  = '^'  H-C'  ed  vz=--^J_j.-i»CV-^C"c= 

2^  .7  3 3-5  ^ 

11' H-  s:iii3i£i  H-  c" . 

3-5  ^ 

Riprese  anche  le  formule  =:p,^^=  3,^  = r ec, , 


dx 


dx 


vena.  I.  y~p' ~Jqdy  ,p:=i'^^-  s/-ìpldy  y 

ed  * = /— ^- : II-  - = 9^17  = rdp,-Lq^-  jrdp  ,q  - 

frdp,x  = r-^P-  eày  = III.  c. 

^y-^/i-dp  -v^yi-dp 

rdr  = fdo , 1 r*  = /sdj , r — ^ 4'diy  , af  = /—  - ^-— 

y y yv^/^ti; 

V—  C — f—iéa — ec.,  formule  integrabili  se  9 siafun- 

'7^./Vv=/rd, 

zione  di  di  p,s  di  5 cc.  Così  per  1 equazione  — — — . 

-■^  cioè  r — B e f'rdp  — — p*  — l-  C,  la  II.  da  .r  — 

da:  ^7^2^ 


Ar^fi- TT- = (S>t4)  Uf  + V(f‘ -^  =C-, -;c' ] = xle , C'r  ' - 
yv(p’-^•ac) 
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i(  . . oPN  CV  Ce-*  . ‘ r pdp  __ 

ca^=y~—  _ 

^Ap*-t-2CjH-C"=--H-  -i-  C"  = Ce*  H-  Ce-*  H-  C' , 

3 

C'  c 

preso  il  valo>e  di  p e mutate  le  costanti  — inC,e— , i»  C'. 

*2i  Ci 

959.  2°.  Si  integrerà  1’  equazione  Ydx  -H  =r  o se 

(934).  Spesso  però  anche  non  avverandosi  quel- 
li^ dx 

1.1  condizione,  l’equazione  può  integrarsi  col  moltiplicarljL 
per  un  fattore  idoneo:  tale  « xdy — ydx-+xdx  — o se  si 

moltiplichi  per  ^ . Sia  dunque  F il  fattot  cercato , e 1’  e?- 

quazione  diverrà  FP Jjc  F^j/ = o , che  supponendosi  ora 

integrabile,  datk  difFèrenziando , H- 

dy  dx  dy 

PfP'F  r./*Q  QtZ^F  - , , , . . c 

— 7-^ — — ^o.tcKmukgenefalc  da  cui  si  avra  F 

dy  dx  dx 

se  si  prenda  per  F un’  idonea  funzione  di  x e Ai  y con  e- 
sponenti  indeterminati,  come  F ~ x"y"  •,  ed  m , n si  deter- 
mineranno col  sostituir  nella  formula  i valori  di  F,P,Q  e 
loro  differenziali , e con  eguagliare  a zero  i termini  omolo- 
ghi. Così  data  l’equazione  "ladx  — 2bydx bxdy  — o , 3.VIÒ 

P — 2fl  — 2by  j — — = — 2Ò,Q=  — òor,  — — n — b , - , =/ix*X 
dy  dx  dy 

d^P 

v"“‘ , — — wv“a"  e sostituendo  nella  formula,  trovo 
'dx 


(m  — 2«—  I )bx"y’‘ -i-2anx’''y‘’~^  ~ o . Eguaglio  a zero  i ter- 
^nini  omologhi,  ed  ottengo  i“.  m — 2n — l z=.o:  2°.  2an~  o\ 
dalla  seconda  equazione  ricavo  n z:;  o,  onde  la  prima  da 
w=:i-,  dunque  p — xy°  — x,  per  cui  moltiplicando  la  data 
equazione,  si  ha  2axdx  — 2bxydx  — 6j;*cfyz^o,  ed  integran- 
do, a**  — byx*  — C. 

- Si  osservi.  1°.  che  lo  stesso  metodo  ha  luogo  se  si  vo- 
glia il  fattore  che  rende  esatta  una  data  differenziale,  co- 
me dy — ydx‘.  2".  che  se  m,n  sì  abbiano  da  una  $ola  equa- 
zione, come  da  m — n-y-\,  si  potrà  fare  n — o e anche 
prender  per  n un  numero  qualunque:  3“.  che  non  si  ha  fin 
qui  regola  alcuna  guierale  per  dare  ad  F una  ferma  adat- 
tata 
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•tta  ai  particolari  bisogni,  benché  in  certi  casi  sia  facile  di 
determinatlo  ; ed.  cacone  il  modo . 

Supposto  JF  = Adjs,-+  Bdy  onde  — — =;  A , — =B  ( 936  ), 

dy 

F 

la  trovata  formula  generale  diver.ràk  — •+  BP — 

dy_  dx 

Ar^  . .cP'p  d*q  AQ-BP  , 

AQ  = o,  cioè— ~r^  — — —7—- — ».  dunque  se  il  primo 

dy  dx  1’ 

membro  di  quest’ equazione  sia  funzione  della  .sola  x ondetZ*<^  = 
dQ , lo  Sara  anche  il  seconde  e perciò,  anche  F , e si  avrh 


B=o,  dF  zzAdx , 


dxd^? 


rdxd-'p  rdO,  I J „ 

' W ~J  TT ^ q' 

ta  per  esempio , l’ equazione. rdx -+  tydx udy  — o ove  r ,t,u 


''dxd^P 


d-'P 


8on  funzioni  della  sola  x,  setk  P r -l-ry, Q = u,  — — =t 
I . ' dy 

J~ 

c3  F — e , fattore  che  rende  esatta  la  data , e che 

I , “ • 

I per  l'equazione  xdy  — ydx  •+  xdxzz.  o accennata  di  sopra, 

i 8i  trova  essere  = come  dicemmo . Con  questo  metodo  si 
» 

; Mmmano.  le  due  serie  y =;  ar*  ~ H-  ^ q:  . ec.  : poi- 

•'  4 4-<5  4 6-B 

che  differenziando  e poi  dividendo  per  , si  ha  ^ :p 

j , 3**d*  , /'d»  2 

dx-i-a -q:cq.}  dunque  / zf.  ec.  = .... 

4 ^ J X 4 

— onde  differenziando,  ~ =q:a:dy-t-(3±j^)d3f,cioè 

X X 

(l±  Jf*)  dy:^:  yxdx  — 2XÌx—Oy  ove  t =q:a;,  u = l ed 

/'  xdx 

=7z.i«  (856)  - . 


l:t  a;* 


I±* 
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ve*-  ) . . , 

(l±x*)dy:f:yxdx — 3JtJ*  . , V±2 

i L-^y—. — o,  e integrando,—^ — = 

C = ± 2,  perchè^ n o da*  = o;  dunque^  =r±  2v^(l  ±#®)q=2  . 

Si  noti  che  ad  rdx  -+  tydx  •+  udy  =:  o si  riduce  anche 
ry”dx~^tydx-i-udy:^o  dividendola  per  y"  e poncndoj^'""  z; 
2:  vi  si  riducono  anche  dell’  equazioni  più  complicate,  ma 
non  dobbiamo  allungarci  di  più . Intanto  il  metodo  è parti- 
colare , e perciò  qualor  non  riesca , si  passa  a separar  V e- 
quaziono  cioè  a dividerla  in  due  membri,  ciascun  de’  qua- 
li contenga  una  sola  variabile  con  la  sua  differenziale.  An- 
che questo  metodo  non  ù generale  : ecco  alcuni  casi  in  cui 
la  separazione  riesce . 

960.  Se  P rt  XY  ,Q  zz  X'Y'(X,X'  son  funzioni  di  », 

ed  Y,Y'  funzioni  di  ^ ),  saia  , equazione  se- 

X Y 

parata. 

961.  Se  P e Q son  funzioni  omogenee  di  x,y,  cioè  s* 
tutti  i lor  termini  hanno  x allo  stesso  numero  di  dimen- 
sioni, fatto  x—yzt  Sara  y una  funzione  Z di  z,  e si  avra 

dx  -^Ttdyzz-O  — zdy  -\-ydz  H-  Xdy  , e separando , * - = — 

— . Coi)  (ax~+by)  dx  —{ mx  -o  fJy]dj/y  fatto  it  = onde 

S = z=  di,iena  - ^?  = , e- 

P az-\rb  y — To)z  — n 

quazione  facile  a integrare  (910.914).  ^ 

962.  Sia  ora  l’ equazione  generale  ax^y^dJ* dy^  -¥  bx  X 

n'sP'q'  rn!'n''p'q"  , 

y djr  dy^  ■+  c»  y dsf  dy  — f.  ec.  zz  o ove  per  la  natu- 
ra di  tali  equazioni  si  ha  8emprep-h9zz:/)'H-9'z:p"-V-9''  = ec.  : 

.•  r ,,  a m r{  ri -i-n) — o,p,<7 

fatto  zza  , ella  diventa  r^ax  z 


q" 

-I-  r*  ex 


dx^dz^-ìr . 
m"  r(n"-4-2")  — 2" 


dxP  dz^  -f  ec.no,  e sark  omogenea  se  m ^r{n  q) 
2 zz  to'  -4-  r ( n'-+  q'  J — 2 — 

• 0 r 


TO  — 2 — to'  H-  2* — 2 

n'  — f-  2'  — « — 2 


-4-  r{n"  -+  2")  — 2" 


X 


Cioè 


■+  3 _ 


ff  . ft 

n -Tfj  “ ^ “ 2 


z;ec.  Così  l’equa- 
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9"'—  1 e però  r :z:  — - ~ ? I — ^ 4 i t . j 

— 2 l — 2 2-J-i 2~  I ; dunqu» 

fatto  j si  aVr'a  a*  x^djt  •+ bdx cz  ^ xdx  — 

Jx^z  dz  — Oy  equazione  omogenea  e perciò  integrabile 
{(j6l  ),  Parimente  1’  equazione  ax' dx*  -t-  bx*y^  dx^dy'^  Ht 

cx^y  dx^dy~i-gx^ydy*  — o da  m = 2,  n = o,m'—ji'~ 
3, «2  =5,  «"-—'li,,//"-  5,,/"-  1,3  = o,g'=  2,f/'  = 

1 , 3'"  = 4 e però  r = iZZ:^ -h-_2 _ 2 - 5-4-1  _ 2 — 5~b4  _ 

3-+3  —IH-I  i-t-4 

-jj  dunque  fatto  yz:zz^  , si  avrà  625ajf*djf'^ -4- 256a.-Jj> 

d**dz*-t- 1250*^2  ^dx'^dz-hgx^z  dz*  = o , equazione 
omogenea  che  facendo  g,  = ux  e dz={t^u)dx,  si  riduce 

£T'f  -+  u)*  25ò(f-Hi)*  1 25c(r  -f  12)  ^ ‘ , 

* ~~  ~i  ' ' ; -+635n— o;  or  da  que- 

U XI  IL^ 

«a  si  ha  t data  per  u,  onde  supposta  t = U,  da  iidx  -4- 

— (i  “+ u)  cijr  viene  — — — — Dd  resto,  se  taluno 
or  t U ' ’ 


j«*  • ^““3“"  — 4* 3^  o 

oei  rotti  ec.  divenisse  — , non  se  ne  faicb- 

n-^q—n  — q O 

M conto,  ciò  solamente  signiScando  che  qualunque  valore 

di  )■  rende  omogenei  i termini  d’  onde  quel  rotto  risulta  ; e 

•e  divenissero  tutti  i rotti , o andassero  a zero  tutti  i lo- 
o 

IO  numeratoià  o denominatori,  ciò  indicherebbe  che  per  se- 
parar le  variabili  non  vi  è bisogno  di  metodo. 

9^3-  Passiamo  ad  altre  equazioni , e sia  da  integrarsi 
dy  ® 

P » ^ possono  essere  funzioni  di  x. 

Paragonandola  eoo  rdx-^tydx  udy  = o (959),  si  ha  u = 

— Ijtzip  «d  F=:-— e : onde  fatto  pdxzzdz,  ella 

diverrà,  — Xe  ^ dx-~~ye  *dc-4-e  ^dy—o,  ed  integran- 

(93:),  -- ciaè  
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/ r^£  -t-  cy  Così  se  sì  abbia  y -4-  = sara  p=t  »-* 

e 

I , X = X*  ed  ^ « ^/e’^  X*  dfx  -4-  Ce  ^ ( 9^3  ) Ce 

X*  — 2*-+3.  A questa  equazione  sì  riduce  i®.  py 


e 


dx 


V ”“+•1  » j-  -j  1 e • * «o  "ZH-I 

A_y  rro col  dividerla per^  e farpoi  — — n:2  .pj»  — 

y 

y^dy  . . « » . . /n— 

— _+  Xy"  — o col  dividerla  per  y"  e far  quindi  y — 

dx 

■tt  : 3®»  p^y”^  dx  — X'y'^dy  -4-  X"y'^  dx  — 0 dividendola  per 
X'  X" 

Xdx , facendo  - - n r , — qz  trattandola  poi  come  là  passata . 

A A 

pi64-  Ma  sia  l’ equaziòn  lineare  del  second’  ordine  y -{• 

udy  bàdy  , . • ■ ày 

— - -j  o ove  a,bfdx  son  costanti . Fatto  p r=  - - ov- 

dx  dx*  * dx 

vero  mp  — —o{mè  indeterminata  ) e Sommata  que- 
dx 

sta  con  la  data , yiene  I.  y-ì-  { a '•+  m ) p — { mdy  — bdp  ) 

ove  suppóngo  ( giacché  l’ indeterminata  m lo  per* 

dx 

mette  ) che  un  della  prima  parte  y {à  -i-  m)p  sia 

l’ integrale  della  seconda  mdy  — bdp  ; dunque  y {a  -i-  m ) 

P—  — f (mdy  — bdp  )zz.y  — onde  a-4-m  = ^eH.  m = 

m f ''  m m 

a ' /a* 

• ^ ^ ^ i ^ % Fatto  ora  III.  y -4‘(a-4'/n)p±:ti  =: 


y — --  e perciò  du  — dy  — ovvero  mdu  — mdy  — bdii  , 
m _ 


m 


mdu 


la  I.  diverrà  u ~ ~ o che  ci  dk  ( 963  ) IV.  u — 

dX 


Ce".  Quindi  poiché  dalla  II.  nascono  due  valori  m\m*'  di 
m che  posti  nella  IV.  ne  danno  due  ii,u"  di  u , la  III.  si 
sciogUerk  nelle  due  ^ -+(« -1*  wi')pcr  -4- ( a -t- vi" )p 


* - 


/;  j 11  1-  • . 1 (a-4-»i'ìi/'  — (a-4-m")u' 

u dalle  quali  si  ha  la  V.  V = ^ — : — -7; — • 

m — m 


Digitized  by  Google 


)(  37T  )( 

tori  dat.  -I.  = saA  « = A,  J=_i , 

w 

de  per  la  II.  viene  m=: ±—  e perciò  m' = — , m"  =; 

5 5 S 

— I ; dunque  per  la  IV.  u'  = Ce^'  ed  C'e~*,  con  che 
dalla  V.  si  o'tciene  y zz  ~ { Cc^*'-t-5G'e  * 


u 

Di  qui  si  ha  la  somma  di  tutte  le  serie  della  fottn^, 
^ v**"  *.3r 


I -V H 1 

1.2. 3...  r 1.2.3  ..2r  1.2. 3. ..3r 

do  r numero  intero  e positivo.  Si  voglia  la  somma  della  se 
..a  ^6 

xie 


V=I  H- -i -4- 7 

1.2  1. 2.3.4  i.2.34-5<S 


+•  ec.  in  injia. , essen* 
i la  somma  della  se« 
ec.  : differenziando 


• X * 

abbiamo  dy~{x-\ H : ^ -4-  ec.  ) df«,  e nuova- 

/ 1.2.3  1.23.4.5 

mente  differenziando  presa  dx  costante  > ddy  = ( i h- 

h— h ec.  ) dx'  —ydx*.  Si  ha  dunque  y — 

1.2  I.2.3.4  ' ^ dx' 


ove  a 


zzo,b  = — I ,m  = ±V'l  I jin"  = -~l  e perciò^r: 

-i-  ( Ce* -4.  C'e  *).  Per  determinar  le  costanti  si  osservi  cho 

a ' 

'<qtando  o ,>i^iene^  — (C4-C')  = l,c(y(=:  — (Ce*ti*— 

2 2 

C'e””*d» ) )=zozzC  — C'  ; dunque  C=C'  = l ed  y zz. 


«*  -+e 


Op^ 


2 2e*^ 

5y 

•965.  Se  manchi  y nell’  equazione  data , fatto  — s » 


ella  diverrà  az 


hdz 

dx 


tx  o , e il  suo  integrale  si  trova  y =: 


ax 

— — Ce  * M-C'(oi(53):  e se  manchi  anche  ^ si  uset'r 

per  il  metodo  gik  spiegato  (958).  Se  nella  II.  •- 

quazione  sia  — a'  zz  ht  verrò  m*  ~ mf'  ^ a e qum- 

4 ^ 

di  u'  zz  u"  nella  IV.  , ed  v =r.  --  nella  V.  , ciò  che 
non  potrebbe  avverarsi  se  non  fosse  anche  C G'.  Ora 
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pei'  determinar  y in  qnesto  caso  , prenda  w mnniteii- 
ma  c pongo  m'  = m'  -f  w;  dunque  -^/  = ® 

X 

- — , ed  li"  = Ce'”'  [ i ( 308  ) , trascurando 

77i'(;7a'-+w  ) -\ 

ec.  (197J;  c poiché  m' — m"—  — w,  la  V.  equazio- 

X 

ne , posti  nel  numeratorfc  Ce**  per  u'  ed  w'  -f  w per  m" , 

— 

diverrà  y = ( I -t-  — )Ca  “ , onde  fatto  — =:  G',  viene 
•'  a « 

3* 

y =:  ( C -t-  C'a:  ) • ” : così  se  si  abbia  y ■+  — -4-  =: 

^ SdX  25CÌX* 

o , sarà  ar:— ,6rz—  ed^  = (Cn-  C'*  ) e * . Che  se 
5 25 

nella  stessa  equazione  II.  le  radici  m\m"  sieno  immagina- 
rie, potrà  supporsi  (149)  m' — — ^S^l_ i , m"  = . . • 

2 

— a— 3^V— 1 _ — 2^(a-+3oV  — O 

2 ’ . Wi'  (a_2Ty'_  I )(a-+2^v'—  O 

—1ax—^gx<^ — I X — 2a jf -+ 4o'a: y/ — I ‘2aX  

a*  -+  m"  -V  45^*  ’ a*H-4y" 

* ’ “ *■’  y - 

e * — {^a~irm*  )'Ce  ±Zy/-I 

1 > i : ma  e ^ r=. 

c*5  z ± ts/ — I . sen  z (630)  ; dunque  sostituendo , popendo  C c C' 

772  — m m — m 

— 2a.v 

e rimettendo  i valori  di  t , i5 , verrà  v~e*^  ■^"4o  co5_^^___4- 

'■  o.  -t-4g 

C'seTj— Così  s;:  si  abbia  y — — - zzo , sarà, 

^ ^ , h zz  gzz  l ed  y zzc‘*  {C  cos  x-i-C' sen  x}. 

966.  Nel  modo  stesso  potranno  integrarsi  due  equazioni 
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. j-  , - 

ffuppotte  m,b  ,f,g  Qm- 

jtaiiti  ; poiché  se  la  seconda  si  moltiplichi  per  1’  indsterm^» 
nata  m e si  sommi  con  la  prima,  verrk  (7n-+-i)^-t-(a-+ 

fm)x-¥{gmdy-i- kdx ) = o ; onde  fatto  come  sopra  (964) , 

im-+I  )y-^{a~i-f/n)x  — — f {gmdy-^bdx)z^gy~^  — ,8Ì  a- 

m f m 

. ’ ^ 4 I -+J^* 

vrìi  m-\rl  —g>  o.  ’^jm  — ed ~ g — m,  eqnazi*- 

m.  o 

ae  che  determina  m . Quindi  se  sia  («r  -i- 1 a fm  ) 

X —u—gy-+  — C perciò  mdu  — gmdy  ■+  bdx  y 1’  equazione 


sommata  diverrà  u — o e avremo  al  solito  it  = C« 

dt 

Il  rimanente  si  fa  come  sopra  (964) , e tutto  ciò  ha  luogo 
quando  pur  1 equazioni  sieno  y ■+ ax — — — ~zzo,y^ 

— 

, b'dx-i-  o'dy  . ^ / m 

ax^ — - — ^ = o,  e 11  trova  k=;C*  * 

TciÉ 

967.  Sia  anche  1’  equazione  y •4-  =XoveXi 

dx  dx^ 

fanzione  di  x.  Tutto  si  farà,  come  sopra  (964),  se  non  che 

X 

V equazione  è qui  — — ~ — — r:o  che  dà  (965)  uzie'^^  ( C — 

772  dx  TTl  \ 


m 


X 

m 


Xdx).  Così  avendo^ — ^ — —^^■zz2X, 

dx  ^dx 


Sara  a — 

1,6  — — t m' zz.  — ,m'  ' — X zz  2x,  u — Ce^  -4- 

4 2 3 

I 

2x  H-  3,«"  =:  C'e~®*  -h  2x  — I (923),  ed  _jr  = — C'a  ■+ 
2x 

~-Ce  3 ^2  (#-4- 1 ). 

968.  Questo  metodo  che  a cagione  deirindeteriaìi^ate  nt 
ec«  introdotte  nell’  o quazioni , si  chiama  dei  C.ocjficienti  In^- 
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étterminati , v&le  anche  per  1’  equazioni  lineati  di  un  qua*- 
simo  , 

lunque  ordine  n , le  quali  aommate  con  un  numero  n — . 

1 d’equazioni  mp = kq—  -~  — 0,gr  — — = o 

•c. , si  integreranno  con  la  stessa  facilita  : il  giro  però  sark 
in  queste  più  lungo,  attese  l’ equazioni  n-~- 1 da  cui  debbon. 
dedursi  i valori  dell’  indeterminate  k ,g  ec.  dati  per  m , ei 

quelle  del  grado  ( n — i dalla  cui  risoluzione  dipen-- 

dono  cc.  e quindi  m' , ii",  u'"' ec. 

Del  resto , con  le  due  equazioni  = « 

dx  dx  dx 

integrano  anche  quelle  di  second’  ordine  ove  manchi  ^ o ar  o 
sia  integrabile  la  risultante  equazione  di  prim’  ordine  tra  x 
o y t p:  allora  p sarà  dato  per  x o per  ^ e si  avrà  y = 

/'pdx  o y n:  / — . Così  da  dx*  '+dxdy  — Xd*y  — o risulta. 
/ P 

r integrabile  ~ ^ “*■  nydx*  zz  o ri- 

sulta q-i-  mp-{-  Tiy  = o — qdy  -l-  mpdy  -i-  nydy  ~ pdp  H-  mpdy  <+ 
nydy,  parimente  integrabile  perchè  omogenea  (p6l  ). 

Ma  r omogenee  di  second’ ordine  > in  cui  dxyd*xec.8Ì 
valutano  per  una  dimensione , posson  sempre  ridursi  al  pri- 
mo con  le  sostituzioni  yzziixe  qxzzzy  che  atteso  dy—pdx 

. , zdx  , dx  da  dp  , , . 

e dp  — qdx—  — , danno  — = n—  : cosi  aydx  — 

XX  p — u z 

bxdxdj  -\rgy*d*y~o  diventa  au  — bp~+gu*qx  — o — au  — 

t . I 1 ^P — ou  da  gu*dp  , 

bp~]-gu*z,  onde  *=  d — — ° L e dp  zz  ...  . 

gu  p — u bp — au 

(bp  — ait)dn  . 

— r>  equazion  del  prim  ordine  che  se  possa  sepa- 

(p-^u)ga 

tarsi  ( come  nel  caso  di  azzb)  separerà  anche  l’ altra  — =: 

* 

. Anzi  tali  equazioni  si  ridurranno,  sol  che  sieno  omo- 

p — u 

gence  riguardo  ad  , dy , d*y , qual’è  yd*y  — dy*  — Xydxdy  zz 
o;  poiché  fitto  pzz~  zztiy  — ^ onde  dyzzuydx, 

dp  zzyadx  zz  udy  •+  ydu , ^ . udx  z:  ~~  , ella  . diven- 

y u 

(I  yqdx*  — 


Digilized  by  Google 


...  38i  )( 

ta  yqdx  — i> -dx'  — Xypdx^  zzo-z,—  u*  — «X , che  dk  udx  zz 
(“*"+wX)(ijf  — diL  j du  „ 

,onae  — zzXdx,  equazione  separata  del 

p li m.’ ordine  che  separa  anche  —zzttdx. 

y 

L’  equazioni  che  non  hann®  la  forma  delle  precedenti  ,o 
non  possono  affatto  integrarsi  o esigono  delle  artificiose  so- 
stituzioni per  separarne  le  variabili  . D’  ordinario  si  sostitui- 
sce con  frutto  eguagliando  ad  una  nuova  variabile  i termini 
che  ammettano  integrazione;  ma  non  vi  è regola  generale  per 
so.stituire  , e poiché  il  molto  esercizio  supplisce  in  questi  ca- 
si alle  regole,  porremo  qui  varj  eiempj  di  sostituzioni  con 
cui  si  giunge  a separar  le  variabili  in  diverse  equazioni  del 
primo  e se.ond’ ordine  , ove  X,Y  esprimon  sempre  una  fun- 
zione di  o di 

I.  x^dx'’  -+  axydxdy  — hdy'  compiendo  il  quadrato  si 

ha  {xdx-^^2‘^ydy  — (d^a*y*-hb)dy'^  y ed  estraendo  la  ra- 
dice, xdx  — 2dy\,\/{o-^y^  ) — ay^. 

II.  i^a^X'dx  — l-  ^ii*bxdx-^  ^abyxdx~+2ah^ydx-i- b^y^dx’’^ 
ab^dj  — o.  Osservo  che  l’equazione  può  scriversi  così: 
[2ax  •+by  -\-abydx  — a^b^dx  — ab^dy  »o  ; e supposto  (3a»-t- 

by~^ab)i^dx  — o-,  verrebbe  y — — Faccio  dunque 

_ 2a»  2adx 

y — *— ~T a^dy  — dz —,  e sostituendo  e ridiicen- 

D b 

j . j abdz 
do.  Tiene  dxzz — — . 


III;  — a^dx~3yx'^dx~i‘3y^xdx  — y^dx-hx^dy-'ra^dyzzo. 
Osservo  che  supposto  ^yxdx  {y —■  x }— o,  verrebbe  y = x,  il 
che  si  avrelibc  anche  dall’ equazioni  combinate  — dx(a^-^ 
H-a’ )rr  o.  Faccio  dunque  z -1- »,  dji — 

dz-+dx,  e sostituendo  e riducendo,  viene  ~~ — — . 

a*  -4-»^ 

IV.  x~dx  -F  xydy  y'dx  zz  Xdxr.  fatto  xy  — z,  si  ha 
idz  zz  (X — j xdx . 

y.  •2ydy~hxdy-^ydxzz{a-i-x~hy)Ydy,  fatto  x -ri-  y zz 
z,  viene  ydz—i-zdyzz{a-i-  z )Ydy  : fattola  —ti,  viene  du  — 

fatto  , viene  S±‘-"<!l  = , fa. 

y y d 9*  s! 

to  — =p,  viene  infine  c/o  — 

7 ‘ '/ 

C 1^  h 


Digitized  by  Google 


;v  o^®  )( 

VI.  , too  *•  -f. 

/ X*-¥xy  -i-a*  a='v'(*  -i->  ) 

. . . z { xdz zdx  ) dz  - 

y^  — Z t Viene — = -T  : fatto  %x  =.  p,  viene 

x^z  -i-a^  a' 

a'dp  dz 

p*  z 

VII.  ( a*  — **  )dy-^-yxdx  — adx  j^[x'  ~¥y~  — a*  ) ; fatto, 

u u’  M 

^ (iu  adx 

1 )e 


V(u‘-I)  a‘— **■ 

Vili.  = aY'dy  — ^ : fatto  aY'dji  =:  — , viene  — ^ =. 

xdz  — zdx  _ . Y«Jy dp 

— r — fatto  — =p , viene — -f-  — -j  •. 

IX,  — —^^bydxzzaydy:  fatto  ix — aj» r=  a®,  viene. 

hxdz—  a%dz  -\-—^  : fatto zdzzi——  :■.  viene-  bxdz^.  = • *. 

* p. 

(.pdx-+xdp)  - . Wsj; a^dìi 

— fatto  px  — tt,  viene — =— 

P*  ’ P V “ 

X = ;,dy , cioè,. 

a"^‘  * *. 

a“"‘  X ^ ^ y.  *- 

(OT*t*.l)Zx=:?p,^=px”*”^'',  viene  l)bpx"'X. 

dx  =■  dp i cioè — ( — . I -!-.('«-•■  ^P)  — 

^ ^ m-i-3  ' 

X 


in  — r , . V _ 

s pdp  t Cioè 

^ ^ mH-2 

X 


m — I , 

a pdp 


(ai-4-l)a^*  ^bp — I 


' d Tid 

XI.  mydx •+  nxdy  —y^dy  ovretpxy  { 1 ) —y'dy  j 

3('  y 

fatto, mZx-4-nZ>  = Zp,x*>*=p». viene  ^dy^cioh 

dp  - a-i-wi(r  — l) 

- — zz  dy^y  ^ ' . 

VP 


p y 
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/(* 

■dz 


: fatto 


-v/(p*<^a*  •+  ( I — * ^ ) 


= P ; fatto  dz  zz  udp  , 

quadrando,  sostituendo  il  valor  di  u=  ^ edesttatndolara» 
dz  pdp 

dice,  viene  r = “77~-“X“* 

vii—*)  V(I— 

Xiii.  aydy  zzy^dx M*dx  cioè  x*dx~y*  ( •tìjf):  fatr 

d ^ 


to  flZy — xzzlz  y^~  — z,y  — >^*’’ii  Vien»  x'dx  zz 

e z 

x^dx  dz 

" 2x  ^ a— 3 

ve  V® 

XIV.  d;-  = : fatto  X*  - fl»  = **  ,y=zpx» 

V , , , pxdx  , pxdx  pxdx 

tfy  = a(fp  -4- pa*  zz  zdp-+  — , Viene  *ap  •+  — — - = 

%’p^dx  ^-^^dp {a*  — x’)dx 

w_— — , cioè  — , — r . 

X*  p’  x’ 

XV.  •(  X -+y  )*dy  — a^dx  : fatto  x -4-_y  zz%f  si  haE*(djs  — 
dx)  = a*dx,  cioè  dx= 

XVI.  =y,.  h„.£  = .ond. 

/^(y  dx  — 2xydydx~^y  dy  ) y 

o-=,t  e ,i  !..  ---j;-*!----  = 

Y;  quadrando,  rlducendo  allo  stesso  denominatore  e sepa- 
, dz'  Y'dy'  . ^ dz 

«odo,  o.,i  7(---j=  • • • ■ 

Ydy 

wJ?~y~y 

cioè  -~y lin-ifJlWjL;  ,od,-  = o , «h.  fate  d.  co. 

ji(l  -4-aj)  J!  (I  -+U;')- 
■tante,  si  sa  integrare  (940). 


< 
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XVIII.  ^y~dyddy>^xy->ry^dy^  ^~dx'{ydx—  xdy)ove 
dx  c costante:  fatto  — viene  ydy'—dx'^  (3v'z  ■+  C). 

XIX.  xddx-^dx^  = — ^ — - — ove  dy  è costante:  fatto 

, j • a}dx_  , 

xdx  = %dy , viene  — - =— ydy. 
z 

XX.  ddy'^.Xdx’^  ove  è costante  d.v:  fatto 

. ^fTl  Tìl  I j \z  J 

dyrzzdx,  a z dz~\dy. 

XXI.  adxdy  — ( ‘2add  t — 2xddx  — addy^/ x — dx~  ) ( a 

. - . , , , . adxdz 

x)>^x:  se  SI  faccia  a — x—p  e dy  — pdz,  viene  ~iT^  — 

pddx  — — ddzJx  — — . cioè  posto  il  valor  di  a=: 


pdàx — ddzy/x — , cioè  posto  il  valor  di  a = 

P 

dxdz  7j  di'* 

r»*-4-  le  e di  dx~  — 2pdp,ddz>Jx  -+  — ——pddx 

■»  2 \/x  2p 

cui  integrale  è dz>\/x  — pdx  cioè  pdz  { — dy)^^—. f-  C. 

y/X 

XXII.  Ydx*  — mdy~  — nyddy  — O ove  dx  è costante:  fat- 
" 7 V "/  mzdy^ 

to  dx  — zdy^/y’*  onde  o =z  ( dydz  H-  zd  y ) yj'"  ^ ^ 

^y  , cioè  tiyddy  zz  — mdy  — — , viene  Ydj/vO*  ^ 

SS 

e dx—dyy/y"^f . 

969.  Del  resto  dal  non  potersi  separar  le  variabili  non 
bisogna  dedurre  che  l’ equazione  non  è integrabile  : ve  ne  so- 
no alcune  che  ricusando  in  certi  casi  la  separazione  , pos- 
6on  generalmente  integrarsi;  e tale  è la  famosa  Equazione 
del  Conte  Riccati  dy— ax*dx-¥by^dx,  sopra  cui  lasceremo 
che  si  consulti  il  Calcolo  Integrale  di  I-e-Seiir  e lacquier. 
Ecco  ora  dei  problemi  sul  metodo  inverso  delie  tangenti . 

"Pkobl.  I.  Trovar  la  curva  la  cui  suttangente  — 

— . Si  avri.  dunque  separando , , t integrando , 

n X y 

nlx  — mly  -+  ZC;  fa«o  dunque  x — y — c,  sark  ZC  = { n — 

, m n m — n . 

m)lCt  onde  y —x  a , equazione  cercata* 
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• 'I  ^ m ^ « 

II.  Qual'c  ia  curva  che  ha  per  auttangcnte’^^  — — JlÌL  ^ 

d xdx  I 

SI  avrk  = — ed  integrando  ,ìy  — l(a'~h  x*)^  -+  ZC 

^ a H-* 

ZC(a*H-x*)-,  onde  fatto  x=c,divien 

oostante  r ordinata  y — Ca  -=.h , onde  C = — ; perciò  r: 


FIG. 


-j(a*-hx*),  equazione  all’ ipcrbola  (767). 

III.  Qual’  è la  ourva  in  cui  lo  spazio  ‘ABM  — ~ 


AMQ? 


si  ha  dunque  — J]idy  zzj'ydx  (946),  — 


198. 


n m- 
X a 


• n 


IV.  Trovar  la  curva  BM  il  cui  spazio  ABMP  eguagli 

r arco  BM  moltiplicato  per  una  costante  a , onde  J ydx  — 

/dx  dy 

/y/  ( dx*  H-cZv*  ).  Dunque  — =:  — r-  ed  intcgran- 

o-\\y—a-) 

do,  ÌL  = Z-[;r-^V(>*-a")l  (913)-  ^ 

a a ^ 

V.  Trovar  la- curva  AM  , in  cui  il  raggio  osculatore 
MC  = ~ MN . Poiché  MO  : MC  : ; MP  : MN , supposta  dx  co- 

n 

V s d.v*-+dv*  « , , , a 

Stante,  saxa  (869)  — y— -rr  — j ovvero  — >ddj/-f  dx M- 

n ''  — day  n 

tZji*=:o.  Per  integrare,  sia  dx—pdy  e differenziando,  ddyr=: 

— c sostituendo  nell’equazione,  — ^ ;<.ìun- 

P ”KV  jp(p  -+i) 

que  — Z =Z -77  (851) >p ” * ^ ~7(~^ — ® 

m G Vip  ^1)  ▼ Vie  ”—.y  ”) 

± dy  ^ in — «quszione  differenziale  del  prim’ or- 
dine della  curva' cercata.  Se  n = 7n,  si  ha  dx  — d:  ydy{G*  — 
y*  ) à,  ecl  X zzz  c'±>y  {e* — >*)>  equàrione  al  circolo.  Se 
ra  =:  2n , si  ha  dx  = J^^y>/y_  ^ equazione  alla  cicloide . 

v(‘^ — y) 

VI.  Trovar  la  curva  BM  tale  che  conducendo  per  l’o- 
sigine  A dell’  ascisse  la  retta  AO  che  faccia  coll’  asse  on 


199. 


20©. 


2©I. 
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angolo  45*,  stia  scmpr*  l’ordinata  PM  alla  sumrrgehtt 
3rOI.  p-p  ; : yna  retta  data  a:  OM.  Dunque  dy:doc::a:y  — ar,  € 
adx  — {y  — x )dy.  Sk  x — % e si  avrà,  dx  ~dy  — dzy 

onde  sostituendo  neU’  equazione , ^ ^ zzi  — ^ , 


a a — t a o — z 


eàxzzy  — a-+Ce  ^ , che  potea  trovarsi  anche  per  i nu- 
meri 963  e 964-  La  'minima  ordinata  BD  si  ha  facendo 

^ — rz;  00  { 828  ) * allora  * —y  —al  — — BD  AD>  Lo 

dx  y — X a 

spazio  DBMP  = PQ-DC-BCQM  = xy -e»Z"  ^ —fxdy  {^6) . 
Otifxdy—J'{ydy-^ady^Qm  **  dy)  — C — ay 


aCe  “ (923),  e sostituendo  in  — ay  il  valor  di  ^±za;  -i- 

’ 

a — Cc  , verrà  Txdy  zz  C'  -4-  oje  -*-  a*  : ma  quando 

• a 

c 

lo  spazio  BCQM  svanisce,  si  ha, AC zzaZ  — edjfzrCBiS 

al  — , onde  C'  = a*  _4-  a*Z  — — — Z*  — -,  dunque  fxdy  zz  .... 
a a 0.  a 

— -i*  — , ed.  infine  DBMP  = *>  - 
2 a % a . a 

a a*  a ' • 

flx-t-aZ^-1-— Z — . 

C>  3 O 

^ • VII.  Tsovar  la  Curva  EM  che  faccia  per  tutto  Coll’or- 

dinata  PM  un  angolo  EMP  o TMP  proporzionale  all’  a.scis- 

sa  AP , che  sarà  perciò  77 dell’  arco  o angolo  TMP . Si  • 

avrà  dunque  TMP  = — , e (64Ó)  : : I : 

dx  X 
• — cos  — 

, dy  ■ dx  X ^ < r ^ J r, 

dunque  --  zz — cot  — zz , c pero  v zz  CH-  mZ  sen  — ; 

7/1  771  t/l  •* 


c 

equazione  che  hel  caso  di  > zz  o dando  Isen  — — — ' — = — . 

m m 


Digitized  by  Google 


)(  38?  X 


et,  . _ X ~ 

— y,  ClOC  scn  — ~e 
771  m. 

e 


m 


j e.  peto,  X — WXorco  (Ti  circolo  it 


cui  seno  è e , fa  redere  che  It  curva  incontra,  la  linea 
deir  ascisse  in  panti  E,F,E*,F'  tc.  tali,  che  lsen~  = _ 
C *' 

— , ed  eguaglia  m moIcipUcata  pat  tutti  gli  archi,  i cui 
C; 

- - • 

acni  sono  = e ..Ora  il'  rtoutero  di  questi  archi  è infini- 
to  ; poiché  se  il  prilno  è a,  quelli  che  avranno  lo  stesso  se- 
no saranno  a , c a,  3c  H-.a,3c  — a>  4c-4-  0,50  — a,  éc. 
(016*;:  quindi  le  distanze  a cui  la  curva  incontrerà  la  linea 
dvll  ascisse  saranno  espresse  per  ma  , m(c-~.a) , m {.2c-[- a), 
m. V 3C  — a.)  ec.  Presa  dunque  AE  = ma,  AF  = me  — ma , AE'  = 
o.na  H-  f/ia  ,,AF'n3mc  - ma  cc.,  si  avranno  i valori  positivi 
d.  jf-.  Si  troveranno  parimente  i suoi  valori  negativi  , cioè 
ie  asclss^  prese  verso  la  sinistra  di  AS,  e si  vedrà  inoltro 
che  gli  intervalli  EF,E'F'  ec.  seno  eguali. 

Fatto  ora  ^ = cot£-  = o per  avere  il  massimo,  «ara 

( dio . 61  l)  sen  — “ I,.  e i valori  che  soddisfanno  nel  seno 

positivo  a quest’equazione,  preso  a=rpo"=:ie  nella  serie  a, 
c a , 2c  -H  a ec.  sono ' 

m,  2 m 2 m 2 ] m 2‘ 

e-  poiché  in  questo  caso  sen  ——  \ e Z\ven  — = o,  si  ha  v — 

. m.  •' 

C ; onde  ai  punti  più  elevati  C,C'  ec.  le  ordinate  sòn  egua- 
li fra  loro  ed  alla  costante-. 

Se  nell’  equazione  y — C -+  Z sc/i*'  --  si  faccia  scn”  — ~ o , 

.771  m 

sarà,  y — C -t-  Zo  — C — 00  ( 192  ) — — ’ oe»  ovvero  — e 
però,  a tutti  gli  archi  o ascisse  x che  danno  sen”  ~ — o, 

, , ■ , 771 

corrisponde  un’ordinata  negativa  — y che  è infinita  o asin- 
toto della  curva:  ora  quest’ archi  song  x — o,x  — ±cm,x  — 
± 2c7h  ec.  in  inlinicoi  dunque  la  c*rva  ha  un  numero  infi-. 


FIG. 

202. 
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nito  d’asintoti  perpendicolari  all’ asse.  Il  pfimo  passa  per  !’•- 
rigine  dell’ ascisse  ore  nzzo  ed  è AS , il  secondo  passa  per 
D alla  distanza  AD  — cm,  il  terzo  ad  una  distanza  AD'  =: 
2ADi:::2cm  ec.  Lo  stesso  è nel  senso  negativo. 


INTEGRAZIONE  DELL  EQUAZIONI  A DIFFERENZE  FINITE. 


j)70.  Supposta  5*— I (827),  sia  da  integrarsi  l’equa- 
zione lineare  del  prim’  ordine  y'  — pj  — X — o,  ove  y' 
y-^5yy  e p,X  son  funzioni  di  *.  Fatto  yzzrz,  onde  iy=. 
r5s -+- zjr -t- 5»'5z  , l’equazione  si  cangierà  in  rx  {p — i ) — 
rjz  - — Jj-Jz  -+X=:o;  e serflarz(p  — l)  — zimo  ov- 

vero I.  prz:zr~+ir,  vena  r5z  H- 5r5*— X , ovvero  II.  Sz=z 
X 

— . La  I.  si  integra  riducendola  a lpzzl{r  -^^r)  — lr=:l{lr) 

pr 

(8.31),  onde  li  =.clp  ed  rzze^^^’  perciò  dalla  II.  sifiaSz— • 
X , y . X , alp,  X 

pn  pc  ' pe  ^ 

971.  Poiché  la  somma  c di  tutti  i valori  di  Ip  dipende 
da  .T  di  cui  p è funzione  (970),  ed  x— J(*  — l -I-  ar  — 
2-+-A-  — 3 ec.  ) (824),  si  avra  cip  col  cangiar  successiva- 
mente * in  .T  — I,x  — 2,r  — 3 3,2,1,  e col  prender  la 

somma  dei  logaritmi  di  queste  quantità,  0 il  logaritmo  del 

loro  prodotto  (390)  che  chiamo  Ivp.  Quindi  r ~ 

TTp(S^2)  e chiamando  p'  il  termine  che  viene  immediata- 
mente dopo  p nella  sene  ec.  'p,p,p'  cc.,  sarà  r -t-  Jr  ( =: 

XX  X * 

pr  ) = 7Tp',  e perciò  5z  ( = - ) = — ; , z = ff  — cd  y — itp 

pr  7tp  TTp, 

( c — , -+•  C ) . Così  data  >-+(a;-M)5>-i-af2x-t-  l)r:o, 

, I I X 

Sara =:x-I-l,p— irr , p =: , tto  = .... 

p~  I ^ ar  H-  I ar-f  I 

-V  — I * — 2 a?  — 3 I , a -I-  I , X 

.V  * — I X— 2 X ar-4-2  ^ 


X -4-  I 


-IX — 1 A.  , \ V 

— . ....  3.2.1  = , = a ( H-  I ) , X = — 


X X—  I 

cf  ( 2X  H-  I ) 


4f-h  I p 


•aff(2x'-M  ))=(827) «A. 

X 

Supposta 
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Supptsta  costante  p^f,  saranno  dei  prodotti 

di  f moltiplicata  per  se  ste^a  tante  volte  n,n-M 
quanti  sono  ! tcrmlpi  che  precedono  y,y  nella  serie  ec. 

^ ."j  ,'y  , V , e«. , ed  in  tal  caso  si  avrà  y—f^{C-+ 

X ' 

^ ) 5 e se  sia  costante  anche  X =g,  il  rimanente  ia« 

■ .«-M  ' 


j -n j 

tegrale  c r-  esprimerà  la  somma  (258)  della 

, /V-o 

I I I . > , j. 

progression  geometrica  — > •••-71  cioè  la  somma  di 

/"  ^ 

catti  i valori  che  si  hanno  da cangiando  successiva* 


n-+l 


f 

mente  n in  n — l,n  — 2. ...5,2,1;  si  avrk  dunque  allora 

Può  sciogliersi  con  questo  metodo  il  bel  Problema  gin 
proposto  di  sopra  (3>o.XXIV.  ).  Se  come  ivi,  sia  c la  sor- 
te impiegata  al  Frutto  semplice,  di  m per.  i , t gli  anni  in 
cui  vuol  consumarsi  la  sorte  e il  frutto , ed  x la  somma  co- 
stante che  dee  spendersi  annualmente,  supporrò  che  nell’an- 
no ]a  serre  sia  ridotta  ad  onde,  tra  sorte  e frutti 

si  abbia  ( l -+•  m);  e giacché  in  quest’  anno  si,  spende 

la  sorte  nel  seguente  anno.(n-H)  Sara  y ^\m  I) 

equazione  da  cui  si  pz=  f — m ^ i , X zz  g — 

X,  ed;  y = C ( 771  -V- 1 )"  — - ^ jL— .iJ  : ma  qtiando  gli 

772 

anni  sono  tifi  si  ha  la  sorte  e";, dunque  c =€(771-4- 
1)  — x,C  =: ed  V = — -+■  ( c — — )('n-4-.  l) 

773,.— 4-  1 771  771 

Or  tutto  vuol  consumami  negli  anni  n~t , e perciò  nell’ an- 
no n ir  t -4-  i dee  aversi  v = o;  dunque  o = -—  H-(c  — 

771  / 

X . , , 777C  ( 771  -4-  I 

— ) ( OT  + I )'  e la  somma,  cercata  * =:  , — — ~ . 

772’  ' ( ;;i -4- 1 j' — Ij 

932.  Sia  anche  1’  equazion  lineare  del  second’  ordine 
y ~i- a}y  bl^y  = X in  cui  a,b  sob  costanti  c Jx  = 1 • Se» 

Ccc 
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condo  il  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  ('^>64)  pongo 
— rnSy=:o  e sommate  le  due  equazioni,  viene  I*.  .y 
(a-+nijp  — •+ i5p  = X.  Supposto  al  solito  (964)  J 

(a-+m)p=:  — «rr  m5>  — l/Sp  ) — V — abbiamo  a ^ m 
'•  ^m.  m 

con  che  si  determinano  i valori  m ym’  di  m (964)»  c 


m 


fatto  II.  y -»-  ( OH-  m )p  =L-  « e perciò  ìu  S>  — 

ovvero  mSu~mSy  — i5p»  l>t  !•  equazione  diverrà  u 
m 

mlu  =:  X che  cidk  (97i)urzi7r(i_4.~ ) (C  — X.  . • - 

X ^ 

c ) onde  fatta  la  costante  i -+■  — — he  pe- 

, l , m 

m . ir  ( I H ; ) 

771 

rò  m :::  j— *—  , si  avra  u -.n h."  ( C — {h  — i ) <»•  — ) ( 97 O » 

ft,  — I ^ 

e se  anche  X fosse  costante , verrebbe  uzzk"  ( C — {h 

, ) Xff  — ? — ) =:  Cù"  — X ( h”  — I ) (97 1 ) • Posti  pertanto  in 
,n  H- 1 

ht 

queste  i due  valori  m!  ^nì'  di  m o h' ,h''  di  h , si  avranno 

i due  u , di  II  ed  y z: -, (964)* 

Vale  il  metodo  stesso  per  1’  equazioni  simili  del  terzo  , 

quatto,  ordine  (966.968). 

973.  Bisogna  trattare  al  solito  (965)  P equazione  qy  -4- 
aly-^byy H-wS*>=X  quando  q zz  o,  o resta  solamen- 

te uX''vzzX.  la  quest’ultimo  caso  sia  wzzt,rzz4,Xtz:o, 

^ ch*y 

e dovrà  integrarsi  ovvero  — =0  : dunque  — 

= o ?^.=C5,-,  ^ = |^  = CS*.IH-C'=(8J7) 

C»-+C,  o j^zzixCx^C'Sx-,  3".  a^c-Af  H- 

C'S^OI  H-  C"  i (82:)  c (|x»  -ix)-^Cx  ■¥  C",  oSy  = 
CJjc(ijr’  — |y)H-JxC';eH-C"yx;  4“-  =_^  = Coxiti** — 

cj  .vff  ix  H-  c'ìxtx  H-  c"yxtfi  -+  c"  = ( 82:  ) c ( h- 
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•^hx)  - C(;*»  — J *•  ) C'  ( ) H-  C";e  -I-  C'"  = j C*>  -J- 

^(C'_  C)#*-HiC-  iC'-f  C"):c-4-C"'. 

974.  Si  applica  questa  dottrina  a varie  specie  di  Serie  Ri- 
correnti : noi  ci  limiteremo  alle  più  semplici . Già  si  sa  (2"3> 

che  r equazione  — = A -+  Bx  -f  C**  ec.  si  riduce  a 

o — t-  ‘2ax  — x 


Ta*  A -f-a*  Ba-  -h  a 'Co,'*  -4-  a’Do;^  -4-  a*I 
— ^ — a*  H-  ‘2aAx  -f  -4-  2aCx*  -4-  2al 


£*■*  -4-  ec. 

aDa.’*-4-  ec.,eiduc 

Ao.'^  B*^  — Cx'*  — ec. 

primi  coefficienti  A , B si  determinano  dall’ equazioni  a*A  — 

a*  — O,  a’Bi*-4-  2aAx  =3  o:  riguardo  agli  altri  C,D,£  cc. , 

. . ^ - 2B  a p,  - 2C 

Si  ha  C =: h . , D ~ 

a or  a 

2x 


onde  la  serie  Vicorrente  i 


A 

— rotto  genitore  della  seri* . Ora  le  costanti 

a~  -4-  2a.v  — x 


— 3D  C ,, 

h—  ec. , d 

a 

a a 

4-’^* 

I2x’  apx* 

— . — Y-*T  ^ cc.  — 

quantità  — -,  -4-  dal  cui  predotto  nei  respettivi  coeffieicn- 
n a 

ti  B , A ovvero  C,B  ovvero  D,C  cc.  che  p/ecedono,  na- 
sce ciascun  coefficiente  C,D,E  ec.  che  segue,  si  chiamano 
scala  di  relazione:  ed  è facile  osservare  I*.  che  la  scula 
di  relazione  è formata  dai  coefficienti  che  ha  la  variabile  > 
nel  denominatore  ordinato  del  rotto  genitore  jji  esi  con  segni 
contrari  r.  divisi  per  i termini  costanti  : 2°.  che  per  ava  e 
il  coefficiente  di  un  ntiovo  termine  della  serie  bisogna  mol- 
tiplicar r ultimo  già  travato  per  il  primo  termine  della  sca- 
la di  relazione  , il  penultimo  per  il  secondo  ec. , e far  la 

somma  di  tutto . Cofu  il  rotto si  cangia  nel- 

la  serie  i -i-3a"-f  32’ H- 4x'*-4-,sa^  4- 6»*  -4-62’-4- 7**ec., 
la  cui  scala  di  relazione  ( mancando  e*,*’  ) sarà  l , H-  o , 
-4-o,_i-  I , — I , e supposti  trovati  i primi  cinque  coefficien- 
ti 1,2, 3, 3, 4,  per  avere  il  sesto , il  settimo  ec. , si  fu- 
ra 1 . 4 0.3  H-  0.3  -f  I . 2 — I . I 5 coeffi«ente  del  sesto  ter- 

mine, 1. 5-4-0. 4-4- 0.3 -4-1. 3 — i.3=:6,  Coefficiente  del  set- 
timo ec. 

975.  Darà  dunque  una  serie  ricorrente  + 

ijx*  ec.  con  la  scala  di  relazione  p,*+5f,  •+r  ec. , la  sua 


somma  all’  infinito  satk  un  rotto  genitore 


s-4-  t.x-huX^  ec. 

1 — px  — qx^ — rx^ec. 


S 
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di  cui  1*  icala  di  relazione  già  somministra  il  aci)ominat(T» 
re  (y74)-  avere  i coefficienti  s,t,u  ec.  del  numerato- 
re, si  divida  i -»■  fx -4- u ec.  per  i — px  — qx^  ec.  e pa- 
ragonando il  quoziente  a -v  ( f -fps  ) x -l-(  n-4-  jsH-pt  -4-  p^s)x'’ 
eg*  con  la  serie  data,  si  avrà  s — f,tzzg — pf  ,u  — k — pg 
qf,  cc.\  dunque  la  somma  cercata  saia 

. Così  se  la  serie  sia  i - 

I —px  — qx'  — rx^  ec. 

ec. , e la  scala  di  relazione  — J- , avremo/'^: 
a a*  a 

l,a=  — = ~ ec.,p  = — — ,g=-L,  e la  sua  somma 

air  infinito  saia  — — j (974).  Che  se  si  voglia  la 

a -4-  2ax  — x 

somma  fino  ad  un  dato  termine  tx",  i termini  dopo  di  es- 


n -+•  I 

so  all  infinito  saranno  ux 

x"  ’ ( u -4-  px-4-  «c.  ) = 

n-+  I 


■ px 


■X* 


3 ec.  = 


Sara 


x^^[v^p—pv  )x-+ix  -PP  -qu)x*èc.]^  g 
1 — px  — qx* — rx’  ec. 

somma  della  serie  si  troverà 

/-4-^g-p/;x-t-(/t-pg-«//)x*ec.-ux”'^*-(ip-pujx”]^^-rX,-fP-q% Ij—  : 

I -px-gx*  - rx’  ec. 

onde  nel  caso  d’  una  scala  bimembre  p , -4-  g quando  h ^ 
pg-i-qfe  y^—pp-{-qv  (974),  la  somma  fino  al  termine  t* 

/-4- (^— p/jx  — ux  ^(p  — pv)x 

I — px  — gx* 

IZ^If - perchè  u = 

I — px  — gx* 

toT <p  =pv-+gt  (974).  Così  volendo  la  somma  della 

^ 2x  . 29X*  ,, 

serie  di  sopra  i — — ec.  fino  al  quinto  termine  > fin* 

, a'^-+7oax^  — 29x^ 

81  troverà  — = , tt* 

u®-4-2a’x  — a*x  . . 

976.  Ma  questa  formula  della  somma  involvendo  1 ter- 
mini particolari  ^ ec.  ec. , iwn  può  darci  il 

termine  generale  (275.276;;  onde  alla  ricerca  di  esso  ap- 
pUcherenio  r equazioni  à differenze  finite  . Supposta  g>~4*'J 
la  scalà  di  relazione , yx”  il  termine  generale , j il  gencia» 
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‘coefficiente' «Iella  serie  ec.  'yoT' 

cc.  ed  n il  numero  dei  termini  la  cui  differenza  costante  è 
J«m,  si  avra  y" (9Z4)'  *”*  y'  —y  Sy,y"  — 

y •+  2ìy  H-  5*^  (8-J3)  ; dunque  y •+  — “ = ° » ch« 

paragonata  con  1’  equazione  di  sopra  ( 970  ) ci  dk  a . 

b — I X = o w'=  ■ 

1 — 5 — >•’  1-3  — r*  ' 0(1  — 3—'')  ’ 

m -y — — — -,  h ~ , u = 

2(1  — 3 — r ) m 171 

'Ch'-,u"  = C7/'»  ed  

[{  a -i-  m' )u"  — ( a m" ) li'  1 *" 

; — ^-77 — * — (9Z2).  Così  data  la  sene 

^ m—m 

I -+2;e’  ^òjc^  ec.  = ije°  -¥ox^  -4-6*+  ec., 

la  cui  scala  di  relazione  I,_).2,  saia  3 =r  1 ,r=c2)ar:  — f. , 

m'=i-  I ,?i'  = ^ 1 , 7i"  = 2 ,u'  = C(  - I )”  , u"  = 

C''2”,^=.^C'2”"^  * -4-iC(  — i)";  e poiché  fatto  n=o,  si 
ha  dalla  serie  y = l , e fatto  n = I si  ha  ^ =0 , le  due  equa- 
zioni 1 = ^C' -h  4C , o =:  ■— èC  danno  c'=:i,  C =:  2 ed 

jf*”=g(2"±2j*",  preso  il  segno  -+)  0 il  segno  — secondo 
che  n è pari  o impari. 

(927.  Talvolta  per  esser  2 -^3=0  ed  1—5  — r = o si 

'trova  m zz  m'^  — ~ : allora  l’ equazione  j -4-  ^ 

si  riduce  a 5*^  = o ove  la  diffierenziale  costante^  è Jn  £2  i 
(926);  dunque  =:  Cu -»■  C'  (923)-  Così  data  la  serie  1 -+ 
6*  -4- ll**-4-  i6x*  ec.  la  cui  scala  di  relazione  r =2  2, 
l e perciò  9 — 2 = 0,  ed  l — 9— -riro,  sata  y — Cn~i- 
C'  ; e poiché  quando  rizzo  si  barrii,  e quando  « =2  i gì 
ha  z=6  , le  due  equazioni  l=:C',ó  = C H-  G'  05  = 0 dan- 
no ^*"  = (5/1-4- 1 )*■.  Può  anche  avV^enìte  che  si  trovi  m'  — 

W'  = -^--Ì-à  (965):  allora  fatta  al  solito  m'' zz  m' -i- ut  zzz 

a 

— — ,ll'  = I \ ■zz“'~^— ^ ,k"izi-i  ^ ^a-2-2w_ 


m 


m 


a«2ci) 


— — , sark  , cioè  sviluppando  il  binomio 

a-2t*>  \a-2u/ 


con  trascurare  u*>u’  ec.,  u ~ 


^Kg  ”2u?  w) 


, ri  ri  • I 

• 2w(a  • 2na.  . u) 


e però 
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’ ^ . n n — i.  , \r>  ^ 

Ca(«  — Swo  w)  (a-f2w)C^  _ r 

(8«)A= -, I 

— 3«  (a  — 2na  u ) — 2uo 

— I ) ]^ j onde  fatto  ^ = C'  e restituito  il  valor 


di  gzza  — 2,  si  ha^=i[Cn  — C'(/i  — l)]|^— j-^J  e°«^ 

data  la  serie  i H-7x-+24-r*  ■+ ec.  la  cui  scala  di  rcla.» 
zione  2,_+r  = 4,  — 4.  sarà  (976)  a =:  — 3 cd  y=  [Oi  — 
C'(n — l)]2*‘'*;  e poiché  quando  72=:  o si  lia^  — l , c quan- 
do « = I si  ha  j»  = 7 , saia  C'  = 2 , C n 7 ed  ^,r'’  = I 7n  -* 

3(;i Gli  immaginarj  non  fanno  qui  d.lbcoita  , 

come  può  vedersi  nella  serie  i_+2x  — .1;^ — lUx^  • iyjf'^ec. 
la  cui  scala  è 2,  — 5,  e il  cui  termine  generale  ( fatto 


> r / \0  —r  I , 

, . - [(l-h5)  — (I 

— trova  >«"= 


■senza  immaginai j . ^ ^ 

978.  Anche  nell’  Analisi  del  Cosò  e delia  Piobahiìita 
si  adoperano  le  differenze  finite.  Chiamando  noi  fortuito  o 
casuale  un  successo  allorché  Ignoriamo  le  cagioni  che  pos- 
son  farlo  avvenire  , siamo  costretti  a riguardar  come  egual~ 
mente  probabile  1’  esistenza  o inesi.stenza  di  due  successi  ca- 
suali se  r uno  o T altro  dovendo  necessariamente  accadere  , 
non  vi  sia  maggior  ragione  per  cui  1’  uno  debba  accader 
piuttosto  che  r altro.  Si  riguarda  pure  come  egualmente  ptf-*- 
babile  l’esistenza  di  tre  avvenimenti  che  a vicenda  esclu- 
dendosi mentre  un  di  es.^-i  dee  certamente  aver  luogo,  non 
ci  offrono  intanto  ragione  alcuna  onde  lo  debba  aver  quc.sto 
piuttosto  che  quello:  ma  qui  l’inesistenza  di  ciascuno  è piu 
probabile  della  sua  esistenza  nel  rapporto  di  2 a I , perchè 
di  tre  casi  possibili  l’ inesistenza  ne  ha  dne  in  favore  e uno 
solo  contrario.  Quindi  le  probabilità  0,11^  dell’ esistenza  o 
inesistenza  d’un  avvenimento  son  tanto  maggiori  o mino- 
ri , quanto  direttamente  è più  grande  o più  piccolo  il  nu- 
lucro  dei  casi  F,C  a lei  favorevoli  o contrarj,  e quanto  re- 
ciprocamente è più-piccolo  o più  grande  quello  dei  casi  possibili 

l’;  onde  sar'a  n=Fx^=ye  n'  = CXr^=-p-,  e poiché 

1 casi  favorevoli  F insieme  coi  contrarj  C formano  i casi 
possibTli  P,  cioè  F -1- C — P , si  avrà,  fi  — 1- — l *^  -1  lap* 
presenterà  la  ccnezza,  essendo  chiaro  che  un  avvenimento 
dee  di  certo  accadere  o non  accadere.  Trovata  la  probabi- 
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Vita  si  determina  la  speianza  E degli  interessati  all’  esi- 
stenza deir  avvenimento  , e questa  speranza  evidentemente 
risulta  e dalla  somma  sperata  S e dalla  probabilità  O d’ot- 

FS 

tenerla,  cioè  EzrnS=:— Ecco  ora  un  Problema  sulle  pro- 
babilità per  far  vedere  come  si  applichino  a somiglianti  ri- 
cerche le  Differenae  finite. 

Presa  a caso  una  quantità,  di  monete  da  un  mucchio  // 
di  esse,  determinar  la  probabilità  che  il  numero  preso  sja 
pari  o caffo,  supponendo  che  possa  prendersi  una  sola  mo- 
neta, o più,  o tutte.  Chiamando  y i casi  in  cui  il'  numero 
preso  può  esser  pari,  e z quelli  in  cui  può  esser  caffo,  una 
nuova  moneta  aggiunta  al  mucchio  e combinata  coi  prece- 
denti casi  in  caffi,  gli  renderà  tutti  pari,  onde  allora  la 
somma  dei  pari  sarà  I‘.  y'—y-t-zì  ma  combinata  coi  pre- 
cedenti casi  pari,  gli  cangierà  tutti  in  caffo  oltre  V unità 
aggiunta  che  è caffo,  onde  la  somma  dei  casi  in  caffo  sa- 
ia IP.  z'  =:  z -+y  -+  I ■ La  I.  dk  y -i-  S^y  =:  y -t-  z cioè  Sy 
» e però  S^y  — fz:  dalla  II.  si  ha  » Jz  — s -+y  _+  l cioè 
}js  ( = yy ) = y~i-  l e perù  y—  S^y  = — I , equazione  da  cui 
abbiamo  ( :-!23  ) azzo,  b=z—  l ,X  = — 1 , m' zz  i ,m"  zz~  i , 
h'  zzi,,  h"zzo , u'  = ( C -1-  I ) 2*  — 1 , u"'  = — I ed^  = (C-J- 
1)2"“*  — Ij  ma  quando  n i non  si  hanno  casi  pari  e 
però  ^=o;  dunque  Czro,  y zz  2"“*  — I,y=:2"  — I ,z{  — 
y' — Ora  i casi  y pari  coi  casi  z in  caffo  danno 
i casi  possibili  11  zzy  ~^-zzzi* — I ; dunque  la  probabilità  per 
F V 2"“  * — I 

i casi  pari  è FI  = p — ~ * quella  per  gli 

C Z ^ 

impari  IT  = = = ; e poiché  2"  *>2”~*— i, 

^ P -4-  * 2" — I 

la  scommessa  per  il  numero  caffo  sar^  sempre  più  vantag- 
giosa che  per  il  pari . 


INTEGRAZIONE  DELL*  EQUAZIONI  A DIFFERENZE  PARZIAEI. 

979.  ^Supposta  a una  funzione  di  più  variabili  x , y 
ec. , diconsi  a di'fferenze  parziali  del  prirn  ordine  quelle  e- 

....  . d\  d>z  , , 

quazieni  in  cui  z ,x,y  ee.  vanno  unite  con  ec.1935); 

d*%  d^z 

del  secondo  allorché  oltre  z»x,y  ec. , ec.,trovansi 

dx  dy 
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.neh.  =-5^-  «•.  a,i^—s-y3i- 

(935),  difFerenze  parziali  seconde,  che  nascono  e dai  dif- 

(f 

feienziar  — — per  *»— r per  y ec.  essendo  costanti  dx,dy 
dx  dy  " 

d^z  ^ 

ec. , e dal  differenziar  - — per  v o -r^per  x cc.  : così  si  di-. 

dx  dy 

ca  degli  altri  ordini  successivi . Tali  equazioni  qualche  voi-, 
ta  s'  incontrano  nell’alta  Geometria,  e assai  spesso  nella  Fi- 
sica Matematica  più  sublime:  ma  come  il  Calcolo  Infinite- 
Simale  suppone  perfetta  1’  Algebra , così  quello  dell’  equa- 
zioni a differenze  parziali  suppone  perfetto  1’  Infinitesima- 
le . Per  esempio,  qui  si  assume  che  possa  sempre  trovarsi  iP. 
fattore  m che  rende  esatta  la  differenziale  qualunque  Pdx-i-Qrfy 
(959),  e si  riguarda  come  integrata  un’equazione  a differen-" 
ze  parziali  quando  è ridotta  all’  integrazion.  d’ un’ equazione 
a differenze  ordinarie:  se  il  fattore  non  possa  aversi  o se 
don  si  possa  integrare  l’equazione  differenziale,  il  difetto 
aara  dei  Calcoli  inferiori,  non  di  quello  di  cut  trattiamo. 
Eccone  alcune  più  elementari  nozioni. 

980.  Se  z sia  funzione  di  x , ^ , si  avtk  dz  — ^dx  -+■ . 

Qdy  ~d*z-^d^z  e però  = P , — Q ( 93^  ) • Dal  che 

dx  dy 

o f z d^z 

si  raccoglie  1 . che  1 espressioni  — , --  son  quantità  va- 
...  . dx  dy 

riabili  ma  finite,  denotanti  il  coefficiente  P o Q di  dx  o di 
dy  quando  si  differenzia  z o per  x o per  y:  2®.  che  se  nel- 
la differenziazione  di  z si,  prenda  x oy  costante,  si  had*  = 

d^z~  Qidy  o dzzzd^z—Vdx,  e l’integrale  di  queste  equa- 
zioni sark  z—f^(^dy^Q,  o z—J"'’^?dx-hC  ove  potrk  es- 
sere C — 9(x),  C'  — p (y  ) {gsó.t}'*.)  se  d’altra  parte  non 
si  sappia  che  tali  funzioni  non  hanno  luogo  : 3°.  che  aven- 
dosi yl?dx=;Px  — J'xd?  , e/(^dy=iQy  — /'yd(^  (pió),  sara. 


= /?dx  -¥fqdy  = ?x^Qy-f{xd?^yd<i)zz~ 


xd  z 


fi  d*z . j d^z  \ 


981.  Dico 
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pSr.  Dico  ora  che  se  * sia  una  funzione  di  x,y  onde 

d ?;  Hr  » , ella  sarà  anche  una  funzione  di  x , n ( sup- 

j)osta  u funzione  di  x ,y  ) cosicché  denotando  con  d'*  % la 

differenza  di  z per  la  nuova  x,  si  avrà  dz  = d'®xH-d"z, 
Infatti  se  c ax  by  zi:  nax  •^.by  — ( n — i ) aa:  — 

( ax  -+  by  ) ' 

x”  cc. , potrà  farsi  u = nax  -+  by  ,u  = by  — {n  — 

I.)  ax , u — , u zz{ax  by)  y u =.  ec. , ed  u sarà, 

sempre  funzione  di  X ,y,  onde  z lo  sarà  anche  di  XyU. 
Perciò  ti  è indeterminata  e suscettibile  d’  infinite  forme 
differenti. 

982.  Anzi  può  u soggettarsi  a soddisfare  ad  una  condi- 
zione richiesta  , per  esempio  , che  sia , tale  onde  abbiasi 

X y 

d II  ]ur  u 

intendendo  per  p una  data  funzione  di 
x,y'i  puichè  preso,  dair  equazione  proposta  e sostituito  in 
dìi—d^  u-\-d?  u il  valUt  di  d*Uy  si  avrà  dii  =z  d^  u — 

y y 

pdxdr  u ór  u , , , ^ , 

— ~pdx  ) : dunque  supposto  m il  fattore  che 

reude  esatta  la  differenziale  — pdx  (959)  onde  si  abbia 

y 

mdy  — mpdx  — dt , verrà  du  ~ . — ; dunque  u è funzio- 

dy  m * ‘ 

ne  di  t,  ed  .essendo  u indeterminata  ( 981  ),  può  farsi  u =. 

t onde.— — — m,  valori  che  danno. — q.  Così 

c/jk  dx  dy 

d^u  d^u 

se  si  voglia  u, di  modo. che  sia  — avremo p= 

' dx  xdy  - ^ 

y ydx 

i dy  —pdx—  dy->r- — , differenziale  esatta  se  si  mol- 

.X  X 

i . d^u  , d*M 

tiplichi  per  m — x———\  dunque  afyrrtrrae . . . 

dy  ^ < dx 

yd^  u yx 

xdy  ^ X 

983.  Considerando  dunque  z come  funzione  di  .v,^  e 

D a d 
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di  x,u,  si  avra  de  = ci* z H- tP' z — d'^%-+€^z  (981):  ma 

duzzd^ u-^  é?  ti  OTvero  dud*^z  = (d*u-+-ci^K)rf'^z,  e però 

u n 

tt  d z,  jX  .y  . . , ,,x  d z .X 

d z — ~—\d  u -f- tZ' w)  ; dunque  dz=:<i  s-f--— ,duH- 
du  da 


,u 


u~d^ z~^d^ z,  e quindi  (980)  z — d'*z-\-^— 


,n 


da 


da 

,x  ,y  d z 
d u e d"^  z^  . or  u. 

du 

984.  Ciò  premesso,  poco  vi  vuol»  a, integrar  1’  equa- 
aicni  lineari  del  prim’  ordine  a tre  variabili , che  tutte  com- 

d* 

prendonsl  nella  generale  -7^-+-^  — -+-q=co,  essendo  p una 

dx  dy  ^ 

data  funeione  di  x,y,  mentre  0 può  esserlo  di  x,y,z.  Foi«i 
chè  sostituiti  in  e$sa  i valori  di  d*  Zyd?  z "i  h« 

pd?  u 

dx  ' du  ^ dx  dy  ) ' ^ ” ’ dx  dy 


d a 


a £ a.  tt(<x  ti  pcL  7Z  V ^ IX  c*  ULL  u 

V ) -*  S = 0 . fot.  — = o 


d'*z 

per  determinar  u (982),  viene 1-  g = o.  Posto  dun- 

que  in  g il  valor  di  y ricavato  da  quello  di  u , onde  g si 

cangi  in  g',  avremo  d'  z-¥q'dx=zo:  ma  « è qui  funzione 

di  x,u  e manca  d^  z;  dunque  u è costante  (980.2°.);  dun- 

que  à!  z~  dzzz—  q'dx , dunque  zzz  — J q'dx  -h  p ( « ) 
(980.2°.). 


Esempio  . Debba  integrarsi  — — «V^(  ** 

dx  xdy  y 


yd^2 


j* 

y^)  = o:  avremo  p=  -—,q  = av(^  ® -;y—  •+ 

X y ■ " 


dx 


vd^  u 


= o = — — -1- — — ^ . Da  questa  equazione  si  ha  (982) 
dy  dx  xdy 

du=i — ^(dy — ^^^),  e poiché  il  fattore  mzz—  rende  e- 
dy  ^ X ' X 

satta  la  diiferenziale  dy — , verrà  ■^:=:tzzu,y  — uXf 

X X 
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zdx 


g'z= e dovrà,  integrargi  dz  — ^ 

ux  UX 

axdx^{l  •+  u*  ) ovvero  uxdz  -+  zdx  z=  aux^dx^([  -h  u'^  ) 
fatta  u costante;  integrando  pertanto  (9Ó8.XI. j e restitui- 
to quindi  il  valor  di  ur:— , si  ottiene  z zz ~i~ 

X 

u y f)(— ). 

a? 

985-  Ho  supposta  p una  data  funzione  di  x ma  si 
deve  aggiungere  che  può  essere  anche  funzione  di  x,y,%t 
senza  che  si  alteri  1’  operazione . Per  diraostratlo  basta  os*- 
servaie  che  da  un’equazione  % — 0^2=  può  aversi  o z=£ 

— , valore  assoluto  di  s , o * = axz  by , valore  che  de- 
I — ax  ' 

termina  % quando  essa  nel  secondo  meòibro  si  riguardi  co- 
me una  costante.  In  tal  caso  u che  era  funzione  di  x,y 
(980),  lo  sarà  anche  di  XtytZ,  e perciò  nell’  equazione 
X y 

-f  = o ( 982  ) potrà  esserlo  anche  p , ma  z vi  si 
dx  dy 

dovrà  prender  per  costante , e quindi  tutte  1’  operazioni  do- 
vranno farsi  nella  consueta  maniera . Così  per  l’  equazione 

xz<^^ z . , xz  , d^uf 

~~  -+—rr-  =0  sr  ha  p = ~^qzzo,duzz  ——  l dj 
dx  y'dy  y ^dy 

xxdx 

y 


— ^ , il  fattore  mzzy*f  onde  u = ■2! e sj  = © ( n ) ~ 

y^ì  - 3 a ^ . 

Nè  faccia  stupore  se  qui  si  sopprime  il  denom^nator  6; 
poiché  le  costanti  soppresse,  o sieno  coefficienti  0 esponen- 
ti o denominatori  comuni,  ricompariscono  in  seguito  allor- 
ché si  determina  la  forma  delle  funzioni  <p  secóndo  certe 
condizioni  assegnate  . Per  esempio  se  si  voglia  la  forma  del- 
la funzione  p tale  che  fatto  y — mx  nell’  equazione  z — <p 

(>*-+»*),  si  abbia  a=:  — , è chiaro  che  sostitaiti  i valori 

a 

di  s ed  l’equazione  diverrà  — zz  p [x^  m***  );  onde 


po*:o  u -zz  m~ e però  zz , si  avrà  ^ (“)  — 

771-4-1 


Digilized  by  Google 


)i  400  )( 

“ - — — -1-^ — — © ( **  -+ >*  ) rr  2 ; e si  vede  ''che 

I ) fl(/7J*-4-l)  . . 

in  p era  stato  soppresso  il’ denotninator  costante 'a  (??»* -4- 1 ) . 
In  tal  guisa  ( per  avvisarne  quì  dì  passaggio  j si  determina- 
no le  funzioni  arbitrarie  ‘dell’  equazioni  a differenze  parzia- 
li finché  almeno  le  condizioni  assegnate  per  la  loro  deter- 
minazione possono' esprimersi  analiticamente. 

986.  Del  resto,  si  integrano  con  questo  metodo  anche 
certe  equazioni- per  * cui  si  suol  Tricorrere  alla  formula  accen- 

d*z 

nata  ■di  sopra  (980.3*.). 'Tale  è l’equazione  — _*  = I , 


'che  ridotta  a 


dx 


, dy  . jv  :dy 

^ = 0,ci  da  pcro,7=c  — — — -1 

<U  * * AI 


^ dr  % 


e?. 


<^u  . ■ , , dii  • , du  , 

du= — . dy , onde  it  = y,  9 = » e quindi  d*  =: dx 

d\  d^'z 


j d*  ■ 

cioè  * =;  -+-©(>)=:  — — ) : dunque  diffeteriziando 

dx 


•d>: 


a;  per  y , si  avrk  tP'*  ( = — dy  ) = dyp*  ( ) ; ' ed  ’ integran- 

d*  a 

do,  =:  ® (y)  •+  una  Costanze- '«he  può  «Mer ’ funzione 
di 


di  ; dunque  p = (“7“)  ® perciò  a = •••• 

dx  X J ''  dx 

/'(C*)'-  cosicché  se  sia  = ojtde 

d^z  d\  d\ 


y 

— — = vertk  %zzrx~¥^  — f{T)i  piccisamenite 

X dy  r r J 

d e 

come  si  avrebbe  dalla  citata  formula. 

■982.  Per  assicurarsi  poi  che  1’ operazione  * è ben  fatta  , 
si  torna  dall’  integrale  all’ equazlon  differenziale  1®.  differen- 
ziando tutta  1’  integmle  per  x,  dal  ‘che  in  luogo  di  p si 
ha  p'  (853):  2°.  differenziandola* nuòvamente  per  y dal  che 
pure  si  ha  p’  in  luogo  di  p:  3°.  eliminando  p'  pe>^  mez»® 
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'delle  due  equazioni.  Si  integri  al  solito  (984)  1’  equazio- 
ne, ove  fatta  ~n  , saia 

mzdx  y 

; = — e z~x*<P  f~'~\  ovve- 

Z V 

'ro  — = (p/-^_ \:  per  ritornare  alla  data,  differenzio  questa 

• ' 

'X"d^z  — mzx"~^dx 

'per  * € viene — = . . 

X > 


ne 

d z 

II 

H 

"v.1 

dx 

s’xdy 

X 

P = 

my 

mz 

, q = 

-,  du  — 

nx 

X 

I 

n ~ 

-,  e 

• . y 

perciò  : 

zzu,  c 

— my  ^x"-” dxp' 

— ; 'differenzi*  ppr  y 'ed  ho  — — 


'V*"' 

— H 5 elimiijo  p',  riduc*,  e trovo  k data. 

v'*-* 

988.  Sia  ora  da  integrarsi  1’  equazian  lineare  ’deH''"Ordi- 

c X d z nx  yd^  ' drz 

ne  n 'e  della  forqia  -—-r-, -t-ec -i- 

dx"  dx"  dy 

^ir^=  Y?>(^)-+-YV(f)  -+ec.. ...... (Z)  ^ 

X'y  (j^)n-ec.;  c per  render  più  facile  1’  Int^l^genza  del 

’metodoy''riduciatnola  ad  un  caso  particolare  e sia  I*.  ? -+ 

dx* 

-^dy-  -^d?— ^ = ° • -d7- 

* "^^~dy*  ^ ^ ^ ^ ^ funzione  di  x,^  ) c differen- 

2xd^*e 

ziando  prima  per  x e poi  per  viene  II*.  — 
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ixyà^^tì' » J»*  il'^d^z  _ .*  -y  «„ 

-ì?--*^rr  dxdr'^  ~ ' ■ 

x*d~^d^z  ’2xd’^d^ z Axyd^d^^z  Zyd^^z  y'd^^z  _ ^ y 
dx^  dx  dxdy  dy  dy'^ 

Moltiplico  la  II.  per  ~ , la  III.  per  e sostituiti  nella 
‘ dx  dy 

V * 

1 • j-  * A 

data  1 valori  di  — — -j — e di  •' — — 
dx*  dy* 


, ella  dopo  la  riduzione 


d*y  ^ yc^V  2V 

dx  xdy  X 


diventa  =o»  eh®  integrata  (984  ) da 


V — ^ onde  l'integrale  della  I.  sarìi  IV'*.  — — 

* dx' 


V y *2y  • 

2xyd  d-  t y'^d~-'z  % r y Z r\ 

— -, — ;-7- =:4f  <B( -- ) . Questa  nuovamente  si  in- 

dxdy  dy'  x 

xd^  (J? 

tegra  ponendo  difFerenziaado  prima  per 

m e poi  per  y,  moltiplicando  le  due  dliferenziali  te.spettiva> 

mente  per  e «ostituendo  nella  data  i valori  di 

•dxdy  4 

x'd^^  *d^^ 

e di"?^-—,  che  fatta  la  riduzione,  la  trasformano 
dx'  dy* 


. d*V  vtP'V  V , y . j,  j • t 1/ 

in— ~xp(^)=zo,  d onde  si  ha  V 

dx  xdy  X X - 

x*p(2,)^x^{  — ) e per  integrale  della  IV.,  ^— -+•.... 
X X dx 

y 

x*p{  — )-^  x'^(—).  E Enalmettfe  per  1’  integrale  di 

dy  X X ' 

quest’ ultima,  che  saia  l’integrale  finita  deliaci.,  si  trova 
z = ~ ^ x'9  ^ {^).  Così  si  trattano  tutte  l’ al- 

tre della  medesima  forma  e d’  un  ordine  qualunque  , e per- 
ciò anche  l'equazione  proposta  in  principio,  giacché  il  sc- 
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condo  membro  ( -^)  ec.  non  altera  punto  il  gito'delle 

tc 

prescritte  opcraxioni. 

989.  E’  però  tanto  BÌmmetrica  questa  equazione , che 
il  metodo  d’ integrarla  si  siimcni  forse  d’  un  uso  assai  raro. 
Eppure  con  esso  integreremo  più  facilmente  di  quel  che  al- 
tri abbia  fatto  finora , 1’  equazioni  omogenee  di  un  ordine 

^simo ^ quelle  cioè  che  hanno  tutti  i termini  con  differen- 
ziali al  medesimo  grado  e con  coelficienti  costanti.  Sia  , per 


. bd*d^z  cd-^z  „ 

esempio,  l’equazione  P.  h—,  — =R  ove 

flx*  dxdy  dy 

d*  meP' 

R può  esser  funzione  di  x,y.  Pongo  IP.  — --h - — "V 

, dx  dy 

( wi  è un  coefficiente  indeterminato  ),  e differenziando  al 
solito  per  X e per  y , moltiplicando  le  differenziali  respetti- 

vamente  per  — , — -,  esostituendo  nellal.i  valori  di 

dx  mdy  dx 

t di  ^-5— > ( *•  ®*  ^'‘ccia  IIP.  b — m — — o)  diver- 

dy  m 

d*V  cd^V 

lebbe  IV*.  — ; 1 , — =:  R . Ma  qui  bisogna  osservare  che 

dx  mdy 

U lisoluzion  della  IIP.  dando  due  valori  m' ,m"  di  m,  la  IP. 

. ...  ...  z md^  z d^  z m"<^  z 

SI  èciogUe  nelle  due  — , 1 — , — 1 ; = 

dx  dy  dx  dy 

d*  tP's 

V , d’  onde  viene  — = V ovvero  — — z:  o;  dunque  V non 

de  dy 

è ora  funzione  di  j:  , v ma  di  * solamente  ; dunque  la  IV*. 

dv  . . rx 

dee  ridursi  a :^R  (p8o. 2“.), da  cui  abbiamo  V=y  Rd» 

dx 

senza  la  solita  <p{y)  che  si  è trovata  = o;  dunque  1’ inte« 

. 1 t.  -r  , d z 2 /'x  „ , . 

graie  della  I.  Sara 1 . — —J  Rdx , che  nuovamente 

dx  dy 

integrata  (984)  dk  z—J'dxJ^Kdx-\-p{y — mx)  ricordan- 
dosi di  mettere  in  R il  valor  di  y zz  u mx  (984)  prima 

di  integrar  y"*Rd*-  ma  dai  due  valori  m' ,m"  di  m si  ha 
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z=Jj.vf‘ndx-i-ì>fy-m'x)  e %=fdxf*Rdx  ■*f(y  - 

m"x)\  dunque  sommando  verrk  finalmento  jj  =r/d4«y*Rrfj:-|- 

—P  {y  — m'x)-^  — {“{y  — rti"x)—J'dxJ'^  (^— wj'«) 

2 a.  7 

j'{y  — m"x),  la  cui  differenziale--  restituisce  in  fatti  la 

dita.  Così  presso  a poco  si  integreranno  1’ equazioni  omo- 
genee degli  altri  ordini . 

5>90.  Al  caso  di  m!  zz  m"  ~ soddisfi  anche  più  diret- 
tamente il  metodo  stesso  (988)  *,  poiché  avendosi  allora  czz. 

, • I o ^ Ji-  t>d*(Pz 

— , la  proposta  equazione  (989)  diventa 1 

4 dx  dxdy 

^ — R , i cui  coefficienti  costanti,  formano  un  quadra- 

d*s  bti^ 

to  perfetto.  Si  ponga- dunque  — ^ H V : differenzian- 

do; 2dy 

do  per  X c per  y,  moltiplicando  respettivamente  le  due  dif- 

feicnziali  per  ~ e sostituendo . al  solito,  si  troverà 
dx  ^dy 

d'v  b<^V  „ , . . . / o \ «7  Anj 

>r  • — — = R da  cui  SI  ottiene  {984)  V = 7 Rd*  •+  . 

dx  2dy  t/ 

bx  d*  a 

— dunque  - r integrale  della  data  sarà  — j-  .... 


•jdy 


~J'^ Rdx~¥p{y — ~bx),  dalla  cui  integrazione  vie- 


ne z 


: J dx y'^Rdot-n xp{2y  — bx)  ^ j'{^y  — hx). 


991.  La  natura  del  nostro  Libro  non  ci  permette  di 
estenderci  più  oltre  sull’ equazioni  a differenze  parziali.  So- 
lo aggiungeremo  che  questa  teoria  si  applica,  sempre  util- 
mente, e spesso  per  necessita,  a tutti  i problemi, geometrici 
ove  si  considerano  le  superficie  curve.  Si  voglia,  per  e- 
sempio , r equazion  generale  di  tutte  le  fuperficie  di  rivo-. 

luzione 
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lozione  intorno  all’ asse  AA,  c si  supponga 

zz=?dx-i-Q{ly  (gSo)  la  diiFerenziale  di  questa  equazione. 
Eatta.HF  ~ z,  tPc:  ji,  PCr:  x,  PM  zz  u — PH,  si  ha  (7.30) 

u*  , o differenziando  , rf*.  ^ — -^-=Prf«_-»-Qciy; 

* * - 

e- poiché  QJy  deve  eguagliarsi  a — (936),  sarà  Pel*  = 

A 

— — ; dunque  u è funzione  di  jf.e  può  farsi  uzznx.  Si  a- 

z_  ' ' ■ . 


..  — V n^x  P 

Vra  pertanto  Q — = , P — , — h 

n X 


^ -.x 

Q_o_da 
dx 


ed  integrando  ^984)  con  piendere^  il  fattore  m z= 

2y,  verrà  2 = ^(y*  — «***),  equazione  cercata. 

992.’  Poiché  però  non  possono  aver  qui  luogo  le  notizie 
occorrenti  per  dedurre  da  questa  generale  equazione  1’ equa- 
zioni particolari  di,  superficie  determinate,  rammenteremo 
per  ora  al  nostro  intento , che  se  nell’equazione 

,si  sostituisca  il.,  valor  di  u cavato  dall’  equazion  delia 
curva  genitrice  AEAE,  si  avrà  subito  1’  equazione  alla  su- 
perficie generata  (730^:  così  se  AEAE  sia  un’ ellisse , av re- 

mo  u*  zr  -i(a*  — **  ) e l’equazione  alla  superficie  dell’  el- 

' 

• * V*  ^ ^ 

lissoide  sarà  i =;  — 7 -1- • Ma.se  la  semiellisse  AEA 
. u b b~ 

cresca,  o scemi  ,uniformenvente.  nel  primo  quarto  di  rivolu- 
zione, e all’incontro  seemi  Decresca  del  pari,  nel  secondo 
ec. , cosicché  la  superfirye-  generata  abbia  il  semiasse  CK~  c 
oltre  i due  AC  = a , CE  =:  ò , è ben,  vero  che  non.sarà  più 
PM^PH  perchè  la  sezione  AIX-P  normale  al'pisno  AEAE, 
non  sarà  più  un  cìrcolo  ma  un’  ellisse  ; per  altro  essendo 
MLP  simile  a*la  sezione  EKC.,  segata -pur  normalmente  per 

ECE , avremo  EC.(Ò  ) : CK  ( c ) : : MP  (u)  : PL  =;  y 5 onde  HF'-zz 

c*u* 

»*  = — — {ii^—y')-y  ridneendo  dunque  e sostituendo  il  va- 

ri 

lor  di  K*  = — (a*  — ) ,.  P equazione  « queata  superficie 


sarà  1 — 


yl 

b'' 


e. 


FIG. 

196. 
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1^6.  , 993-  Abl  »iasi  dunque  un’  infinita  dì  tali  superficie  ellit- 

tico-sferoidali  AEAKL  simili  tra  loro  e concentriche  , .e  si 
cerchi  1’  equazione  di  quella  che  tutte  le  tagli  ad  angoli 
retti.  Poiché  per  una  delle  date  superficie  abbiamo  i =: 
a>  V*  z*  ■ 

(993^  c tutte  son  simili,  supposta  a:h:c:: 

r:5:i  la  ragione  costante  dei  loro  semiassi,  e però  a~ 
re  , b se , la  generale  equazione  di  tutte  diverrà  i = 

, ove  r , s saran  costanti  in  ciascuna  sferoi- 


-51-4.  •?'l  ■ 

r*c* 


de  e il  solo  c varierà  dall’ una  all’altra:  perciò  difirierenzian- 
do,  la  comune  equazione  delle  superficie  da  tagliarsi  sark 

= X'dx  -1-  Y'Jy  fatto  X'  = — — , Y'=  — 


xdx 

r*z 


s z 


r z 


Ora  se  ad  un  punto  qualunque  R della  stipejrficie  AlMKL 


s z 


si  alzi  la  normale  RT  ~ f che  incontri  il  piano  A£A  nel 
punta  T a cui  rispondono  ( condotta  OST  parallela  a CA  ) 
le  coordinate  = IT=:GSr::i',  c da  R si  con- 

duca sul  piano  AEA  la  perpendicolare  RV  = a , da  V so- 
pra CA  la  perpendicolare  VG—y,  e congiunta  RS,  ponga- 
si CG  — OS  = X , sar'a  TS  ^G  zr  a'  — ar , VS  =z  6'  — > , e-  il 
triangolo  RVS  rettangolo  in  V dark  RS*  cz  ** -t- ( 6' — 
ma.  appartenendo  RS  al  piano  RVS  perpendicolare  ad  OT , 
anche  il  tri.angolo  RST  è rettangolo  in  S;  dunque  RT 
= — yj^-hfa'  — che  per  la  natura^  delle 

normali  alle  superficie  dovrà  esser  la  massima  o la  minime 
di  tutte  le  linee  che  da  T posson  condursi  alla  superficie 
AEAKL.  DifFcrenziarldo  pertanto,  vcriK  zdz — ( b'  — y) 
dy  — {a—x)dx  — o (878),  o sostituendo  il  valor  di  die 
trovato  di  sopra,  f X'z  — (a — x)  )dx~^'(Y'z  — ( b'  — y ))dy=: 
o.,  e quindi  (880)  X'»  — a'-4-xzz  o,  Y'z  — b' -i-y  — o , a'  — 
X'e-t-x,  J' ed  /=z  * v/ ( I H- X'* -f- Y'*  ) . Ma  giac- 
che nei  punti  ove  le  superficie  si  tagliano  , le  coordinate 
della  cercata  e della  data  debbono  esser  le  stesse , supposta 

dz  — d » -+(r  a — P'djr-hQ'dji  1’ equazion  differenziale  del- 
la cercata , k — KZ  la  sua  normale-  in  R , ^ zr  CY  ed  ?i  t 
YZ  le  coordinate  che  determinano  il  punto  Z in  cui  ella 
incontra  il  piano  AEA,  si  troverà  col  raziocinio  medesimo 
S — P'z  -+x,k  — Q'z  -+y  e it zz  z ^/ ( 1 -l- P'*  -t-  Q'* ) , onde  se^ 
sia  TZzzt  r intervallo  tra  le  due  normali  f,k,  si  avra  t zz* 
V(ZX*H.XT’)zzV[{o'-.!frH-(ò'-  h)']-  zV[(X'  — 
P')*-f-(Y' — Or  le  due  superficie  debbon  tagliarsi 
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àd  angoli  ietti  e però  è lerco  l’angolo  ZilT ; dunque  f — 
v'  ( /■*  -+-  k')  =:  z V [ f X'-  P'  f Y'-  q>'  )»  J , cioè  1 -+  P'X'H- 

Q'Y'— o,  o mettendo  i valori  di  X',V',P',Q'  dati  di  so- 


y 

r-yd'  n 


u.  / ju.  X,  >'  % -,  t n , y \ 

f"  Ji  - — 4=  ° ' P"M98j  ) . = *■?  / -•  - ) 

' V-*-" 


FIG.- 

196. 


* 


equazione  cercata , che  diviene  z — ^ ) se  le  date  sfe- 

^ * 

ioidi  si  cangino  in  sfere,  ove  essendo  i semiassi  a~b—c, 
si  ha  >•*  ò*  — I cc.  w “ n . 


CALCOLO  DELLE  VARIAZIONI. 

994.  C^Ltte  quel  genere  ài. Massimi  e Mitnmi  di  cui 

'già  pailammo  di  sopra  (877),  un  altro  ve  ne  è più  eleva- 
to che  ha  data  origine  al  Calcolo  dellìe  Vartationi.  In  quel- 
lo si  cerèa  il  punto  di  una  data  linea  ove  una  cèrta  quanti- 
tà variijbile  diventa  massima  o 'ihinima,,  Cosicché  cangian- 
dosi 'gli  altri  punti  o clementi  della  curva,  la  quantità  novis- 
sima o minima  non  soffre  alcun  cangiamento;  in  questo  si 
vuole  la  linea  stessa  in  cui  abbia  luogo  la  ptoprietk  del  mas- 
simo o del  minimo,  di  modo  che  la  quancitk  massima  n mi- 
nima dipende  da  tutta  la  curva , è cangiatone  qualunque 
elemento  essa  pure  si  cangia.  Così  il  problema  di  determi- 
nar nel  circolo  la  massima  ordinata  ^ riguarda*il  primo  ge- 
nere: ma  qnello  di  trovar  tra  tutte  l’ isop'etimetse  là' cun  a 
che  con  l’ordinata  e con  l’-asdssa  racchiude  la-motsima 
area  ( 528 . 11°.  III°j  ) , appartiene  ai  secondo . E’  vero  che  anp- 
bedue  i generi  dipendono  dagli  stessi  principi  e. che  alcuni 
problemi  spettanti  ai  secondo  posson  trattarsi  anche  coi  me- 
todi del  primo,  ma  tali  soluzioni  son  per  lo  più  assai  com- 
plicate c poco  naturali.  . ’ j-  -t  i . »• 

995.  Sia  BD  una  curva  che  Abbia  per  asse  la'rettacAE 

a,  e fatta  l’ascissa  AP  ~ x , s\  conducano  l’ordinate  per-  ' 
pendicolaii  AB,PM,£D.  Pongo  PM^z  intendendo  pei'  z 
'Una  quantità  composta  comunque  di  jc  , di  ' di 

, di  9=  di  ^ ec.  e anche  degli  integrali  j ipdx , 
ax  dx  dx 

*■  • ■V*  ; 

y p'ilx  ec.,  suppO'?re  ec.  delle  nuove  funzioni  di 

p,'l  cc.  Se  si  pretid.a  PT  e si  conduca  B ordinata  TV, 
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• saia  PMVT  — zdx  { 946),  ABMP  —fzdx  die  va  a zcro  -se 
x — O,  e diviene  ABDE  se a.  Chiamisi  H l’area  ABDE  ; 
dunque  se  ciascuna  ordinata  PM  :z:  as  varj  \n  ^iù  o in  me- 
no di  \ina  quantità.  inBiiuesima  M/'  e si«  /8  la  caratteristica 
della  variazi(ine''cómc' d lo  è della  difFeienziàzione  , avre- 
mo M/= /3c  ■'uan’aaio/ie  di  a,M/iV  ~ ^xdx  variazione  di 

zffj;=rPMV'T,Bc/'M~y^acZa:  sommategli  elementi  M/iV 
e variazione  dell’  area  ABMP  , e 'finalmente  ' BCKD  z:  y3H 
variazione  dell’area  ABDh  = H.  Quindi  se  quest’ area  H 
debba  essere  un  massimo  o un  minimo,  bisognerà  che  l’a- 
rea Bc/tD-^i  annullile  sarà  /3H  = /3.ABOE  — ti J zdx  zz  o 
(828),. presa  l’integrale  da  * = o fino  ad  * = a.  Da  que- 
sta {ormuìtL -fi  J'idx  o si  avrà  la  relazione  ' tra  x ei  y o 
1’  equazione  alla  curva  che  ha  la  prpprieià'  cercata  del  mas- 
simo o del  minimo  : cosicché  qualunque  altra  equazione  tra 
a;  ed  jr  darà  un  valor  più  piccolo  per  H quando 'H  è un 
■massimo,  o un  valor  più  grande  quando  H è un  minimo. 

‘'Q9o.‘Il  Calcolo  delle  Variazioni  dee  dunque  insegnarci 
'a  trovar -la' variazione  di  H o il  valor  di  fiH,  che  andan- 
•do  poi  a'zero-'determina  il  cercato  massimo  o minimo . Or 
H può  riguafdarsi  'o'nerio  stafo’'./inn^rrivo*  quando  z ° PM 
non  ha  ricevata  in'- H alcuna  variazione , o nello  stato  va- 
riato quando  z vi  ha  avuta  una  vaeiazione ’Mjf',  e si  è can- 
giata in  .PM±MjT=  *±/3a.  Ma  siccome  nello  staio’ primi- 
tivo di- H se  * divenga-J!±da;  anche-^y  diviene  (822)  ; 

così  nello - 8(%tO’ variato  mentre ’ H passa  in  H ± /3H  ed  * 
( = AP/ resta  lo ^'scesso-in  ambedue  gli  stati,' e ed  j»  diven- 
tano zzt  0z  ,y  ^ 0y:  onde  X ordinariamente  non  influisce 
nella'variazione'/SH,  che  solo  dipende- dalla  variazione /3a, 
e si  ha  /3je.r=  e,  e perciò  anche  (ìdx  — o:  pur  varierà  an- 
che x in  certi'^casi,  di  cui  non  parleremo  per  ora. 

‘ 992*  Come  x diventa  *-4-/3*,  così  *'  ( =2  QN  ) si  can- 
gia in  *'-t-/3*'  = Q^,*"(  = RS)  in  *"-4-/3*"  = RE  ec.;  ma 
«'srxM-  dz  f 832)- onde  fiz'  zz-  fèz  -4-  /3dz;  dunque  /SJa 
/3*'  — /3*  = eZ/3*  (822),  cioè  la  variazione  d'  una  differen- 
ziale eguagli  a •■la  differenziale  della  sua  "variàzione , Per- 
ciò scrivendo  dz  in  vece  di  *,  sarà  /Sci**  tz:  d/8-fz  ~ d’/3z  , 
e di  nuovo" scrivendo  qui  dz  in  luogo  di  *,  verrà  fid^z  — 
dfid^z  — d* $dz  z^’d^ e in  generale  /3d*z—d"0z,  o pre- 
so TOC  n , /3d”z  = d’^'/Sd'’-""* . 

998.  Dc^  pari  supposto  w zz.J'zdx  sarà  variando , /3«  — 


Digitized  by  Google 


)(  4^>9  )(  fig. 

I (ìj'zdx , e differenziando,  dt—zdx\  dunque  /Sdu  ( = d/3u) 

— 0zdx,  e integrando,  (òn  zzf  f3zdx~,fij'zdx , cioè  la  va- 
riazione dell'  integrale  j zdx  eguagliaci'  integrale  della  va- 
riazione di  zdx.  Perciò  scrivendo in  vece  di  s,  avrtnso 

.j^Jzdx  — ^fjzdx—JJ^zdx  ec4 

9;;g.  Si  raccoglie  da  tutto  ciò  i“.  che  la  differenziale 
dz  è diversissima,  dalla  vari.izioBe  )3z  ; poiché  d%  è l’au- 
mento che  riceve  z quando  1’  ordinata  pas.sa  ad  un  altro 
punto  della  stessa  curva,  laddove  /3z  è l’aumento  di  z quan- 
do l’ordinat.1  pa.ssa  ad  un  altro  punto  d’un* -altra  curva:  ‘i°. 
che  ciascun  valore  di  y nel  .suo  passaggio  allo  stato  variato 
essendo  «bensì  infinitesimo  (995)  ma  indipendente  da  ógni 
legge  o condizione  ( altrimenti  la  curva  CK  noTv.rappresen- 
terebbe  tutte  quelle  in  .cui  può  variarsi  BD  , ma  sarebbe 
determinala  ) de  variazioni  fiy  non  lianno  alcun  rapporto  coi 
valori  stessi  di  y,  e sono  anzi  tanto  arbitrarie  e indefinite 
che  posson  poi  determinarsi  a piacere  e anche  mandarsi  tut- 
te a zero,  fuorché  quella  o quelle  che  corrispondono,  alla 
linea  iniìnisesima  PT  =:  dx  dalla  quale  risulta  la  formula 

j zdx:  3°.  che  z Cangiandosi  in  z±dz  nella  differenziazio- 
ne, ed  in  a ± fiz  nella  variazione,  ad  onta  della  diversirk 
tia  le  differenze  e le  variazioni , si.  ha  la  variazione  di  r. 
come  Se 'ne  ha  la  difftrenza  purché  in  luogo  di  dz,dy  si 
scriva  /Sa , e si  faccia  * costante  ; cosi  la  variazione  di 
3 — -+- òjfy*  sarà  (èz'^ax* -‘r'ihxyfìy  ec. 

1000.  Dunque  (3(zdx  ) = dxj3z  ~h  z^dx:  ma  (3dx  ~ o 

(996)  t dunque  /3{zdx  )=-dxfiz  ( zdx  ) =./ dx.Qz  =: 

Iìf{zdx)i9)i). 

■100*1.  Parimente  poiché  p ^ , g=: —,  r=:  ^ ec.  (99O, 

dx-  Ux  dx 

presa  dx  costanre , si  avra  dp — =:  , dr  — 

dx  \ dx  dx* 

d*q  d*y  , . — djf  d*y  d^y 

dunque  (99Ó)  = -^^(992),/3?=  = 

ec. , differenziali  che  facilmente  si  deter- 
dx*  dx*  .«  • 
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minano  osservando  che  d(iy  = — /3v,  dfiy  = Qy'[—  Qv'  ■ 

dH)"^0r-  ^y"  ec.  (09:j.  c pcnc.ò «/Ì?^ 


<i*/3y  — — fìy  ec. 

1002.  Volendo  pertanto  la  variazione  di  g funzione  di  a-, 
yìP,q,r  ec.  (995),  siccome  La  sua  differenza-  sarebbe  (ig  o:; 
Pdx-^Qdy-+lìdp'wi  Sdq  ec.  supposte  P,Q,R,S  ec.  funzio- 
ni di  x,y,p,q  ec.  ; così  la  .sua  variazione,  fatto  /3x  — o 

(996)»  sara  /3z  — —p  S/3i^  ec.  n:  Q/3_y -P — P 

t/fl? 

Sd\0y 


jj,-.  ec.  (IODI). 

* 

1003-  Similmente  per  aver  la  variazione  di  /zdx  , es- 
tendo sempre  5 una  ^unwone  di  x,yjp,<j  ec.  si  fata  dx 
costante  e avremo  1°.  /3z  niQ/Sjf-p  R/3p  H-S/5<;  ec.  0/?v -p 
RdySy  . Srf*/3y  / , „ 

— 7~f  — cc.  ( 1002):  2 . /3  [2.dx)  — dxfiz  ( 1000 ) = 

fldxfìy  -P  Rd(ìy  -p  ec  : 3“.  //3zd»  = /sAd#  ( 998  ) = 

fi^dx^y  f^d^y  j ec.  : mzjRd(3y  — R/3^  — 

J'dR^y  (916)  R^jr  — fA^  ^ e parimente  = 

y a.c  • */  dx 

— 

y ti-*  dx  dx  J dx  dx 

ec.;  dunque  ^fzdx  = fdx0y  ( Q — 

<7R  d*S  f/S  • 

tì: dT;  - ^ ^ ec  ) -p  ( S - e c . ) -4- 

ec.  Fermiamoci  a considerar  questa  formula. 

I004.  Osservo  primieramente  che  ella  è composta  di 

«na  parte  integrale  jdx0y{  Q — 4^  cc.  ),  e di  una  parte  as- 

ctjc  * X 

soluta  0y{  R — ec.)  -i-  d0y  (S  — ec.  ) -p  ec.  Or  nel  Caso  del 
massimo  o del  minimo  per  aver  tutta  la  variazione  fiH  bi- 
sogna porre  a*  — a nell’  intera  formula  f995)>  ciò  che  di 
fatto  eseguito  nella  .sua  parte  assoluta,  0y  vi  indicbei'i  la 
variazione  dell’ultima  ordinata  FD  corrispondente  all’ ascis- 
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ga  AEr:«:  ma  tal  Variazione  essendo  arbitraria  si  può  sup- 
porre zero  (999j:  duni|ue  nel  caso  di  x~u  tutta  la  parte 
assoluta  i cui  termini  son  moltiplicati  per /2y  “ c , per  — 

0 ec.  , si  annichilerà  e avremo  la  sola  parte^  integrale 

A'/3;^(Q  — ^ -4- cc.)  = — o (995). 

1005.  In  secondo  luogo  osservo  che  quest’ ultima  espres- 
sione è la  somma  di  tutte  le  variazioni  che  nascono  dalla 
variazione  di  ciascun  valore  di  y : ma  tutte  posson  mandar- 
si a zero  fuorché  una -(999  );  dunque  k somma  di  esse  si 

ridurrà  a quella  sola,  e si  avr'a  dxfiy  ( Q — ec.  ) — 

0,  ovvero  Q — ^^-+ec.  = 0.  Dal  che  si  raccoglie  1°.  che 

se  z è solamente  funzione  di  x,y,  nella  formula  di  sopra 
)3t ~ Q(3jr -+  U/3/J -+  5/3/  ec  ( 1003  ) saia  p—o,q  — o^  r — o 
cc.  onde  Rfip  — o , S/3</  — o ec.,  e 1’  equazione  ora  trovata 
diverrà  Q rr  o : 2°.  che  se  z sia  funziope  di  x,y,p,  nella 
formula  stessa  (1003)  rara  q — o,r  — o ec.  onde  S'/3j  =;  o 

ec. , e la  nostra  equazione  diverrà  Q — — — o;  e così  di 

dx 

seguito  . 

looó.  Ma  riguardo  a questa  seconda  conseguenza  con- 

■ LI*  • • r\ 

vien  ridetcere  che  1 equazioni  Q — -y-  = o , Q 9 ^ 

dx  dx 

-~rzo  ec.  son  sempre  differenziali  o del  primo  *0  di  al- 
tri ordini  più  elevati:  onde  la  loro  integrazione  esigendo 
l’nggiunta  di  una  o più  costanti  athitr.irie , 1’ equazione  ti^ 
s cti  y che  soniministra  il  massiuvo  Q.  il  minimo  , non  sarà 
interamente  determinata  , e si  avranno  tanti  massimi  o mi- 
nimi quanti  sono  i -valori  che  posson  darsi  a ciascuna  co- 
stante. Si  fissa  dunque  in  tali  casi  il  vero  massimo  o mi- 

ciS 

nimo  colla  parte  assoluta  /3v  ( Il  — -r h ec.  ) -p  cf/3y  ( S — 

ec.  ) -+-  ec.  tr:  o ( 1004)  che  attesa  la  variazione  arbitraria 
( 999  ) > uoii  può  generalmente  andare  a zero  se  non  vi 

dS 


FIG 

203- 


vada  ciascun  suo  termine , e sia  perciò  /S7  ( R — ec,  ) 

ax 

"*  iiS 

= 0 , d/2y  ( S — ec.  ) ~ o ec. , ovvero  R H ec.ica  o,  S — 

dx 

«c.  — Q ec. , sempre  nella  supposizione  di  x=à  (1004):  ciò 


Digiti.red  by  Google 


)(  4>-2  X , ■ 

determina  le  eoìitann  e quindi,  tl  massitnoio  minimo,  co'- 
me  vedremo. 

1007.  Troviamo  ora  la  variazione  di  J'zdx  quando  z con- 
tiene non  solo  x,y,p,q  ec.  ma  aqche  un’ integrale 

f gp5  ) . Sia  J'piix  — Te  avremo  I.  /3m  /3 J'pdx  zz  f \^dxp,j  -i- 

JiVd(3y-^l  (loo;j);  di  piu  essendo  % funzione 

di  T , X ,y  ,p , q ec. , supposta  V una  funzione  come*,  ver- 

r.i.  II.  /8a  = V/3r , - H ec. , che  sostituen- 

dx  dx  • 

clq  il  valordella  I , diviene  — \ J' ’^dx^y  -¥  V J' H- 

/ ii'ri'0y  ^ ^d0y  Srf'/3v  n ' fn  , 

V / — ^ ec.  -t-  Q/3y  -1 OtaJ^tdx  = 

.•  dx  • * ux  cix  * 

pj  zdx  (998  ; dunque  ^\fzdx  zzf {VdxJ'(^dx[iy  ) -+J'{  Vdx 
J I!  d(By  ) -'rj  { Vdx  j ) ec.  -+/Qdx^y  -+J  Rdfìy 

^ ec.  Per  liberar  la  formula  dal' segno- integrale  mo!- 
dx 

tiplicato,  pongo  Vdx  zz  dK  onde  J'{Vdx-/'Q'dxfiy)zzf[dK 
-/'(^dvfly)  zr  Kj'Q'dx0y  - fìLQ:dx(3yJ\VdxJ\\'d^/3y  ) zzi 

J\  dd^Vi?y  ) - K/R'rly3> -jMVdliy , fi  Vdx j } - 

/■  M,  /"S'<-/’y3y,  ^ rS'd^/^y  / KS'</’y3v 

J -d.-  > = V -J  -d~x-'  •’ 

fifzdxzz^f  dx  ec.  ) -\-fdx  [ ( Q — 

ox  dx 

KQ')/3y-f(R  -KR')  4--^(S-KS') ec.  ove  pos- 

• UX  d i 

fcon  farsi  le  riduzioni  di  sopra  (1003). 

1008.  Quasi  nel  modo  stesso  potrebbe  aversi  la  varia- - 

zione  il  J zdx  quando  * contiene  più  integrali  y^dx  ,y^ Va: 
ec.  , e generalmente  quando  è data  da-  un’ equazion  diffe- 
lenziale  di  qualunque  ordine;  potrebbe  anche  indagarsi  la 

variazione  di  f zdx  o à'ifz  quando  x non  fosse  costante 
come  lo  abbiamo  supposto  di  sopra,  e fino  introdursi  in 
questo  Calcolo  le  differenze  parziali  che  ne  formano  utr 

nuovo 


./ 
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nuovo  ramo:  ma  tali  ricerche  ci  devierebbero  dalla  presene 
ce  nostra  intenzione  di  terminar  questo  Libro  con  alcune 
più  semplici  e più  elementari  applicazioni  dell’esposta  dottrina. 

looy.  Probl.  I.  Tra  tutte  le  curve  riferite  ad  una  stes- 
sa ascissa  determinar  quella  i.n  cui  f'zlx  =/(  gx—y'^)ydx 
^ un  massimo  o un  minimo.  Si  avra  %dxz:^(gx  — y'  )ydx 
{gx—y^)y  e /3z  — {gx  — 5y^ )fiy{999)  = QAX  ->■ 

S^5cc. (loo3)  V dunque ^ = — 3^*,R=;o,S— o ec.:  ma  dee 

esser  Q = o ( I005. 1 ®.)  ; dunque ^ • 351*  = o ovvero  y^  — ~gx , 

3 

equazione  alla  parabola.  Sostituito  il  valor  di  = V~gx 

3 3 

nella  formula  /'(gx  —y*  )ydx , ella  diviene  2/\  '~gx  }^  dx~ 

3 

~gx^>sf—gx  che  si  annulla  quando  x. “O,  è un  massi- 
^5  3 , * , 

«no  0 un  minimo  quando  x Per  distinguere  qual  del 

due  abbia  qui  luogo , prendo  in  vece  della  parabola  un’  al- 
tra linea  qualunque  ( 995  ) , per  esempio  la  linea  retta  coin- 
cidente con  1’  asse  onde  sia  y — o,  e trovo  che  y — o ridu- 
ce la  data  formula  a zero  mentre  y — la  riduceva 

3 

a-^x^>y/-i-t<x>-o;  dunque  si  ha  qui  un  massimo. 

3 

II.  Trovar  la  curva  in  aùJ^zdx~J' (i5^*-** — 1 5^’ 

— 2y'^)ydx  è un  massimo  o un  minimo.  Dunque  /3z  = 

e Q = 0=1^* A*  — 
= (195)  -!-£»)(£■*  perciò 

soddisfanno  al  quesito  due  parabole  dell’  equazioni  1.  y*  = 
sig  — *)»  II-  — gx.  Per  sapere  quale  delle  due  dia  il 
massimo,  suppórrò  x infinitesima  ,.il  che  riduce  la  1.  ad  ^ =: 
S{l92)y  valore  che  posto  nella  formula*  data,  la  cangia  in 

fig'^dx  (197),  mentre  sostituendovi ji  =: preso  dalla  IL, 

si  ha  /_  log^xdx/^gx  ( I97-) } ma  fatto , come  sopra , — o , 

la  formula  va  a zero  e J'2g^dx>Oy  laddove y~  lo^| arciv  X 
tJgx-<o\  dunque  la  I>  dù  un  massimo,  la  IL  un  minimo. 

C r ,dx^~-\-dy'^  ^ 

m.  Qual  è la  curva  in  vaÀJ  zdxzzj  rj e un 


dx 

Fff 


massimo  • un  imnimo?  Poiché  / = p,  vettù  V {dx^ 

dx 
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dy*)  — dx'^{i  p^)  i onde  e.—  ^ ^ , di  ( ±r 

VA^-^p)  V\/y 

^^^ij+Pl)  _ . dunque  P = o , Q = , 

2>\/> 

R =; ; e poiché  dee  qui  averui  Q r o(  1 005  'j®.),' 

i/yil-^P^)  ^ d»  ^ ' 

gara  Qpdx  {i~Qdy  ) —.pdR:  ma  esicndó  f zzo  ^ viene  di  — 
Qdy  ^ iidp  zz  pdR -^Rdp -,  dunque  integrando,  a . 

V — -^  > = pR  -t-  C = -^  jP~  —^C,f:Czz—-l~-^ 
^ y . . V>(f-+p  ) V>n-<-p  ) 

Pertanto  se  si  faccia  costante  y{i  •+  p*  ) zz  in,  ^ara  C = 

« ir/  Ut  tft  - ■»•  A#  T>1  A# 

equazione  ad 


m.- 


“T  » = = * dyzidx^/ , 

un»  cicloide  (873)  il  cui  circolo  genitore  ha  pet  diametro 

L»  tìàitto  8 iX=dy  zz——-^^——  zz 

m—y  ,^{my~y') 

mdv  ÌT^y)'^y 

sfc_. ^—z 77 TT>  *d  integrandola  per  un  tir 

ay/[niy—y*)  ) 


colo  del  tsggio  — ,•  ottengo  x — arc.  senv.y{i^o)  — •^{my  — 
2 

«»  ) H-  C ( 857  ) ,■  ton  che  abbiamo  le  due  costanti  arbitrarie 
jw'.C  . Per  determinarle  faccio  R =0(1006),  cioè R(i— 

' ri  V* 


^ — V-  ) = o perchè  qui  S = o , e viene  p ±f  ò = V — — 

perciò  ^ = Irti  quindi  1 equazione  integrata,  postovi' ::::  w 
ed  » = <r  (loo6)y  divetrk  nzz  are.senv.m~\-C:  ma  essendo 
m il  diametro,  are.  seri  v.  m è evidentemente  la  semicircon- 
ferenza mir\  dunque  Czz  d — mir-,  di  piii  se  quando  x = of 
■i  vuole  anche  yzzo,  l'equazione  integrata  si  cangierà  in 

' o = a — mìt  e sark  in  = — . Del  resto , si  ha  qui  Uri  tiiìnì- 

jr 

mo’,  poiché  la  data  formula  > sostituito  il  valor  di  p =: 

, diventa yjx/\/”,  di  cui,  facendo  al  solito_j<  = o, 

. y • r • y t a ! 

Tiene  un  innnitaménte  grande . 

IV.  Tra  tutte  le  curve  isoperiiliefrd  trovar  quella  in 


« 
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cui  jydx  è un  massimo  o un  minimo.  Ciac- 

chi;  1'  espressione  della  lunghezza  d’  un  arco  è (949) 

-+p*)  {III  ) e questa  per  la  na- 
tura degli  isoperiinetri  non  varia,  avreipo 
— 0 : ma  anche  js/ ydx  ^ o { 99$  ) -,  dunque  il  problema  si 

liduna  a trovar  la  curva  in  cui  J zdx  — J yd^-^jf^dx \ -+• 
p’)  è un  massimo  o un  minimo,  moltiplicata  per  ^ èo.stan- 
tc  r espression  deirar.co,  onde  sieno  omogenee  le  du.e  In- 
tegrali,. Si  avrà  pertanto  = y H-^)/  (J  = j3^  -1* 


svl^p 


da 


ripetuto  il  raziocinio  del  passato  probletna,  v.eifa  |s(=^H' 

( I H-p*)  );:=2>R  -+-  C:;;  -7/f^  »\  “^  C » ( ^ ^^')  >/(  * *** 

y U '+P  ) 

■j\Y^:T(cB-yTr  ‘""8""*°’  8=!/U’-(C.- 

^)*J-pC',cioè  (C— — (jf  — .C>*  equa^ioRp  al  .cir- 
colo, in  cui  le  costanti  ^,C,C'  si  determineranno  oo.pie  sco- 
pra ( III  ) avvertendo  di  più  ebo  lunghezza  della  .curva 
può  supporsi  .data  : ed  è .ebUro  .che  il  radicale  portando  il 
doppio  segno,  e perciò  potendo  .descriversi  il  cUqp.lo  onde 
rivolga  all’  ascissa  o la  concavità,  o la  conjresaith avremo 
In  massimo  nel  primo  caso , un  minimo  nel  secondo . 

V.  Tra  tutte  le  curve  isoperimetre  trovar  quella  il  cui 
solido  di  rivoluzione  ha  la  massima  .0  minima  superfìcie 

2r/y  \/ { dx* -i~  dy'^  ) (PSÓ)-  Trascurato  ajr  che  .è  un  nume- 
ro costante , e fatta  rf**  -+  dy*  ) .=  V ( * “fy*  ) » kdov A 

essere  , come  nell’antecedente  problema ,/i5dr=y^dafV(^"^ 

p*)-pJ'gdxj\/ {i-\-p^)  un  massimo  o un  minimo;  .dunque 

,„ae  Q= vu  Q - - 

o , c fatto  il  solito  raziocinÌQ  1 4f  ( = (j»  •+  ^)  \/(  1 •+ 
dx 

p ))_pR +c- 
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i v'to-f-sr '‘**=7i-(7q^fs-:rcr3.  «?oa«on* 

aila  curva  volgarmente  detta  la  Catenaria  perchè  una  ca- 
tena iìcsgibiliiisima  se  sia  sospesa  per  le  sue  estremità,  si 
conforma  in  questa  curva.  E qui  pure  atteso  il  doppio  se- 
gno che  compete  al  radicale,  si  avrà,  un  massimo  quando 
la  curva  rivolga  la  concavità  all’asse,  ed  un  minimo  quan- 
do gli  volga  la  convessità . 

loio.  Porremo  fine  con  dei  Problemi . 


ec. 


I.  Elevare  un  poHhorilio  a qualunque  potenza  m,  ov- 
vero supposto  {f  -\-gx-^hx^  -+  kx^  -{-Ix*  •+  es  j**  — F -h  G*h- 
Ha.*  Kar’  -h  Hx*  ec. , determinare  i coefficienti  F , G , H , 

K , L ec'  Ris.  F = /* , G =:  — ^ , H = ~ll^ 

/ 2/  ’ 

^ 3»n tF ( flfli : — I ) hG  H-(  m — 2 )5^H 
L — 4wZF  h-  ( 3r/r — I ) kG  -+\2m  — 2 ) ( ;n  — 3 )^K 

ove  la  legge  è manifestissima. 

II.  Data  una  Curva  di  nota  tangente  e presa  in  ogni 
sua  ordinata  una  media  proporzionale  tra  P ordinata  stes- 
'^Sa  e la  corrispondente  ascissa,  condurre  la  tangente  alla 
nuova  .Curva  che  passa  per  1’  estremità  delle  medie  propor- 
'zionali  . Ris.  Se  x , y sieno  le  coordinate  della  curva  da- 
'ta  e z 1’ ordinata tdelie  nuova  curva,  la  suà  suttangente  sarà 

che  essendo  la  data  cQrvà  uha  parabola  o u» 

xdy  -4-  ydx 

circolo  del  raggio  « , diviene  --  o 

, 3 3««  — 3» 

UT.  Trovare  il  punto  di  flesso  contrario  nella  curva 


ax 


dell’equazione  v = — Bis.  Il  punto  cercato  cor- 

.y  ( rx  — -X  ) 

risponde  all’ordinata  che  ha  per  ascissa  x=:-ir. 


Tv.  Quél  è la  linea  retta  che  con  due  date  forma  II 
ttiangòlo  massimo?  Ris.  L’ ipotenusa  ; cioè  il  triangolo  mas^ 
«imo  è il  rettangolo . • 

■ . . ì 
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V.  Quaì  è il  massimo  dei  triangoli  iscrìttibili  in  un 
dato  circolo  e sopra  una  corda  data?  Ris.  L’isoscele.' 

VI.  Di  una  data  superficie  ab  formare  un , rettango» 
Io  xz  che  abbia  il  minimo  perimetro . Ris.  Si  troverà,  x = 

VII.  Di  una  data  superficie  ah  follare  an  rettango- 
lo let  t tre  de’  cui  lati  abbiano  il  minimo  perimenro . Ris. 

Si  troverà  x=:  /s/-^abf  z — 


Vili.  Qual  è il  minimo  dei  quadrati  iscrittibili  in  un 
dato  quadrato?  Ris.  Se  a sia  il  Iato  del  dato,  quello  del 

minimo  si  troverà  */—«*. 

2 

' IX.  Qual  è il  massimo  in  superficie  convessa  o in  sp* 
lidità  di  tutti  i cilindri  iscrittibili  in  una  data  sfera  o in  un 
dato  cono?  Ris  Se  2r  sia  il  diametro  della  sfera  o della 
base  del  cono,  quello  della'  base  del  cilindro  massimo  in  su- 
perficie sarà  jV2>  in  solidità  sarà  ~r. 

X.  Qual  deve  essere  il  rapporto  tra  il  diametro  della  ' 
t}ave  e I’  altezza  d’  una  Misdta  cilindrica  di  data  capacità' 
affinchè  la  sua  superficie  interiore  sia  un  minimo?  Ris.  11^ 
rapporto  dee  essere  di  2:1,  come  si  trovò  sopra  (Vi). 


XI.  Determinare  il  valor  dei  rotti  i°.  quando 

1—stnx'^cosx  . o o X*  — « , 

2 . quando  «=00°  i 3 . - 

sen  X-+ cos  X l I— »-+Zx 

quando  i . Ris.  I valori  cercati  si  troveranno  ò,  i , — 2. 


XII.  Integrate  Rh.  f 

— c»  J —c^  3« 

Z ( c*  -+CZ  -+z*  ) 


I 2S-+-C 

, -7-  X are.  tang  — — 

óc  cVS  cv'S 


C. 


XIII.  Integrare  yxdx  posto  y zz  V(2«*  — *’).  Rie. 
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r , Ti  — 

Jjìxix  ::^ajydx — • 

_ adx  — xdx  rmdx~^xix___  .. 

XIV,  Integrare  -jr rr/  / -j. 

“ V(«*— » ) y V'(«*— * ) 

4P*N^  orc.aen  V.  « in  un  circolo  del  raggio  —a. 

ui  9 

XV,  integrar  supposto  6 <;  i . Ris.  , . , , 

/ “ ^ 3 tung 

J {l-^bcosp)*  icoup) 

( I -4-&)yen  p ^ ^ 

( I -+-i;os(p)  \/(  * — 

XVI,  Integrar  le  formule  x"dx  sen  x > x"dx  cos  x . Ris. 

y ' n n n • J , n-3 

xdxsenx=--~x  cosx-i-nx  reoA: -+ « ( n*  X jx  X 

ooiX‘n{n-l]{n-%]tr’^senx-n{n-l](a->%){n-’3,)x'* 

eosx-f-  ...  •+  — ec.  i a*.y*"<ixcorx  = x”«eax-> 

fix’**  ^ cos  X— /i(n-l)»  ^ re/i  x — n(/i~I  )(/i  — 8 )x  X 

ec  .•  X -H  . . • -^  • • • — • . . — «c.  : preso  alternativamente  in  am- 
bedue i casi  senx  e coi  x fino  al  termine  ove  si  trova 

col  quale  è compita  1’  integrazione. 

XVII,  Quadrar  la  curva  dell’  equazione  >■  = a -4-  x , 

jn  -4- 1 TO  -t- 1 


m 


TX  , 
■ a ) 


m4- 1 


XVIII,  Costruito  un  circolo  sull’  asse  trasverso  a d’ un* 
ellisse  il  cui  conjugato  sia  b,  trovar  x°.  la  ragione  delle  1^ 
ro  aree  o dei  loro  settori  corrispondenti  : 2°.  1’  area  ellitti- 
ca. Ris.  I*.  la  ragione  i di  a:b-,  a*,  l’area  è abir. 

XIX.  Supposta  sull’  asintoto  d’  un’  iperbola  una  serie 
d’  ascisse  in  progression  geometrica , trovar  la  progressione 
dell’arce  corrispondenti.  Bis.  La  progressione  è aritmetica. 

XX.  Trovar  nell’  iperbola  due  spazj  asintotici  in  ragio- 
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, .. 

HgdiptJ.  Rts.  Supposta  la  potenza,  e *,x  due  ascis* 

/>  a p—g 

ge  dal  centro  , si  troverà  x =z  />j%  m 

XXI.  Data  un’  iperbola  della  potenza  I , Cerco  1’  ango^ 
io  X degli  asintoti  tale  che  il  modulo  dei . logaritmi  tavola* 
ri  0,4342944819  sia=:se«jf.  Ris.  Valendosi  della  serie  da* 
ta  al  n“.  893  , si  troverà.  * = 25°  44' 25'' 22*"  et. 

XXII.  Quadrare  e rettilìcar  la  curva  trascendente  dell’ e* 

dy  * 

quazione  dx  — '±~ii/{a^  — v*).  Ris.  Lo  spazio  asintotico 

y 

ed  infinitamente  lungo  compreso  dalla  curva  e dal  suo  asin* 
toto  eguaglia  il  quadrante  d’un  circolo  del  raggio  a:  un  suo 
arco  qualunque  eguaglia  la  corrispondente  a.scissa  d’ una  lo» 
garitmica  che  cominci  dal  vertice  della  Curva  ed  abbia  a 
per  suttangente. 

XXIII.  Rettificar  la  cvHva  dell’  equazione  dy  iz  . . » . ... 

-Hi/  )= V • 

XXIV.  Misurar  1’  infero  solido  prodotto  dalla  tivolu* 
/i«n  della  cissoide  intorno  al  diametro  del  suo  circolo  ge* 
nitore  . Ris.  Il  solido  è infinito . 

XXV.  Misurar  la  superficie  del  solido  generato  dalla' 
rivoluzione  iatorno  all’ asintoto  dello  spazio  asintotico  ed  in» 
finitamente  lungo  del  Probi.  XlX/  Ris.  Lac  superficie  egul» 
glia  il  circolo  del  raggio  av'2. 

XXVI.  Misurar  la  solidità  e la  superficie  Convessa  dell'^ttft*- 
ghia  cilindrica  formata  dal  taglio  obliquo  d’  un  cilindro  ret- 
to^ in  naodo  che  la  sezione  passi  per  il  centro  della  base.  . 
Ris.  Se  sia  r il  raggio  della  base  del  cilindro,  a P altezza 

deir  ùnghia,  se  ne  troverà  la  solidità  zz  supec» 

fide  =:  itdft 

XX Vìi.  Trovar  la  curva  la  cui  tangente  è costante 
ed  =:  a.  Ris.  L’  equazione  della  curva  cercata  sarà  dx  rz:  Zt 

fv(«*-/). 

XXVin.  Trovar  la  Curva  la  cui  suttangente  è 
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*4  • i ** 

Z — . Ris.  L’  equarione  è s=  -pr — — ; “T  • 

^ aC-2a*-* 

XXIX.  Trovar  la  curva  la  cui  eunnormale^è 

— Tiy*—  Ris.  V equazione  è -^)- 

xy'-¥bx*  ’ * 

*’  T>-  T 

XXX.  Trovar  la  curva  la  cui  arca  è — . Ris.  La  cur- 
va è una  paraboT»  . 


IL  FINE. 


« 


Digilized  by  Google 


T A V OLA 

DEI  NUMERI  PRIMI 

col  più  piccolo  divisore  dei  numeri  impari  non  primi 

'fino  a I 00000 


• Digitized  by  Google 


II 


IV 


ijiyiiized  by  Google 


vui 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


XIII 


XIV 


DiylfctrJ  by  Google 


Digitized  by  Google 


XVllI 


Digitized  by  vjoogle 


XIX 


XX 


Digiiized  by 


Digi  izèd  by  Googic 


XXI7 


• Digitized  by  Google 


XXT 


xxri 


« 'C  ve 


>;xv'i  '1 


XXiX 


XX  y. 


Digiiizec  by  Googk 


XXXI 


XXXII 


ICXXIII 


XXXIV 


N 

01 

03 

0:  091 11 ’ 13 

iy|2ii33i 

27129131 

33  37 

39!  4» 

13 

47 1 

49 

ySi 

• 7 

7 

1 1 

• 1 

3 

»?3 

3 

i77i 

’H 

3 

97 

3 

7 

i5« 

• 

«17 

3 

79 

3 

di 

3 

17 

3 

3 

1 i 

3 

• 

4« 

7 

3 

• 

3 

t l| 

«57 

3 

109I 

3 

6ì 

3 

193 

3 

' 9 

7 

« 3 

61 

3 

• 

3 

• 

3 

• 

3 

7 

«3 

13 

1 1 

«4 

• 

«49 

17 

all, 

3 

<57 

3 

, 

«3 

3 

2 I 1 

3 

73 

1 1 

7 

3 

3 

43 

J 

1 

? 

7 

i't>5 

_3 

» 

? 

i6j 

7 

. 

8? 

3 

37 

? 

«9 

29 

3 

«' 

3 

966 

f 

1 

7 

3 

«7 

t 1 

79 

53 

■3 

»3 

3 

«3 

7« 

3 

4» 

3 

141 

• 

• 27 

7 

<57 

1 1 

• 

« 3 

97 

3 

17 

3 

7 

3«« 

3 

«97 

3 

7 

. 

• 

3 

89 

3 

6» 

3 

7 

3 

'3' 

1 

3 

7 

3 

• 

37 

3 

f 

3 

«79 

I «3 

3 

3 

69 

7 

r 

• 

3 

• 

«99 

«7 

«9 

3 

IO} 

*3 

7 

. 

3 

3' 

3 

«3 

7 

*■9 

67 

70 

• 

• 

• 

1 l 

3 

7 

J 

«3 

• 

3 

7 

3 

1 I 

«9 

*3 

• 

3 

53 

? 

107 

97  • 

3 

. 

3 

«9 

7 

3 

• 

3 

«7 

«3 

• 

>3 

3 

«37 

' 3 

7 

1 

>9 

3 

7» 

M 

» 

1 1 

3 

4‘ 

• 

67 

191 

i 

7 

3 

I 

3 

7 

3 

• 

47 

31 

79 

73 

• 

é 

7 

3« 

3 

53 

3 

307 

7 

3 

• 

3 

«3 

«3« 

«9 

1 1 

3 

3«« 

3 

7 

74 

3 

2J7 

3 

' 3 

S9 

3 

3 

37 

• 

1 1 

• 

3 

7 

3 

«39 

• 

3 

7 

3 

7S 

• 

3 

181 

3 

• 

«3 

7 

' ' 3 

_i 

. 

3 

«7 

7 

3 

1 1 

> 

10} 

*3 

976 

7 

1 I 

. 

9 

9 

. 

3 

3' 

4« 

3 

*3! 

3 

«7 

89 

163 

»5« 

3 

7 

3 

77 

3 

4« 

3 

«99 

• 

3 

■9 

3 

«3 

79 

7 

. 

3 

«7 

3 

43 

7 

3 

t ) 

3 

78 

1 1 

3 

47 

3 

7 

. 

>9 

13 

„3 

1 1 

3 

. 

>9 

3 

217 

3 

• 

• 

79 

47 

«3 

«9 

7 

5 

«79 

3 

• 

I 8 1 

3 

. 

3 

1 J 

7 

37 

3 

• 

3 

4« 

lo 

3 

»5 

3 

• 

* 

3 

• 

3 

7 

83 

61 

«67 

3 

«3 

3 

«7 

3 

• 

3 

98» 

• 

3 

*7 

3 

« 3 

4* 

59 

7 

3 

3 

1 1 

3 

«3 

3 

17 

7 

d 1 

81 

283 

7 

• 

«7 

3 

« 

3 

» 1 

.. 

3 

3 

7 

23 

«93 

3> 

3 

17 

3 

«9 

5? 

3 

«97 

3 

37 

«7 

3 

• 

3 

• 

• 

• 

7 

3 

107 

3 

39 

43 

1 

« 

3 

84 

19 

3 

• 

3 

• 

7 

1 

• 

„3 

«3 

3 

• 

*57 

3 

‘73 

3 

7 

«7 

1 1 

8y 

13 

« 37 

• 

»3 

3 

»9 

3 

. 

83 

3 

1 1 

3 

37 

• 

1 1 1 

7 

3 

• 

? 

1 1 

986 

-J 

«y« 

3 

7 

3« 

3 

«7 

3 

. 

7 

. 

•9 

3 

53 

3 

- . 

• 

• 3 

23 

3 

87 

89 

3 

7 

3 

• 

• 

. 

«7 

3 

1(59 

3 

•• 

' 3 

3 

*91 

«9 

1 

7 

88 

• 

*9 

• 

• 

3 

1 I 

3 

7 

»7 

3 

37 

y 

»3 

7 

• 

«3 

? 

97 

3 

, 

89 

3 

7 

.J 

• 

• 

3 

7 

„3 

3« 

I 1 

• 

3 

«9 

3 

• 

1(5} 

3 

3 

90 

7 

I 

181 

3 

1 I 

• 

• 

3 

• 

3 

7 

3 

3 

7 

« 3 

37 

991 

'•3 

• 

»3 

• 

3 

7 

3 

• 

1 f 

3 

7 

3 

• 

• , 

• , 

3 

1 1 

3 

»* 

3 

>3 

3 

1 1 

7 

3 

47 

3 

3«3 

. 

«7 

«3 

3 

, 

3 

7 

3 

61 

3 

9} 

199 

3 

«3 

3 

47 

• 

1 

1 

7 

3 

7« 

«7 

3 

7 

3 

1 

4« 

, 

94 

• 

107 

7 

• 

3 

89 

3 

37 

7 

3 

«9 

3 

«7 

«3 

• 

3 

177 

3 

7 

9S 

3 

>9 

3 

»7« 

191 

3 

1 

3 

S| 

il 

. 

• 

3 

7 

3 

I 1 

«3 

3 

7 

3 

996 

lOJ 

8 

• 

3 

• 

»3 

7 

«3 

3 

. 

3 

67 

7 

3 

' «7 

3 

37 

, 

25» 

I 1 

97 

7, «79 

• 

3 

• 

3 

• 

■ 

3 

3« 

3 

«9 

1 1 

«7 

3 

7 

3 

«3 

98 

3 

" 

3 

• 

«5« 

3 

• 

3I«73 

• 

7 

• 

3 

, 

3 

, 

7 

3 

1 1 

3 

99 

• 

3 

« 

3 

7 

t 1 

4« 

«<»3 

3 

• 

3 

«3 

3 

37 

3 

«39 

«7 

8g 

•27 

N 

01193  07 

09! II 1 13 

19Ì2I23 

37 

29 

3‘ Ì33  '37 

39 

41 

I43 

47 

149 

Digitlzec  - 


-:s> 


XXXV 


XXXVl 


Tavola  degli  Archi  Circolari  ridotti  in  parti  del  IIaggio  = t. 
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